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zum  ersten  Bande  in  Aussicht  gestellt  habe,  durchgeführt.  Eine 
umfangreichere  Behandlung  hat  die  Relativitäts-Theorie  von  Raum 
und  Zeit  gefunden,  die  unter  den  Händen  von  Mathematikern  und 
Physikern  fast  täglich  neue  Seiten  zeigt,  deren  Grundlagen  noch 
keineswegs  vollständig  geklärt  sind.  Ich  verdanke  einen  Beitrag 
dazu,  betreffend  den  Michelsonschen  Versuch,  meinem  Sohne 
R.  H.  Weber  in  Rostock.  Die  in  der  Elektronentheorie  hervor- 
tretenden neuen  Anschauungen  in  der  Elektrizitätslehre  sind  in 
einem  Beitrage  von  R.  Gans  gewürdigt 

Eine  erneute  Beschäftigung  mit  der  Thermodynamik  hat  mich 
schließlich  zu  der  Ansicht  geführt,  daß  sich  die  Riemannsche  Dar- 
stellung der  Theorie  der  Luftstöße,  vrie  ich  sie  in  der  vorigen 
Auflage  gegeben  habe,  doch  aufrecht  erhalten  läßt  Um  aber  den 
Einwänden  zu  begegnen,  mußten  die  betreffenden  Abschnitte  eine 
neue  und  erweiterte  Darstellung  finden. 

Straßburg,  September  1911. 

H.  Weber. 
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Erster  Abschnitt. 

Integrratlon  durch  hypergeometrlsehe  Reihen. 


§1. 

Lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wir  haben  im  siebenten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  einige 
der  einfachsten  und  wichtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Variablen  kennen 
gelernt. 

In  den  Problemen,  die  wir  in  den  folgenden  Blättern  be- 
handeln werden,  treten  solche  Differentialgleichungen,  und  zwar 
besonders  die  von  der  zweiten  Ordnung,  immer  mehr  in  den 
Vordergrund 

Die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  ist  durch  die 
funktionentheoretischen  Methoden,  die  zuerst  Riemann  darauf  an- 
gewandt hat,  durch  die  Untersuchungen  von  Fuchs,  Frobenius  u.  a. 
zu  einer  umfangreichen  Lehre  ausgebildet  worden.  Ein  großer 
Teil  dieser  allgemeinen  Theorie  hat  aber  bisher,  so  wichtig  er 
für  die  Analysis  ist,  in  der  Physik  noch  keine  Verwendung  ge- 
funden, und  es  dürfte  daher  dem  Leser,  dessen  Interesse  in  erster 
Linie  auf  die  physikalischen  Anwendungen  gerichtet  ist,  will- 
kommen sein,  hier  einen  gedrängten  Überblick  über  den  Teil 
dieser  Theorie  zu  finden,  der  für  physikalische  Anwendungen 
wichtig  ist  Es  kommen  hierbei  vorzugsweise  die  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  in  Betracht,  auf  die  wir  uns 
von  vornherein  beschränken  wollen.  Wir  knüpfen  dabei  an  die 
älteren   Untersuchungen  von  Euler,  Gauß,  Kummer  an,    auf 

1* 


{  £rBter  Abschnitt.  §2. 

die  man  zurückgreifen  muß,  wenn  es  sich  um  wirkliche  zur  Be- 
rechnung geeignete  Darstellungen  handelt^). 

§2. 
Einteilung  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung  nach  den  Dimensionen. 

Wir  beschäftigen  uns  jetzt  also  mit  der  Integration  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(1)  Poy"+l>iy'+l>2»  =  0, 

worin  y  die  abhängige,  x  die  unabhängige  Variable  bedeutet,  die 

auch  komplex  sein  kann,  und 

^^^  ^  -  dx'        y    -  dx^ 

gesetzt  wird.  Die  Koeffizienten  Po9Piil'2  ^^^  gegebene  Funk- 
tionen von  X, 

Wir  können  diese  Gleichung,  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern, 
mit  einem  beliebigen  Faktor,  der  eine  Funktion  von  x  sein  kann, 
multiplizieren,  und  wir  können  so  den  Koeffizienten  des  höchsten 
Differentialquotienten  y"  durch  Division  mit  dem  von  Null  ver- 
schiedenen Pq  auf  1  reduzieren. 

Wenn  die  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind, 
so  können  wir  die  Gleichung  durch  Wegschaffen  des  Hauptnenners 
und  aller  gemeinschaftlichen  Faktoren  auf  eine  Form  bringen, 
in  der  die  Koeffizienten  Po^l^Dl^a  ganze  rationale  Funk- 
tionen von  X  ohne  gemeinschaftlichen  Teiler  sind. 

Dies  ist  der  Fall,  der  uns  hier  fast  ausschließlich  be- 
schäftigen wird. 

^)  Euler,  Institutiones  calculi  integralis,  vol.  2,  cap.  VIII. 

Gauß,  Disquisitiones  generales  circa  anriem  infinitam  etc.  (1812), 
Werke  Bd.  3,  8.  123  (und  8.207  aus  dem  Nachlaß). 

Kummer,  Über  die  hypergeometrische  Reihe.  Grelles  Journal, 
Bd.  15  (1836). 

Riemann,  Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gaußsche  Reihe 
/''(«.  ^.  y.  x)  darstellbaren  Funktionen  (1857),  Werke  8.67  (und  8.379  aus 
dem  Nachlaß). 

Die  Resultate  der  Untersuchungen  von  Fuchs  und  die  neuere  £nt- 
wickelung  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  überhaupt  ist 
ausführlich  dargestellt  in  den  Lehrbüchern: 

L.  Heffter",  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen mit  einer  unabhängigen  Variablen.     Leipzig  1894. 

L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen.    Leipzig  1895  bis  1898. 
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§2.         Einteilung  der  linearen  Differentialgleichungen.  5 

Wir  wollen  hier  zunächst  den  im  ersten  Bande  nur  kurz  in 
der  Anmerkung  auf  S.  138  angedeuteten  Beweis  nachtragen,  daß 
die  Gleichung  (1)  nicht  mehr  als  zwei  linear  unabhängige  Inte- 
grale haben  kann. 

Wenn  die  drei  Funktionen  yiyy^yVs  linear  abhängig  sind, 
so  läßt  sich  eiue  von  ihnen,  etwa  y^^  linear  und  mit  konstanten 
Koeffizienten  durch  die  beiden  anderen  darstellen  in  der  Form 

(3)  »8  =  Ciyi  +  Cjj/a, 

woraus  durch  zweimalige  Differentiation 

(5)  y?=c,yi'+c,yi'. 

Es  muß  also,  wie  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen 
bekannt  ist,  die  Determinante 

yi,  y'u  y'i 
2/21  y%^  y'i 
ys,  yi^  y'i 

Terschwinden.  Wenn  umgekehrt  diese  Determinante  verschwindet, 
80  sind  entweder  schon  j^,,  y^  yoneiuander  linear  abhängig,  d.  h. 
j/i  und  2^2  stehen  in  konstantem  Verhältnis  und  es  ist 

^1  =  yi»2  — yayi 

gleich  Null,  oder  es  ist  z/|  von  Null  verschieden  und  es  lassen 
sich  die  Koeffizienten  c^,  c^^,  zunächst  als  Funktionen  von  x^  so 
bestimmen,  daß  die  Gleichungen  (3),  (4),  und  sodann  wegen 
J  ^  0  auch  (5)  befriedigt  sind.  Dann  folgt  aber  durch  Diffe- 
rentiation von  (3)  und  (4)  mit  Benutzung  von  (4)  und  (5): 

/yx  c'iyi  +  ciya  =  0, 

und  daraus  ergibt  sich,  da  Zl^  von  Null  verschieden  ist,  c'^  =  0, 
(^  =  0,  und  Ci  und  Cj  sind  also  Konstanten. 

Das  Verschwinden  der  Determinante  J  ist  also 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
lineare  Abhängigkeit  der  drei  Funktionen  y^i  ^2)  ^s- 

Sind  nun  y^,  y^,  y^  drei  Lösungen  von  (1),  so  ist 

Poyi' +i>iyi  +i>2yi  =  o, 
Poy?  H-PiyJ  +^2^2  =  0, 
Poyi'  +  Piyi  +  v^yz  =  o, 
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woraus  folgt,  da  poi  Pit  P%  nicht  alle  drei  Null  sind,  daß  die 
Determinante  /l  verschwindet,  t/^,  y^,  y^  also  linear  abhängig  sind. 
Wenn  a^o  ein  Wert  vod  x  ist,  für  den  Pi/Po  ^^^  Pi/Po  nebst 
allen  ihren  Differentialquotienten  endliche  Werte  haben,  so  kann 
man  für  a;  =  Xo  die  Werte  y  =  t/o»  V'  =  Vo  willkürlich  annehmen, 
und  dann  durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Differential- 
gleichung (1)  die  Werte  der  höheren  Differentialquotienten  yi', 
ys\  ...  bis  zu  beliebiger  Höhe  berechnen.  Man  bekommt  so  die 
Koeffizienten  in  der  Taylor  sehen  Entwickeluug : 

(8)    y  =  y,  +  (:.  -  xo)yo  +  ^^f^'  yö  +  ^^=^'  yö'  +  -. 

die  dann  ein  Integral  von  (1)  mit  den  beiden  willkürlichen  Kon- 
stanten yoi  y'o  darstellt.  Auf  den  Beweis  der  Konvergenz  dieses 
Ausdruckes,  der  sich  auf  die  Betrachtung  der  sogenannten  Majo- 
ranten stützt  und  in  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  oder 
der  Differentialgleichungen  zu  finden  ist,  gehen  wir  hier  nicht 
ein,  was  wir  um  so  eher  können,  da  wir  es  in  der  Folge  meist 
mit  Differentialgleichungen  zu  tun  haben  werden,  die  sich  durch 
leicht  zu  übersehende  Ausdrücke  integrieren  lassen. 

Die  Entwickelung  (8)  kann  nicht  mehr  aufgestellt  werden, 
wenn  po  für  x  =  Xq  verschwindet.  Diese  Punkte  Xq  heißen  die 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung.  In  ihrer 
Umgebung  folgen  die  Entwickelungen  der  Integrale,  wenn  sie 
überhaupt  möglich  sind,  anderen  Gesetzen. 

Den  Fall,  wo  die  Koeffizienten  Pq,  p^^  p^  in  der  Gleichung  (1) 
Konstanten  sind,  haben  wir  schon  im  ersten  Bande  ausführlich 
erörtert.  Der  nächst  einfache  Fall  würde  der  sein,  wo  i>o?  Pn  i^a 
lineare  Funktionen  von  x  sind. 

Es  scheint  aber  für  manche  Zwecke,  namentlich  für  die 
Integration  durch  Potenzreihen,  sachgemäßer,  die  Differential- 
gleichungen nicht  nach  dem  Grad  der  Koeffizienten,  sondern 
nach  den  Dimensionen  ihrer  Glieder  in  bezug  auf  die 
Variable  x  einzuteilen i).  Bei  dieser  Zählung  haben  x  und  dx 
die  Dimension  1,  während  die  Variable  y  keine  Dimensionen  er- 
hält. Es  haben  also  y'  und  y"  die  Dimensionen  —  I  und  —  2, 
und  um  die  Dimensionen  aus  den  Differentialquotienten  weg- 
zuschaffen, setze  man 


0  Kiemanns  Werke,  S.  435,  2.  Auflaufe. 


§3.  Differentialgleichung  mit  linearen  Koeffizienten.  7 

1^  —  J:  ^y 

dx~  X  dlogx' 

d  x^       x^  \d  log  x^       d  log  x) 
Durch  diese  Substitution  erhält  (1)  die  Form 

/,A\  d^y       .  dy      .  ^ 

wenn 

(11)  Po  =  ^^qo,     i>i  =  ^(So  +  «i)i      P2  =  ii 

gesetzt  ist.  Jetzt  werden  die  Dimensionen  der  Differentialgleichung 

einfach  durch  die  Dimensionen  der  Koeffizienten  q  bestimmt. 

§3. 

Differentialgleichungen  mit  linearen  Koeffizienten. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (10)  §  2  nur  Glieder  von 
gleicher  Dimension  enthält,  so  sind  goi  ^n  9a  ^^^  einer  Potenz 
von  x  proportional,  und  wir  können  diese  Potenz  von  x  weg- 
heben, also  goi  Qu  92  konstant  annehmen.  Dann  hat  diese  Diffe- 
rentialgleichung (10)  das  partikulare  Integral 

(0  y  =  ^^ 

wenn  m  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

(2)  9ot»^  +  9iW  +  ga  =  0 

ist,  und  man  erhält  daraus  zwei  partikulare  Integrale,  da  man 
jede  Wurzel  dieser  Gleichung  für  m  nehmen  kann.  Sind  diese 
beiden  Wurzeln  einander  gleich,  so  erhält  man  das  zweite  parti- 
kulare Integral  in  der  Form 

(3)  y  =r  ar»w  log  X 

(Tgl.  Bd.  I,  §  59). 

Der  nächst  einfache  Fall  ist  dann  der,  daß  in  der  Diffe- 
rentialgleichung Glieder  von  zwei  verschiedenen  Dimen- 
sionen vorkommen.  Dann  haben  die  Koeffizienten  goi  9i)  Qu 
die  Form 

(4)  9o  =  «0  +  K^7    9i  =  «1  +  *i  ^>    9«  =  «2  +  ^2^'" 
oder   können   wenigstens   darauf  gebracht  werden   durch   Multi- 
plikation der  ganzen  Gleichung  mit  einer  Potenz  von  x.    Es  ist 
hierbei  nicht  erforderlich,  daß  m  eine  ganze  Zahl  sei;  es  kann 
m   gebrochen  oder    irrational,    positiv    oder    negativ    sein.     Die 
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^0«  ^0)  ^1)  ^1*  ^2)  ^2  si^^  Konstanten.  Mit  dieser  Klasse  von 
Differentialgleichungen : 

(6)    (ao  +  6oa:-)^,  +  («,  +  ft.a.-)^  +  (a,  +  6.^)y  =  0 

werden  wir  uns  in  der  Folge  vorzugsweise  beschäftigen. 

Hierauf  kann  man  übrigens  auch  den  Fall  reduzieren,  wo 

die  Koeffizienten  j)oi  Pd  i>2  ^  (0  §2  lineare  Funktionen 
Yon  X  sind.  In  diesem  Falle  haben  die  einzelnen  Glieder  der 
Differentialgleichung 

(6)  Poy"'hPiy'+P2y  =  o 

die  folgenden  Dimensionen: 

Poy"    Dimensionen    — 2,    — 1, 

jpi  y'  r  —  1.       0, 

p^y  ^  0,       1. 

Es  kommen  also  im  allgemeinen  Glieder  von  vier  verschie- 
denen Dimensionen  darin  vor,  von  denen  in  besonderen  Fällen 
eine  oder  die  andere  wegfallen  kann.  Die  Gleichung  ändert  ihre 
Form  nicht,  wenn  man  an  Stelle  von  x  eine  neue  Variable  ein- 
führt, die  eine  ganze  lineare  Funktion  von  x  ist. 

Wenn  daher  zunächst  Pq  nicht  konstant  ist,  so  kann  man 
Po  selbst  als  unabhängige  Variablie  einführen,  und  erhält  also  die 
speziellere  Form 

(7)  ^y"  +  i>iy'  +  i>2y  =  o, 

in  der  die  Dimension  —  2  nicht  mehr  vorkommt  Substituiert 
man  nun  für  y 

(8)  y  =  e^-js, 

wenn  A  eine  noch  zu  bestimmende  Konstante  ist,  so  ergibt  sich 
für  je^  die  Differentialgleichung 

(9)  x^'  4-  (2  Aa:  +  p,)z'  +  {k^x  +  Xp,  4-  p,)^  =  0, 

und  man  erhält  nun  eine  quadratische  Gleichung  für  A,  wenn 

man  fordert,  daß 

k^x  4-  Xp^  +  pa 

von  X  unabhängig,  also  konstant  werden  solL  Dann  aber  bleiben 
in  der  Gleichung  (9)  nur  noch  die  Dimensionen  0  und  —  1,  und 
sie  kann  auf  die  Form  (5)  gebracht  werden. 

Ist  aber  p^  konstant,  so  können  wir  p^  =  1  annehmen,  und 
erhalten  durch  die  Substitution  (8) 

(10)  /'  +  {2k+  p,)z'  +  (A2  +  kp,  +  p,)z  =  0. 


§4.  Die  hypergeometrisohe  Differentialgleiohnng.  9 

Wenn  nim  pi  nicht  konstant  ist,  so  können  wir  k  so  be- 
stimmen, daß  Ji^  -{-  kpi  -{-  Pi  konstant  wird,  und  dann  können 
wir  die  lineare  Funktion  2A  -|- j>i  als  neue  unabhängige  Variable 
X  einführen.    Dann  aber  erhält  (10)  nur  noch  Glieder  der  beiden 

Dimensionen 

—  2,         0. 

Ist  aber  endlich  auch  pi  konstant,  so  kann  man  2  A  -|-  p^  =  0 
setzen  und  dann  für  die  lineare  Funktion  A>  -f-  Api  -|- j^g  eine 
neue  Variable  x  einführen,  wodurch  man  auf  die  Form  der 
Differentialgleichung 

(11)  js"  +  CX0  =  0 

geführt  wird,  die  nur  die  beiden  Dimensionen  —  2,  -|- 1  enthält  i). 

§4- 
Die  hypergeometrische  Differentialgleichung. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  der  Differentialgleichung 
(5)  §3  über: 

(1)    (ao4-6oa^)  j^.  +  (ai  +  fti^)^^  +  (a,+ft,a;«)y  =  0. 

Um  einige  Beispiele  anzuführen,  bemerken  wir,  daß  diese 
Gleichung  für 

«0  =  li    6o  =  «1  =  *i  =  0,    «3  =  — -n«,    6a  =  1,    w  =  2, 
in 

Übergeht,  was  mit  der  Differentialgleichung  für  die  Bosse  Ische 
Funktion  Jn  [Bd.  I,  §72  (12)]  übereinstimmt 
Unter  der  Annahme 

m  =  2,      ao  =  l,     6o=  — li     ai=  — 1,     i^  ==  —  (2i; -f  1) 

as  =  0,     6a  =  ^{^  +  1)  —  '»'(v  +  1) 
erhält  man  die  Differentialgleichung 

+  [n(n  +  1)  -  v{v  4-  l)]x^y  =  0, 
oder 


^)  Schlömilch,  Kompendium  der  höheren  Analysis,  2,  515.     2.  Aufl. 
Brannsehweig  1874. 
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(^  -  "^^^  S  -  (2''+  2)a;^+  [«(«4-1)  -  viv+  l)]y  =  0, 

worin  man  die  Differentialgleichung  der  Kugelfunktionen,  Bd.  I, 
§  121  (3)  erkennt. 

Wenn  man  in  (1)  die  Substitution  x  •=  a;",  dlog^r  =  ^rflog^Tj 
macht,  so  erhält  man 

Die  Gleichung  ändert  also  ihre  Form  nicht,  und  da  der 
Exponent  ^  beliebig  ist,  so  folgt,  daß  die  Allgemeinheit  nicht 
beeinträchtigt  wird,  wenn  man  in  (1)  für  m  einen  beliebigen 
speziellen  Wert  setzt.  Setzt  man  einmal  m  =-|- 1,  dann  m  =  —  1 
und  multipliziert  im  letzten  Falle  die  ganze  Gleichung  mit  x^  so 
erhält  man  beide  Male  eine  Gleichung  von  der  gleichen  Form, 
nur  daß  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  das  eine  Mal  a^  -\-  h^x^ 
das  andere  Mal  6o  +  ^(^^  ist  Da  ao  und  ä^  nicht  beide  ver- 
schwinden können,  so  erhalten  wir  aus  (1)  eine  Gleichung  von 
hinlänglicher  Allgemeinheit: 

(3)  {a,  +  hx)-^^,+  {a,  +  b,x)-^^{a,  +  b,x)y  =  0, 

wenn  wir  darin  noch  die  Annahme  machen,  daß  a^  von  Null 
verschieden  ist. 

Nun  führen  wir  noch  für  y  eine  neue  Variable  y^  ein,  in- 
dem wir 

(4)  y  =r  xf'y^ 

setzen.  Die  neue  Gleichung  für  y^  wird  dann,  wenn  wir  zur 
Abkürzung  die  linearen  Koeffizienten  von  (3)  wieder  mit  go,  g,, 
72  bezeichnen: 

Die  Form  der  Gleichung  bleibt  also  dieselbe;  wir  erhalten 
aber  noch  die  Möglichkeit,  über  eine  der  Konstanten  zu  verfügen, 
und  wir  wollen  dies  dadurch  tun,  daß  wir 

setzen,  also  den  Koeffizienten  von  y^  mit  x  proportional  an- 
nehmen. Demnach  können  wir  die  Gleichung  (3)  in  der  Form 
annehmen: 
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(6)       («0  +  b,x)  ^,  +  («X  +  h X)  rf^  +  **^y  =  0. 

Wir  machen  vorläufig  noch  die  Annahme,  daß  auch  h^  von 

Null   verschieden  sei,  worin  allerdings  eine  beschränkende 

Voraussetzung  liegt.     Wir  werden  aber  das  schließliche  Resultat 

dann   durch  einen  einfachen  Grenzübergang  auch  auf  den  Fall 

h^-=  Q  ausdehnen  können  (§  6).     Dann  führen  wir  für  x  eine 

neue  Variable 

b^x 

ein,   und   können,  mit   etwas   veränderter  Bedeutung   der  Kon- 
stanten, die  Gleichung  in  der  Form  annehmen: 

<')     (^  -  ^>  d^«  +  («'  +  ^'^^  d^  +  **^y  =  ^- 

Diese  Gleichung  nennen  wir  die  hypergeometrische 
Differentialgleichung. 

§5. 
Die  hypergeometrische  Reihe. 

Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichung  (7)  §  4  durch  eine 
Potenzreihe  zu  integrieren  suchen. 

Wir  setzen,  indem  wir  mit  An  unbestimmte  Konstanten  be- 
zeichnen : 


00 


(1) 


y 

«=0 

A, 

,rr«, 

dy 
d  log  X 

00 

n  =  0 

A„ 

na?", 

d*y 

d  Inor  0^2 

00 

An 

«»a;", 

"  fl  =  0 

und  wenn  wir  dies  einsetzen,  so  folgt: 


00 


n=0  n—a 

Um  diese  Gleichung  etwas  einfacher  darstellen  zu  können, 
wollen  wir  uns  die  quadratische  Funktion,  die  hier  als  Koeffizient 
von  x^'^'^  auftritt,  in  ihre  linearen  Faktoren  zerlegen,  indem  wir 

n«  —  h^n  —  b^  —  {n  -[-  a)  in  -\-  ß) 
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setzen,  so  daß 

(3)  b,=  —  a  —  ß,  b^=-aß, 
und  außerdem  setzen  wir  noch 

(4)  ai  =  y  -  1, 

80  daß  die  Differentialgleichung  §  4  (7)  so  dargestellt  wird : 

Mit  Benutzung  von 

dloga;  dx^       d\ogx^  dx*  dx 

kann   man   hierfür    nach  Unterdrückung  eines  Faktors  x  auch 
schreiben : 

(6)      ;r(l-a;)0+[y-(«  +  ^+l)a;]^-a/3y  =  O, 

und  da  man  in  der  ersten  Summe  (2)  das  Glied  für  n  =  0  als 
verschwindend  weglassen  kann,  so  ergibt  sich: 


OD  00 


2  ÄnX-nin  +  y  -  1)  =  2  ^-«"+' (»  +  «)(♦»  +  /S), 

11  =  1  fi  =  0 

oder  wenn  man  in  der  zweiten  Summe  n  —  1  an  Stelle  von  n 
setzt: 

(7)  2 ^a;»n(n+y- 1)  =  2  ^„_xa;»(n  +  «-l)(n  +  /3 - 1). 

n  =  l  fi=l 

Da  diese  beiden  Reihen  identisch  sein  sollen,  so  folgt: 
(R\  A   -jL.      (w  +  «  -  1)  (n  +  ^  -  1) 

(8)  A.    -    An-,    „(„    _^    y    _    1) 

Setzen  wir,  was  uns  freisteht,  Aq  ^=  l^  so  folgt 
A  -^ 

A.-A   («  +  1)  (^  +  1) 


A    -A        («  +  n  -  1)  (^  +  »  -  1) 

und  daraus  durch  Multiplikation 
^    _  «(«  4-  1)...(«  +  n—l)ß(ß-\-  l)...(ß  +  n  —  1) 

1.2 n  y(y  +  i)---(y +  «  —  1) 
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Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultat: 
Definieren  wir  eine  Funktion  JF'(a,  /3,  y,  x)  durch  die  unend- 
liche Reihe: 

(9)  ^K^,„.)  =  l+^.  +  ^^^±iim±^).. 

.    «(«+!)(« +  2)    ^ (/>  4-  1) (/;  +  2) 

"^  1.2.3  y(y+l)(y  +  2)^     ^  '"^ 

90  ist 

y  =  F(a,  /3,  y,  a;) 

ein  partikulares  Integral  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung (6). 

Die  unendliche  Reihe  (9)  wird  die  hypergeometrische 
Reihe  genannt. 

Auf  ihre  Konvergenz  können  wir  aus  (8)  schließen.  Danach 
nähert  sich  der  Quotient  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder 

An^^x^^'    _    (n  -f  g)  (n  +  /3) 
AnX-        -    (n  +  l)(n  +  y)^ 

mit  unendlich  wachsendem  n  der  Grenze  x^  und  daraus  folgt 
nach  einem  bekannten  Satze,  daß  die  Reihe  F(a^  /3,  y^  x)  un- 
bedingt konvergiert,  solange  der  absolute  Wert  von 
X  kleiner  als  1  ist  Es  ist  also  durch  diese  Reihe  eine 
stetige  Funktion  des  komplexen  Argumentes  x  inner- 
halb des  Einheitskreises  definiert. 

Ein  Ausnahmefall  ist  aber  zu  erwähnen,  in  dem  die  bisherigen 
Betrachtungen  ihre  Gültigkeit  verlieren,  nämlich  wenn  y  =  0 
oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  weil  dann  die  Glieder 
von  (9)  von  einem  gewissen  an  unendlich  groß  werden.  Wir  kommen 
auf  den   Ausnahmefall ,   den  wir  vorläufig  ausschließen ,  zurück. 

Wenn  dagegen  a  oder  ß  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl 
ist,  so  ist  F{a^  /3,  y^  x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x. 

Die  Vertauschung  von  a  mit  ß  bewirkt  weder  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (5)  oder  (6),  noch  in  der  Reihe  (9)  eine  Ände- 
rung, und  es  ist  daher  identisch 

(10)  F{a,ß,y,x)    =     F{ß,a,y,x), 

Die  Grenzfälle. 

Wir  haben  bei  der  Umformung  der  Gleichung  §  4  (6)  die 
Annahme  gemacht,  daß  der  Koeffizient  b^  von  Null  verschieden 
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sei,  und  haben  den  Fall  bo  =  0  als  einen  Grenzfall  bezeichnet, 
für  den  wir  das  Resultat  schließlich  durch  einen  Grrenzübergang 
erhalten  würden.  Um  dies  nun  auszuführen,  setzen  wir  in  der 
Gleichung  §  5  (6) 

(1)  .  X  =  ÄO^i, 

worin  h  eine  unbestimmte  Konstante  bedeutet,  und  erhalten,  wenn 
wir  mit  h  multiplizieren: 

(2)  :P,(l_Äa;0^  +  [r-(a  +  /5  +  l)A^i]|^-A«/5y  =  O. 

Wenn  wir  nun  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  würde,  wenn 
wir  dabei  a,  ß  unverändert  lassen,  das  letzte  Glied  wegfallen  und 
wir  würden  nicht  zu  dem  gewünschten  Resultate  kommen.  Dies 
können  wir  vermeiden,  wenn  wir  a  und  ß  in  einer  gewissen  Ab- 
hängigkeit von  h  unendlich  groß  werden  lassen.  Es  genügt,  zwei 
Formen  dieser  Abhängigkeit  ins  Auge  zu  fassen: 

1.     a  =r  — ,        ß  von  h  unabhängig, 
_1_  _1_ 

(Die  Beifügung  konstanter  Faktoren  würde  nichts  wesentlich 
Neues  ergeben.) 

Wenn  wir  dann  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  erhalten  wir 
aus  (2)  die  beiden  Gleichungen: 

(3)  -.0  +  (>'--o|j-^S.  =  O. 

^  ^  ^  dx^    '    '^  dx^        ^ 

und  wenn  man  den  gleichen  Grenzübergang  in  der  Reihe  F 
(a,  /J,  y,  x)  macht,  erhält  man  für  das  Integral  von  (3): 

(5)  LimF{j^,ß,y,hx^  = 

1     I    ^-r,        ß.ß~\-l    x^     ,    ß,ß+\.ß  +  2      x't 
"^y   1   "^y.y  +  11.2'^y.)/+l.y+21.2.3~^ 

und  für  das  Integral  von  (4): 

(6)  Lim  F  (-1,  -1,  7,  hx^  = 

"^l.y"^1.2.y.y4-l~^1.2.3.7.y  +  l.y  +  2"^ 
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Diese  beiden  Reihen  sind  für  alle  Werte  von  x^  kon- 
vergent, was  man  leicht  an  den  Reihen  selbst  nachweist,  wie 
aber  anch  aus  der  Substitution  (1)  hervorgeht 

Die  Differentialgleichung  (4)  führt  auf  die  Be sseischen 
Funktionen,  und  in  der  Tat  ergibt  sich  aus  der  Reihe  (6)  nach 
Band  I,  §71  (3): 

(7)  .        M^)  = 


2.4...2n 


x^  . x^ 

2.2n  +  2"^2.4.2w  +  2.2n  +  4 

ir"         . .      ^  /  1        1  .    .         hx^' 


Lim  I^  ( -7=,  -7=^,  n  +  1, —) 


2.4... 2n  h=o       Vy*'   VÄ 

Hierdurch  ist  nun  auch  der  früher  ausgeschlossene  Fall  er- 
ledigt, daß  der  Koeffizient  b^  verschwindet.  Denn  in  diesem  Fall 
kommt  die  Gleichung  §  4  (6)  auf  die  Form  der  Gleichung  (3) 
zurück. 

§7. 

Die  verschiedenen  Integrale  der  hypergeometrischen 

Differentialgleichung. 

Die  Reihe  -F  («,  /5,  y,  x)  gibt  uns  nur  ein  pai-tikijlares  In- 
tegral der  hypergeometrischen  Differentialgleichung,  und  auch 
dieses  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  der  komplexen  Variablen 
x^  nämlich  im  Einheitskreis.  Aus  diesem  einen  aber  können  wir 
durch  Umformung  der  Differentialgleichung  eine  große  Zahl 
anderer  Integrale  herleiten,  die  uns  die  nötige  Ergänzung  geben. 

Wir  gehen  von  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
in  den  beiden  Formen  aus  [§  5  (5),  (6)] : 

Diese  Gleichung  wird  integriert  durch  die  Funktion 

Ii  F(cc,ß,Y,.x). 

Wenn  wir  aber  in  (2)  die  Substitution  machen: 

(3)  Xi  ^=  l  —  X,  dxi  =  —  dx^ 

so  ergibt  sich 
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(4)  ^,(l-a:0^  +  [«  +  /3-y  +  l-(«  +  ^  +  l)^i]|^ 

_a/3y  =  0, 

und  diese  Gleichung  geht  aus  (2)  hervor,  wenn  wir  x  durch  ar,, 
y  durch  n  -\-  ß  —  y  +  1  ersetzen.  Wir  haben  also  ein  zweites 
Integral  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung: 

II,  F(a,/3,    «  +  /3-.y+l,     1-^). 

Machen  wir  femer  in  (1)  die  Substitution 

(5)  a?i  =  ar\        dXogx  =  —  dlogiCi, 
so  folgt 

Diese  Gleichung  hat  noch  nicht  vollständig  die  Form  der 
Gleichung  (1),  insofern  der  Koeffizient  von  y  nicht  mit  x^  pro- 
portional, sondern  konstant  ist  Um  sie  auf  diese  Form  zu 
bringen,  verfahren  wir  wie  in  §  4,  indem  wir  setzen : 

y  =  ^^yi^ 

^^)  dl^  =  ^(rf&  +  '*4 

•    d^y     _       /  d^y,  dyy       ,      .\ 

d\ogxl  -  ^^  \d\^l  +  ^'^  dbi^  +  ^  ^V 

und  erhalten  aus  (6): 

(^1  -  1)  Tra  +  [2f*(^i  -i)  +  «  +  ^-(y-  \)x,]    ^y^ 


+  {f*n^i  -  1)  +  ft[a  +  ^  -  (y  -  1)^,]  _  a^}  y,  =  0. 

Wenn  nun  der  konstante  Teil  im  Koeffizienten  von  y,  weg- 
fallen soll,  so  müssen  wir 

ft2_^(a4.|ä)  +  a/3  =  0, 
also 

(i  =  a    oder     ft  =  /3 
setzen.    Nehmen  wir  ft  =  a,  so  folgt: 


—  «(«  — y  +  l)a!iy,  =  0, 
und  diese  Gleichung  hat  das  Integral 
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uod  demnach  ist  nach  (6)  und  (8)  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1): 

III,.  X--  F(a,  «  _  y  +  1,  «  _  /J  +  1,  1^. 

Da  hier  nun  die  Vertauschung  Ton  a  mit  ß  nicht  dasselbe 
gibt,  80  erhalten  wir  noch  ein  anderes  Integral  von  (1): 

m,.  a;-/'F(/3,  /3-y  +  l, /3-«-Hl,  i). 

Hieraus  können  irit  ohne  weitere  Transformationen  das  ganze 
System  der  hierher  gehörigen  Foimeln  ableiten.  Es  folgt  näm- 
lich aus  in,  und  IIIj,  daß  die  beiden  Funktionen 

3f-?F{ß,  /3_y  +  l,  /3_«4-i,  x-% 
oder,  wenn  wir 

a  =  a\    a  —  y  +  1  =  /3',     «  —  /3  +  I  =  y',    x-"^  =  ccf 
setzen : 

^^^  :xf^-r  !'(«'  —  /  +  1,  /5'  —  /  +  1,  2  -  /,  x*) 

partikulare  Lösungen  einer  und  derselben  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  sind,  die  man  aus  (1)  erhält,  wenn  man 
cc,  /3,  y,  a;  durch  a',  /5',  y',  x*  ersetzt.  Läßt  man  also  die  Akzente 
wieder  weg,  so  erhält  man  aus  der  zweiten  Funktion  (9)  eine 
weitere  Lösung  der  Gleichung  (1): 

I,.  x'-rF{a  _  y  +  1,  /5  —  y  +  1,  2  -  y,  rr). 

Ebenso  wie  wir  von  I,  zu  Ij  tibergehen,  können  wir  von  II^ 
zu  einem  neuen  Integral  II2  der  Gleichung  (1)  übergehen: 

IIa-      (1  —  xy-^-ßF{y  —  /3,  y  —  a,  y  —  «  —  /3  +  1,  1  —  x), 

und  wenn  wir  die  Transformation  IIj  auf  die  J^- Funktion  in  Ilg 
anwenden : 

I3.  (1  -  xy—ßF{y  —  ^,  y  _  a,  y,  x\ 

und  durch  Anwendung  der  Transformation  I^  auf  die  1^-Funktion 
in  Is  ergibt  sich: 

I,.  a;i-y(l  —  xy-^-ßF{l  —  /3,  1  —  «,  2  —  y,  x):] 

Hiermit  haben  wir  vier  verschiedene  nach  Potenzen  von  x 
fortschreitende  FiUtwickeluugen  partikularer  Lösungen  der  hyper- 
geometrischen Differentialgleichung : 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleiohaugen.    IL   5.  Aufl.  2 
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1.  Fi«,  ß,  Y,  x), 

2.  x^-rF(a  _  y  +  i,  /J  _  y  +  i,  2  -  y,  x), 

3.  (1  —  xy-'-fF  (y  —  ft  y  —  «,  y,  x), 

4.  x^-r{l  —  xy—'-l>F(l  —  ß,  l  —a,  2  —  y,  x). 

Wenn  wir  aaf  diese  vier  i^- Funktionen  die  Transformation 
IIj  anwenden,  so  erhalten  wir  vier  Entwickelangen  nach  Potenzen 
von  1  —  x: 

1.  i?'(«,  /?,  «  +  |3  —  y  +  1,  1  —  ar), 

.j       2.  x^-y  F  (a  -  Y -\- l,  /J-y+1,  a  + ß-y -\-l^l -x), 

3.  (1  —  xy-'-l'F{y  _  /J,  y  —  «,  y  —  a  —  /3  +  1,  1—x), 

i.x^-r^l  —  xy-'-fFil  —  ß,  l  — «,  y  — «  — /J  +  l,  l—x). 

Weiter  wenden  wir  auf  die  JP-Fonktionen'  in  I  und  in  11  die 

Transformation  Uli  und  III,  an.    Dadurch  ergibt  sich: 

1.   x-<'F(a,  «  _  y  +  1,  «  _  /3  -I-  1,  i), 


IIL 


IV. 


2.  x-'f  (/3,  ^  _  y  4-  1,  /}  -  «  +  1,  1^, 

3.  x?-y(l  —  xy-'-PF{y  _  |S,  1  _  /3,  «  _  ^  +  1,  i), 

4.  af-y{\  -  xy-'-^Fi^y  _  «,  1  _  «,  /3  _  «  +  1,  1^. 

1.  (1  -  xr-Fia,  y  _  ft  «  _  ^  +  1,  j-^), 

2.  (1  -  x)-/»  i;  (^/S,  y  _  «,  d  -  «  +  1,  1^), 

4.    x»-i'(l  — x)i'-/»-»f(/3— y-fl,  l_«, /J_a-|-l,_L-y 

Endlich  wenden  wir  auf   die  beiden  Systeme  III,  IV  die 
Transformation  II,  an,  wodurch  sich  ergibt: 

1.  X-»2^(«,  «_y  +  l,  «-|-|3_y+l,  ^-), 

2.  o^fFi^ß,  ^-y-fl,  a+/3-y+l,  :1^), 

3.  x«'-)'(l-x)''-«-/»li^(y-^,  l-/3,y-«-^+l,^), 

4.  x^-^O  —  x)>'-«-^F(y-a,  1  — a,  y— a— /3+1,  ^^^)- 
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VI. 

3.  x^-r(l  -  x)y—^  F^«  _  y  4- 1,  1  _  ^,  2  -  y,  ^), 

4.  a;^-y  (1  _  x)y-ß'-^F(ß  _  y  +  i,  l  _  «,  2  -  y,  ^^). 


Man  könnte  die  abgeleiteten  Transformationen  noch  in 
mannigfacher  anderer  Weise  miteinander  kombinieren,  würde 
aber  dadurch  keine  weiteren  Formeln  erhalten. 

§8. 

Die  Konvergenzbereiche. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  24- verschiedene  £nt- 
wickelungen  partikularer  Lösungen  der  hypergeometrischen  Diffe- 
rentialgleichung gefunden,  die  in  sechs  Gruppen  von  je  vier  zer- 
fallen, deren  jede  nach  den  Potenzen  von  einer  der  sechs  Variabein. 

i.      II.     m.     IV.        V.        VI. 

(1)  X,     l  —X,    —, 


x^    l  —  a;'         X     ^    X  —  1 

fortschreitet  Die  erste  Gruppe  konvergiert,  wie  wir  gesehen 
haben,  solange  der  absolute  Wert  von  x  kleiner  als  1  ist,  also, 
wenn  wir  uns  die  komplexe  Variable  x  in  einer  Ebene  dar- 
stellen, innerhalb  des  Einheitskreises.  Die  Reihen  der  zweiten 
Gruppe  konvergieren  in  einem  Kreise,  der  mit  dem  Radius  1  um 
den  Punkt  x  =  l  beschrieben  ist,  und  die  Reihen  der  dritten 
und  vierten  Gruppe  konvergieren  je  außerhalb  dieser  beiden 
Kreise. 

Die  Reihen  der  fünften  Gruppe  konvergieren,  solange  der 
absolute  Wert  von  x  —  1  kleiner  ist  als  der  absolute  Wert  von  Xy 
also,  wenn  wir  x  =  x^  "\-  ix^  setzen,  solange 

{X,  -  ly  +  xi  <  X,'  +  x^ 

oder,  was  dasselbe  ist,  solange  der  reelle  Teil  x^  von  x  größer 
als  1/2  ist,  und  ebenso  konvergieren  die  Reihen  VI,  solange  der 
reelle  Teil  von  x  kleiner  als  1/2  ist. 
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§8. 


Um  diese  Verhältnisse  zu  yeranschaulichen,  teilen  wir  die 
rr- Ebene  durch  zwei  Kreise  mit  dem  Radius  1  und  den  Mittel- 
punkten X  =  0  und  o:  =r  1 ,  und  durch  ihre  gemeinschaftliche 
Sehne  in  sechs  Regionen:  1,  2,  3,  4,  5,  6,  wie  es  die  Fig.  1  zeigt 
Dann  haben  wir  folgende  Konyergenzbereiche : 


für  die  Reihen  I 

n       n  n       ^^ 

IV 

V 

VI 


Konvergenzbereich 


n 


2,  3, 

3,  4, 
1,  5, 
1,  2, 

4,  ö,  6 
1,  2,  3. 


4 
5 
6 
6 


Nur  solche  Reihen  können  unmittelbar  miteinander  ver- 
glichen werden,  die  einen  gemeinschaftlichen  Konyergenzbereich 
haben,  und  zwischen  je  dreien  von  diesen  muß,  da  die  Differential- 
gleichung nur  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  hat,  eine  homo- 
gene lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  bestehen. 

Betrachten  wir  etwa  die  beiden  Reihen: 

F  =  F(a,  ß,  y,  x), 

F'=x'-rFi«  —  y  -f-  1,  /3  _  y  +  1,  2  —  y,  a;), 

80  haben  wir  darin,  abgesehen  Ton  dem  Falle,  daß  y  eine  ganze 
Zahl  ist,   zwei  unabhängige  partikulare  Integrale  der 


(2) 


Fifir.l. 


6 


hjpergeometrischen  Differential- 
gleichung. Beide  enthalten  den 
Nullpunkt  in  ihrem  Konyergenz- 
bereiche; das  erste  erhält  für 
X  =  0  den  Wert  1,  das  zweite 
wird  Null  oder  unendlich.  Es 
läßt  sich  nun  jede  der  Reihen 
I  bis  VI,  die  den  Nullpunkt  in 
ihrem  Konvergenzbereich  enthält, 
etwa  F"^  linear  homogen  durch 
F  und  F'  ausdrücken,  und  wenn 
die  Reihe  F'*  für  a;  =  0  den  Wert  1  erhält,  so  läßt  sie  sich 
in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  X  entwickeln.  Es  muß  daher  der  Koeffizient  von  -F'  in  dem 
Ausdruck  für  F"  verschwinden  und  aus  dem  Wert  1  f ür  a;  =  0 
ergibt  sich,  daß  F"  =  F  sein  muß. 

Wir  schließen  daraus,  daß  die  Reihen,  die  den  Nullpunkt 
in   ihrem  Konvergenzbereiche   enthalten   und   bei   unbestimmtem 
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y  für  o:  =  0  den  Wert  1  annehmen,  in  ihrem  gemeinsamen 
Konvergenzbereiche  dieselbe  Funktion  darstellen. 

So  erhalten  wir  vier  Darstellungen  einer  Funktion  JP^,  die 
in  dem  Konvergenzbereiche  2,  B  gelten: 

=  (1  _  a:)y  -  «-^  F(y  -  /J,  y  -  «,  y,  :c), 

=  (1  -  ^)-«F(a,  y  -  ft  y,  ^^), 

=  (1  -  xr^Fi^,  y-u,y,  ^^)- 

Ebenso  erhalten  wir  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  vier 
Darstellungen  eines  zweiten  partikularen  Integrals,  das  nach 
Multiplikation  mit  x>'~*  für  ^  =  0  in  1  übergeht: 

F,  =  x'-r  Fia  —  y  -{-  l,  ß  —  y  -\-  l,  2  -  y,  x), 
=  x^-r  (1  —  xy-'-i'  F{1  —  ß,  1  —  a,  2  —  y,  a?), 

=  x^-y{l  - xy-'-^  F(cc-y-{-l,l-ß,2-y,  ^^), 

=  x^-y  (1  -  xy-l'-^  F(^ß-y-j-l,l-«,2-y,  ^^), 

und  wenn  man  die  Punkte  or  =  1,  ^  =  oo  ebenso  behandelt  wie 
hier  den  Punkt  o;  =  0,  so  erhält  man  für  den  Konvergenz- 
bereich  4,5: 

F»  =  F{a,  ß,cc-^  ß-y+l,l-x), 

=  x^-rFicc  — y-\-\,ß  — y-\-l,cc-j-ß  — y-\- 1,1- X), 

=  X-»  F(a,  «_y+l,  «  +  /3-y4-l,  ^^), 

=  x-?F(ß,ß-y-j-l,a-\-ß-y-\-l,^^y 

F^  ={].—xy-'-?F{y-ß,y  —  a,y-a  —  ß  +  \,  1-x), 
=  rc'-i'Cl— «)>'-'•-/* F(l  —  /3,l  —  «,y  — «  —  /3  +  1,  \—x), 

=  x«-)'(l-a:)>'-'-f  F(y-/J,  l_/J,y-«-^  +  l,^^, 

=  a--r(l_x))'— /»J'^y— «,  1  — «,y_«-,3+l,^Z:l), 
and  für  den  Konvergenzbereich  1,6: 
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F. 


=  ar— F^a,  «  _  y  +  l,  «  _  ^  +  1,  1), 

=  (o;  -  l)-«JF(a,  y  _  ^,  «  _  ^  4-  1,  _1_) 

=  af^-y(^30  -  ly—'-^Fi^  -  a,  1  -ix,  /J  -  «  +  1,  i), 
=  (^  -  ir^F{ß,  y  _  a,  /3  -  «  4-  1,  :pi-^), 

Wenn  drei  dieser  Funktionen  einen  gemeinsamen  Konvergenz- 
bereich  haben,  so  muß  eine  von  ihnen  linear  durch  die  beiden 
anderen  darstellbar  sein.  So  wird  z.  B.  F^^  F^^  F^^  F^  durch  die 
beiden  ersten  Reihen  von  vier  Gruppen  in  dem  Konvergenzbereich 
3,  4  definiert  und  es  muß  also 

F«  =A,F,  +  Ä,F^, 
F4,  =  i^,Fi  -j-  B^F^ 

sein.  Um  die  Konstanten  zu  bestimmen,  läßt  man  :r  in  0  und 
in  1  übergehen,  kommt  aber  dabei  an  die  Grenze  des  Konver- 
genzbereichs.  Zur  wirklichen  Bestimmung  der  Konstanten  muß 
man  den  Wert  kennen,  in  den  die  hypergeometrische  Reihe 
F(a,  /3,  y,  x)  für  x  ■=  l  übergeht,  einen  Wert,  den  Gauß  durch 
die  77-Funktion  dargestellt  hat.  der  aber  nicht  immer  endlich  ist. 
Wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Abschnitt  zurück. 

§9. 

Die   Ausnahmefälle. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  für  die  hypergeometrische 
Differentialgleichung 

(1)     x(l-a;)g  +  [y-(«  +  ^  +  l)a^]^-«^y--=0 
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zwei  unabhängige  partikulare  Integrale  gefunden: 

^2^  ^»  ~  ^^^'  ^'  ^'  ^^ 

^  ^  y^  =  x^-rF{a  -  y  +  1,  /J  _  y  +  1,  2  -  y,  a;), 

die  in  einem  den  Nullpunkt  umgebenden  Bereich  dargestellt  sind, 
und  durch  die  übrigen  Funktionen  Fi  ist  dasselbe  für  die  anderen 
Bereiche  geleistet  Die  Differentialgleichung  ist  dadurch  also 
ToUständig  integriert.  Wir  haben  aber  hierbei  vorausgesetzt, 
daß  Y  keine  ganze  Zahl  sei.  Wenn  nämlich  y  •=:  l  ist,  so 
sind  die  beiden  Funktionen  (2)  nicht  voneinander  yorschieden,  und 
wenn  y  —  1  gleich  einer  negativen  oder  positiven  ganzen  Zahl  ist, 
so  verliert  der  erste  oder  zweite  der  Ausdrücke  (2)  seine  Gültig- 
keit. Ist  aber  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  erhält  man,  wenn 
sich  y  +  w*  —  1  der  Grenze  Null  nähert,  als  Grenzwert  von 
(y  -f-  w  —  1)  F(a,  /3,  y,  a;),  von  einem  konstanten  Faktor  ab- 
gesehen, sa^  F(a  -\-  tn^  /3  -j-  »1,  w  +  1,  a:),  und  dies  ist  der 
Ausdruck  von  y,  für  y  =  1  —  m.  Die  beiden  Formeln  (2)  er- 
geben also  auch  in  diesem  Falle  nur  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (l). 

Ein  partikulares  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  erhalten  wir  aber  aus  den  For- 
meln (2)  unter  allen  Umständen. 

Ist  a  —  1  eine  negative  ganze  Zahl,  so  bricht  die  Reihe 
F(a,  /3,  y,  x)  mit  dem  (1  —  a)ten  Gliede  ab,  und  ist  also  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  x  vom  Grade  —  a.  Es  wird  also 
in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (1)  durch  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  x  integriert.  Hierbei  ist  zunächst  an- 
genommen, daß  y  —  l  nicht  gleichzeitig  eine  negative  ganze 
Zahl  ist.  Wenn  aber  auch  y  ganzzahlig  ist,  und  zugleich  y  "^  oc^ 
so  wird  doch  die  Differentialgleichung  (1)  durch  eine  ganze 
rationale  Funktion  integriert,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Reihe 
F(a,  /3,  y,  x)  auf  ihre  1  —  a  ersten  Glieder  beschränkt,  in  denen 
noch  kein  verschwindender  Nenner  vorkommt.  [§  5,  (8).]  Wir 
drücken  dies  so  aus: 

I.  Die  Reihe  F(a^  /3,  y,  x)  bricht  mit  dem  (1  —  a)ten 
Gliede  ab,  wenn  a  und  y  ganze  Zahlen  sind,  die 
einer  der  beiden  Bedingungen 

y  ^  «^0 

a  ^  0,    y  >  0 
genügen. 
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Hiernach  läßt  sich  für  alle  Fälle,  in  denen  a,  and  y  ganze 
Zahlen  sind,  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  in  ge- 
schlossener Form  angeben,  wie  man  nach  dem  Satze  I.  ans 
nachstehender  Zusammenstellung  erkennt: 

1.  y>0,  a>0,  a)  y^a:  (1— Ä:)y-«-/»F(y  — a,  y  — /3,y,a7), 

b)y>«:iC^-yF(«  — y+1, /3  — y  +  1,  2  — y,a;), 

2.  y>0,  a^O:  -F(«, /3,  y,a;), 

3.  y  ^  0,  a  >  0:  a;^->'(l-a;)y-«-/»2^(l-a,  1-/J,2~y,a:), 

4.  y^O,  a^O,  a)  y^a:  F(a,  /3,  y,  a;), 

b)y>a:a:i-yF(a  — y+1,  i3  — y  +  1,  2  — y,a;). 

Ebenso  können  wir  schließen,  wenn  /3  eine  ganze  Zahl  ist. 

Wenn  a  und  /3  als  nicht  ganzzahlig  vorausgesetzt  werden, 
so  läßt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  der  allgemeine  Fall 
eines  ganzzahligen  y  auf  den  besonderen  Fall  y  =  1  zurück- 
führen: 

Wenn  wir  die  Differentialgleichung  (1)  nach  x  differentiieren, 
und  zur  Abkürzung 

setzen,  so  folgt: 
(4)x(l-y)g+[y+l-(«+^+3Hg'-(«4-l)(^+l)y'=0, 

und  diese  Gleichung  geht  andererseits  auch  aus  (1)  hervor,  wenn 
y  durch,  y  und  of,  /3,  y  durch  a-f-l^/J+l^y  +  l  ersetzt  wird. 
Bezeichnen  wir  also  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1) 
mit  y(a,  ja,  y),  so  erhalten  wir  aus  (3)  und  (4): 

(5)  y(«  +  i,^  +  i,y  +  i)  =  ll^). 

Für  die  Funktion  F  gibt  dies  die  Relation: 

(6)    !.(« + 1,  ^  + 1,  y  + 1, .)  =  iL  ^^:(^|iii£), 

die  sich  unmittelbar  durch  Differentiation  der  hypergeometrischen 
Reihe  bestätigen  läßt. 

Nimmt  man  für  F(a,  /3,  y)  zwei  unabhängige  Integrale  j/j,  y^ 
von  (1),  so  werden  die  Differentialquotienten  dy^läx^  dy^idx  nur 
dann  voneinander  abhängig  sein,  wenn  eine  Relation  c^y^  -(-  c^y^  =  c 
besteht,  worin  c^,  c^  Konstanten  und  c  eine  von  Null  verschiedene 
Konstante  ist.     Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn   c  eine  Lösung 
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Ton  (1),  also  a  oder  ß  =  0  ist.  Da  wir  aber  ganzzahlige  a,  ß 
ausgeschlossen  haben,  so  erhalten  wir  aus  (5)  jedes 

r(«  +  1,  |S  +  1,  y  +  1) 

aus  einem  r(a,  /3,  y)  und  es  ist  also  durch  diese  Formel  der 
Fall  y  H"  ^  ^^^  ^^^  VeiW  y  zurückgeführt. 

Auf  der  anderen  Seite  können  wir  die  Differentialgleichung 
(1)  so  darstellen: 

Setzen  wir  also 
*  =  ;r  (1  -  o;)  g  +  [y  -  1  -  («  +  ^  -  1)  a;]  y, 
und  folglich  nach  (7): 

so  ergibt  sich 

x(l-x)^^+[y-l-(«  +  ^-l)aj]^-(«-l)(^-l);.  =  0, 

und  es  ist  also  e  eine  Funktion  F(«  —  1,  |8  —  1,  y  —  1). 
Wir  erhalten  so: 

(8)  r(a  _  1,  |J  _  1,  y  _  1)  = 

^  (1  _  ^)  ^^<j^^'y)  +  [y  _  1  _  („  4.  ^  _  1)  a;]  Y  («,  /3,  y), 

und  hierdurch  ist  der  Fall  y  —  1  auf  den  Fall  y  zurückgeführt. 
Auch  hier  ist  der  Fall  eines  ganzzahligen  a  oder  ß  auszuschließen. 

Durch  wiederholte  Anwendung  von  (5)  und  (8)  kann  also 
die  Integration  der  Differentialgleichung  (1)  für  irgend  ein  ganz- 
zahliges y  auf  den  Fall  y  =  1  zurückgeführt  werden. 

In  dem  Falle  ganzzahliger  «,  ß  lassen  sich  aber  nicht  alle 
Integrale  für  ein  ganzzahliges  y  durch  bloße  Differentiation  aus 
dem  Falle  y  =  1  ableiten. 

§10. 

Das  zweite  partikulare  Integral  für  y  =  1. 

Wenn  wir  aus  den  beiden  Integralen  j^^,  \j^^  zunächst  bei 
unbestimmtem  y,  eine  lineare  homogene  Funktion  mit  konstanten 
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Koeffizienten  bilden,  so  erhalten  wir  wieder  ein  Integral.    Ein 
solches  ist  also  auch 

Da  nun,  wenn  ¥rir  }/  in  1  übergehen  lassen,  pi  =r  y^  wird, 
so  erhält  (I)  die  unbestimmte  Form  0/0  und  wir  können  den 
Grenzwert  durch  Differentiation  bestimmen.  Wir  erhalten  so  für 
y  =  l  das  zweite  partikulare  Integral  in  der  Form: 

Es  ist  aber 

yi  =  jP(a, /S,y,x), 

y,  =  x^-rFia  _  y  +  l,  /3  -  y  -f  1,  2  -  y,  a:), 

und  wenn  wir  also  in  bezug  auf  y  differentiiereu,  und  der  Kürze 
halber  F  (a,  /5,  y,  x)  mit  F  bezeichnen,  so  folgt  für  y  =  1 : 

dyr^dF 
dy        dy ' 

?y?  — -Fl         _£^_£^_^ 

dy  ~  ^"^        da        dß        dy' 

und  folglich  wird 

wenn  nach  der  Differentiation  y  =  l  gesetzt  wird. 

Um  diesen  Ausdruck  explizite  darzustellen,  setzen  wir  zur 
Abkürzung 

(4^     ^    _  «(«+!)  ■■>  («  +  n-l)     ß(ß  +  l)  ...  jß-^n—l) 

^^        "  1.2...n  y(y-f  1)  ...  (y_^n— ly 

so  daß 


00 


(5)  F (u,  ß,  y,  X)  =  ^  A^x' 

ist.    Es  folgt  nun: 

8  log  ^»  _    ;^    1 


n  =  Q 
n-1 


da  -^-J  a-i-v' 

a  log  J.„  _     ^    1 


dß  f9.ß  +  v' 


n— 1 


Öl0g-4n^__^        1 
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und  wenn  wir  also 

(6)         a^  =  ^  ^^^  ^"  +  8  logA,    12^^^^  ^" 


da  dß  dy 

«— 1  n— 1 


,^0  («+^)(y+^)  "^S  (/»+'')(y+^)' 

(7)  ßn  =  Ana, 

setzen,  so  ist  On  ein  Ausdruck,  der  mit  unendlich  wachsendem  n 

einen  endlichen  Grenzwert  hat,  und  folglich  ist  die  Reihe 


00 


(8)  *  («,  ß,  y,  a;)  =  2  ^nX" 

n=0 

in  demselben  Umfange  konvergent  wie  die  Reihe  (5),  nämlich  im 
Einheitskreis. 

Es  braucht  hier  auch  der  Fall  nicht  ausgenommen  zu  werden, 
daß  a  oder  ß  negative  ganze  Zahlen  sind,  obwohl  die  Nenner 
von  ün  dann  gleich  Null  werden,  weil  die  Faktoren  a  -|-  v,  /J  -f-  v 
im  Nenner  von  Bn  =  ÄnQn  nicht  mehr  vorkommen.  Es  ist  aber 
nach  (6),  (7)  und  (8): 

und  demnach  erhält  man  die  beiden  partikularen  Integrale  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  für  den  Fall  7  =  1  dar- 
gestellt durch  die  im  Einheitskreis  gültigen  Entwickelungen: 

^^  y«  =  logxF{a,  ft  1,  x)  +  4>(a,  /3,  1,  o:). 

§11. 

Lösungen  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 

bei  ganzzahligem  y. 

Um  das  zweite  partikulare  Integral  einer  Differentialgleichung 
zu  finden,  nachdem  eines  bekannt  ist,  können  wir  noch  einen 
anderen  Weg  einschlagen.  , 

Wenn  wir  die  Formel  Bd.  I,  §  65  (13): 

(1)  Vi  y\  -  »2  y\  =  Ce-H'' 

auf  unseren  Fall  anwenden  wollen,  haben  wir  zu  setzen 

a  =  y  —  («  +  /^  +  1)  ^  ^  _Y_  _  cc-}-  ß  —  y  -\-  l 
x{i  —  x)  X  1  —  X 


d_ 
dx 


—  -^  loga^y  (1  —  a;)« +  /*->'  + V 


(3)  ;^  ^  =  C 
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und  es  folgt  also: 

(2)  yi  yi  —  ya  yi  =  Cor-r  (i  —  x)y-<^'(^-^ 

oder: 

rf   ya  a;-y(l  —  a:)y-«-/^-^ 

ö^a;  yi  yi^ 

Nehmen  wir  also  yi  als  bekannt  an,  so  folgt  hieraus,  wenn 
wir  die  Eonstante  (7=1  setzen : 

(4)  y«  =  yi  \^-'  (1  -  x)/-«-i»-^  ^; 

eine  additiye  Konstante  bei  diesem  Integral  kann  zugefügt  werden, 
weil  dadurch  y2  in  eine  lineare  Kombination  yon  y^  und  y^  über- 
geht. 

Ist  zunächst  y  eine  positive  ganze  Zahl,  so  können  wir 

(5)  y,  =  F(a,  /5,  y,  o?) 

setzen,  und  a;-y  (1  -^  a7)>'-*'-^~i  y-*  in  eine  Potenzreihe  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickeln: 

(6)  ar-y{l—x)y-''-P-^yY^  =  ar-y  -f  ajX-y  +  i  -f-  a^x-r^^  ... 
Hieraus  ergibt  sich  durch  Integration  nach  (4): 

(7)  ya  =  öy-iyi  loga;  +  x^-y  4>, 

worin  <Z>  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Reihe  bedeutet. 

Die  Koeffizienten  dieser  Entwickelung  sind  Funktionen  von 
a,  /3,  y.  Für  y  =  1  ist  ay_i  =  1.  Es  kann  aber  für  andere 
Werte  von  y  auch  vorkommen,  daß  a^-i  verschwindet,  und  also 
in  dem  Integral  y^  kein  logarithmisches  Glied  vorkommt.  Dies 
findet  z.  B.  für  y  =  2,  a  =  1  statt 

Ist  y  ==  0  oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl,  so  kann 
man  in  (4) 

(8)  yx  =  x'-y  F(a  -  y  +  li  ^  -  y  4-  1,  2  -  y,  rr) 
setzen,  und  erhält  eine  Entwickelung  der  Form: 

x-y{i  —xy-^'-^-^y^^  =  xY-^-\-aixy-^  +  u^xy-i-  a^xy-^^  -| 

Also  wird  nach  (4): 

(9)  2/2  =  öfi-yyilogu;  4-  0, 

worin  wieder  0  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  fort- 
schreitende Reihe  bedeutet.  Auch  hier  kann  es  vorkommen,  daß 
ai_y  verschwindet. 


Zweiter  Abschnitt 

Integration  durch  bestimmte  Integrale. 


§12. 

Die  Funktion  /Z"(a). 

Die  Darstellungen  der  Integrale  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  durch  die  hypergeometrische  Reihe  sind,  wie 
wir  gesehen  haben,  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  für  die 
Variable  x  gültig.  Allgemein  gültige  Ausdrücke  erhält  man,  wenn 
man  diese  Reihen  in  bestimmte  Integrale  verwandelt  Dazu  be- 
nutzen wir  die  Gaußsche  Funktion  i7(a),  die  im  wesentlichen  mit 
dem  Yon  Legendre  als  Gamma -Funktion  bezeichneten  Euler- 
schen  Integral  übereinstimmt  \n{ot)  =  r{a  -|-  1)].  Wir  wollen 
sie  hier  durch  ein  bestimmtes  Integral  definieren: 


00 


(l)  il(«)=j 


er-'x^dx^ 


wobei  die  Integration  über  reelle  positive  Werte  von  x  zu  er- 
strecken ist.  Um  die  Potenz  x^  eindeutig  zu  bestimmen,  ver- 
stehen wir  darunter  für  ein  reelles  a  den  reellen  positiven  Wert 
von  a^,  und  eine  Potenz  mit  komplexen  Exponenten  a  -\-  ßi 
definieren  wir  eindeutig  durch 

(2)  x"" + •'/*  =  x^  [cos  {ß  log  X)  -\-  i  sin  {ß  log  x)] 

mit  reellem  Logarithmus.  Hiemach  ist  das  Integral  in  (1)  kon- 
vergent, solange  der  reelle  Teil  vod  a  größer  als  —  1  ist,  und 
insoweit  ist  durch  (1)  die  Funktion  /Z"(a)  definiert.  Wenn  wir 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Formel 

d(c-*a:«  +  i)  =  (a  +  l)e-'x^dx  —  e"x"^^dx 

zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  integrieren,  so  ergibt  sich  die 
Grundformel : 
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(3)  i7(a +!)  =  («  4-  l)7T(a), 
und  durch  wiederholte  Anwendung: 

(4)  7T(«  +  n)  =  (a  +  1)  (a  +  2)  ...  (a  +  n)  7T(a). 

Durch  diese  Formel  können  wir  n(a)  auch  dann  de- 
finieren,  wenn  der  reelle  Teil  yon  a  kleiner  als  —  1  ist. 
Wir  brauchen  nur,  wenn  a  nicht  gleich  einer  negativen  ganzen 
Zahl  ist,  n  so  groß  zu  nehmen,  daß  a  -\-  n  positiv  wird,  und 
dann  ist  11  (a)  durch  (1)  und  (4),  unabhängig  von  n,  definiert 

Es  ergibt  sich  aus  (I): 

(5)  JT(0)  =  1 

und  demnach  aus  (4),  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

(6)  7T(n)  =  1.2.3  ...  n  =  n\ 

Es  hat  also  n(n)  dieselbe  Bedeutung,  in  der  wir  dies  Zeichen 
schon  mehrfach  gebraucht  haben  (Bd.  I,  §  15). 

Wenn  a  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  wird, 
wie  die  Formel  (4)  zeigt,  n(a)  unendlich. 

Von  diesen  Werten  abgesehen,  ist  n(u)  nach  (1) 
und  (4)  eine  eindeutige  und  stetige  Funktion  der 
komplexen  Variablen  a. 

Ist  a  eine  positive  Größe,  so  ergibt  sich,  wenn  man  unter 
dem  Integralzeichen  ax  an  Stelle  von  x  setzt: 


OD 


f  7        n(a) 

(7)  ^^<"x-'(1x=  JJ. 

0 

Es  sei  y  eine  positive  Variable.   Wir  setzen  in  (7)  a  =  1  -f-  ?/, 
also: 


00 


(8)  je-o 


■^y^'sfilx 


_     n{cc) 


(1  +  y)«+i 

0 

Diese  Formel  multiplizieren   wir  mit  'ifdy^  und  integrieren 
von  0  bis   oo.     Dadurch  folgt: 


00 


[y^dy  [er-^^'^y^'af'dx  =  77(a)  i  — 


y^dy 


J(l  +  y)«  +  »' 

0  0  0 

und  wenn  wir  auf  der  linken  Seite  die  Integrationsfolge  umkehren: 

CO  OD  00  . 

0  0  0 
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Auf  das  innere  Integral,  das  jetzt  auf  der  rechten  Seite  steht, 
können  \vir  wieder  die  Formel  (7)  anwenden  und  erhalten: 


g-«^-|j-i  ^^  _  jj^ß^  jn^  _  ^  _  1). 


0 

Daraus  folgt  also: 


00 


1 

0 


i^dy  n(ß)nia  —  ß-l) 


(1  +  y)"+'  n{a) 


oder,  wenn  wir  «  durch  a  -\-  ß  -^  l  ersetzen: 


so 


fax  f         y^dy n(a)n(ß) 

0 

Wenn  wir  hier  cc  mit  ß  vertauschen,  so  bleibt  die  rechte 
Seite  ungeändert,  während  dies  auf  der  linken  Seite  nicht  sofort 
ersichtlich  ist.    Macht  man  aber  die  Substitution 

y      1       dy       , 

m?  - ''     \Jry~         '     (T+y?  ~     ' 

80  ergibt  sich: 

0 

und  hier  werden  auf  der  linken  Seite  a  und  ß  yertauscht,  wenn 
man  s  durch  1  —  s  ersetzt. 

In  der  Formel  (10)  können  a  und  ß  irgend  zwei  Zahlen  sein, 
deren  reelle  Teile  größer  als  —  1  sind. 

§13. 

Ausdruck    der  hypergeometrischen   Reihe   durch   ein 

bestimmtes  Integral. 

Die  Relationen  zwischen  den  77 -Funktionen  gestatten,  für 
die  hypergeometrische  Reihe  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu 
finden,  indem  man  die  Binomialreihe  zu  Hilfe  nimmt  Nach  dem 
binomischen  Lehrsatz  ist  nämlich,  wenn  der  absolute  Wert  Yon 
z  kleiner,  als  l  ist: 

(1  +  ^)-«  =  1  —  «^  +  '^^'^^+  ^)  z^ 


^2^^      ^^  1.2...n  ^ 


n=iQ 


X* 
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oder,  mit  Benutzung  der  Formel  §  12,  (4): 

(1)  (1+^)      -niu-l)^^  n{n)  ^      '^' 

Mit  Benutzung  derselben  Formel  können  wir  die  Funktion 
■f  («)  A  y»  ^)  80  darstellen: 

(2)  F(«,  /3,  y,  x)  = 
n(y  —  1)  ^  JT(«  +  n  —  1)  n(ß  +  n  —  1) 

JT(a  -  1)  n(ß  -  1)  ;^,  JI(n)  7T(y  -H  «  -  1) 

und  nach  §  12,  (10)  ist 

JT(y   4_  „  _   1)  J    ^  ^ 

0 

Hiernach  können  wir  die  Formel  (2),  wenn  wir  die  Summa- 
tion  unter  dem  Integralzeichen  yomehmen,  so  darstellen: 

1 
77(«-l)J7(^-l)/7(y-/J-l)J^l     *>         ^S     ^mn)      ^'""^"^ 

und  mit  Benutzung  von  (1),  wenn  man  ^sr  =" —  sx  setzt: 

(3)  F{a,  ß,Y.x)  = 

1 

0 

woraus  man  eine  zweite  ähnliche  Darstellung  erhält,  wenn  man 
a  mit  ß  vertauscht. 

Die  Formel  (3)  ist  in  dieser  Form  nur  anwendbar,  wenn  die 
reellen  Teile  von  ß  und  y  —  ß  positiv  sind ,  weil  sonst  das 
Integral  nicht  konvergent  wäre.  Dagegen  behält  das  Integral 
auf  der  rechten  Seite  von  (3)  auch  dann  einen  Sinn,  wenn  der 
absolute  Wert  von  x  größer  als  1  ist,  wo  die  Konvergenz  der 
JP-Reihe  aufhört. 

Da  aber  die  hypergeometrische  Differentialgleichung  iden- 
tisch befriedigt  ist,  wenn  man  die  Reihe  F  oder  das  ihr  gleiche 
Integral  (3)  einsetzt,  so  wird  dieses  Integral  für  alle  Werte  von  x 
ein  Integral  dieser  Gleichung  sein. 

Die  Formel  (3)  gestattet  uns  einen  Schluß  auf  den  Wert 
von  i^(a,  /3,  y,  x)  für  x  =  l.  Lassen  wir  in  dem  Integral  (3) 
X  in  1  übergehen,  so  ergibt  sich: 
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1 

I 


0 

und  das  ist  nur  dann  endlich,  wenn 

(4)  y  —  a  —  ß>0 

ist,  oder  wenn  wenigstens  der  reelle  Teil  von  y  —  a  —  ß  positiv 
ist  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  können  wir  den  Wert  des 
Integrals  nach  §  12,  (10)  bestimmen,  und  wir  finden  so 

(5)  F(«,  ß  y   1)  ^TI(y-l)n{r-a-ß-l)^ 

§14. 

Integration  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn  man  den  direkten  Nachweis  führen  will,  daß  das 
Integral  (3)  des  vorigen  Paragraphen  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung 

(1)  x(l  -  x)f  +  [y  _  (a  +  /5  +  l)x]y'  -  ajSy  =  0 

genügt,  so  gelangt  man  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung 
dieses  Resultats. 

Wir  setzen,  da  es  auf  den  konstanten  Faktor  hierbei  nicht 
ankommt,  indem  wir  einstweilen  die  Grenzen  des  Integrals  un- 
bestimmt lassen: 

y  =      f  si*-i(l  —  s)y-^-i(l  —  sa:)-«ds, 

(2)  y'  =  a  f  s^(l  —  sy-i^-^Cl  —  SÄ:)-«-ids, 

und  daraus,  wenn  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  mit  [y] 
bezeichnen,  also  für  irgend  eine  Funktion  y 

(S)      [»]  r-  x{y  -  x)f  +  [y  _  (a  +  )3  4-  \)x\i  -  aßy 

und  zur  Abkürzung 

(4)  9(s)  =  s^{l  —  8)^^(1  —  xsy-' 

setzen,  für  den  Ausdruck  (2)  von  y: 

B  i  e  m  ft  n  n  - We  b  e  r ,  Partielle  DiflerentUlgleichungen.    n.    6.  Aufl.  g 
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andererseits  aber  ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  s: 

d  log  y  (s) ß  —  ys-\-sx\a  —  <3-|--l  —  ^(«— -y4~^)] 

Js        ~"  s(l  —  s)  (1  —  J?S) 

und  wir  erhalten  also: 


(6)  [»]  =  -«! 


dq>{s) 


äs. 


ds 

Die  Integration  auf  der  rechten  Seite  läßt  sich  also  aus- 
führen, und  es  ergibt  sich,  daß  [y]  =  0,  also  die  Differential- 
gleichung erfüllt  ist,  wenn  man  die  Grenzen  des  Integrals  so 
wählt,  daß  in  ihnen  die  Funktion  q)(s)  verschwindet. 

Dies  geschieht  aber 

für  s  =  0,    wenn  j3  >  0, 

„     s  =  l,         „  y_^>0, 

(7)  ^    s  =  l,       „         _a_i>o, 

und  wenn  daher  tf,  b  irgend  zwei  von  den  vier  Werten 

(8)  0,     1,     p    oo 

bedeuten,  so  ist,  weon  die  betreffende  Voraussetzung  (7)  erfüllt  ist: 

h 

(9)  y  =  1  s^-i  (1  —  sy-z^-i  (1  —  sx)-^ds 

a 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1).  Es  ist  hierbei  nur 
noch  zu  bemerken,  daß,  wenn  eine  der  Grenzen  des  Integrals 
gleich  l/x  ist,  bei  der  Bildung  von  y'  und  y"  zunächst  noch 
Glieder  hinzukommen  würden,  die  von  der  Differentiation  in 
bezug  auf  die  Grenzen  herrühren.  Diese  Glieder  fallen  aber 
beim  Einsetzen  der  Grenze  wieder  heraus,  weil  sie  die  Faktoren 
(1  —  src)-«,  (1  —  Sä;)-«-*  enthalten. 

Da  man  aus  vier  Dingen  sechs  verschiedene 
Paare  auswählen  kann,  so  erhält  man  auf  diesem 
Wege  sechs  verschiedene  Integrale  der  hyper- 
geometrischen Differentialgleichung,  die  jedoch 
niemals  alle  zugleich  brauchbar  sind,  weil  die 
vier  Bedingungen  (7)  nicht  alle  zugleich  be- 
stehen können. 
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Man  kann  sich  von  der  in  (7)  enthaltenen  beschränkenden 
Voranssetzung  frei  machen,  wenn  man  erwägt,  daß  der  Aus- 
drack  [y]  nach  (6)  auch  dann  yerschwindet,  wenn  man  die  Inte- 
gration in  bezug  auf  die  komplexe  Va-  Fig.  2. 
riable  $  auf  einem  in  sich  zurück- 
laufenden Wege  ausführt,  der  keinen 
der  Punkte  0, 1, 1/a:,  oo  berührt,  und  der 
80  bestimmt  ist,  daß  die  Funktion  q>  (s) 
bei  stetiger  Veränderung  zu  demselben 
Wert  zurückkehrt,  von  dem  sie  aus-  ^ 
gegangen  ist,  bei  dem  jedoch  das  Integral  y  selbst  nicht  iden- 
tisch yerschwindet 

Solche  Integrationswege  kann  man,  nach  Pochhammer i), 
durch  die  sogenannten  Doppelumläufe  bilden.  Die  Fig.  2  zeigt 
einen  solchen  Weg.  Hier  wird  jeder  der  beiden  kritischen  Punkte 
a,  b  zweimal,  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne  umlaufen,  so 
daß  sich  die  Faktoren,  die  die  Funktion  q>  (s)  bei  jedem  Umlauf  an- 
nimmt, gegenseitig  aufheben.   Trotzdem  verschwindet  das  Integral 

Cq)  (s)  (l  —  xs)äs 

y  —  ]        s  (1  _  s)        ' 

auf  diesem  Wege  genommen,  nicht  identisch. 

Denn  nehmen  wir  0  und  1  für  a  und  b  und  setzen  ß  und 
y  —  ß  positiv  voraus,  so  können  wir  die  vier  Strecken  1,  2,  3,  4 
des  Integrationsweges  in  Fig.  2  alle  auf  die  Strecke  ab  zu- 
sammenziehen. Hat  in  entsprechenden  Punkten  dieser  vier  Strecken 
die  Funktion  q>  die  Werte  9,,  (p^,  ^g»  9>i^  ^o  i^^ 

und  das  über  den  Integrationsweg  der  Fig.  2  genommene  Integral 

y  =  f  s/9-1  (1  —  sy-fi-'^  (1  —  ars)-«  ds 
erhält  den  Wert  ^ 

(10)  y  =  (1— e«««0  (1—6«"»^/»-/))  f  s/»-i(l— s)>'-/»-i(l— ics)-«  ds, 

0 
ist  also  von  Null  verschieden,  wenn  nicht  ß  oder  ß  —  y  eine 
ganze  Zahl  ist 

0  Pochhammer,  .Ü^ber  die  Integrale  mit  doppeltem  Umlauf,  Mathe- 
matisehe  Annalen,  Bd.  35. 

3* 
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§15. 
Lineare  Transformation. 

Durch  Umformung  der  in  §  14  besprochenen  Integral- 
darstellungen gewinnt  man  aufs  neue  die  früher  gefuiidenen 
24  Darstellungen  durch  hypergeometrische  Reihen,  indem  man 
die  verschiedenen  Integrationsgrenzen  durch  lineare  Transforma- 
tion auf  0  und  1  zurückführt. 

In  einer  linearen  Substitution  zwischen  zwei  Variablen  s 
und  t 

(i)  t-AUzÄ 

^^^  ^-Cs  +  D 

lassen  sich  die  Koeffizienten  A^  B^  (7,  D  so  bestimmen,  daß  drei 
gegebenen  Werten  von  s  drei  gleichfalls  gegebene  Werte  von  t 
entsprechen.    Wenn  wir  also  die  vier  Werte 


den  vier  Werten 


S  =  0,    1,    00,   — 

X 


^  =  0,  1,  00,  — 

Xi 


in  irgend  einer  Reihenfolge  entsprechen  lassen,  woraus,  wenn  x 
gegeben  ist,  x^  eben  aus  (1)  zu  bestimmen  ist,  so  erhält  man 
24  solcher  Substitutionen,  die  das  Integral 

y  =  f  s/J-i  (1  _  s)y-/J-i  (1  _  sa;)-«  ds 

a 

auf  ein  ähnlich  gebildetes  zurückführen. 

Bezeichnen  wir  die  Werte  0,  1,  oo,  l/a?!  in  irgend  einer 
Reihenfolge  mit  a,  b^  c,  e,  so  können  wir  also  festsetzen,  daß  die 
Werte 

S  =  0,    1,    00,    — 

(2)  '     '       '    a; 

<  =  a,  6,    c,     e 

sich  in  dieser  Reihenfolge  entsprechen  sollen.  Dann  können  wir 
die  lineare  Substitution  (1)  in  der  Form  annehmen: 

die  mit  jeder  der  beiden  folgenden  gleichbedeutend  ist: 
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t  —  b    a  —  c 
(4)  i-ca-ö 

i  —  e   a  —  c 

1  — xs=  1 , 

t  —  c   a  —  e 

woraus  man  noch  erhält,  wenn  man  in  (3)  ^  =  e,  s  =  l/x  setzt: 

yy>  ^  —  e  —  ab^^c'      ^       ^  -  (6  _  c)  (a  —  c)' 

und  durch  logarithmische  Differentation  TOn  (3): 

ds  _      (g  —  c)  dt 
^^  s   ~  (t  —  a)  (t  —  cy 

Danach  findet  man  die  folgende  Transformation  [§13,  (3)]: 

(7)  ''^^~4''i7/"'^^(«-^->''--)=j^(^-^)--^-Hi-^^)-°T 


0 

h 


—  J  (c  _  b)-f  (o  —  cy+fi-y  (a  —  b)y-^  (a  —  e)-«      ' 

a 

und  hierin  sind  24  verschiedene  Darstellungen  der  jF^- Funktion 
durch  bestimmte  Integrale  enthalten.  Die  Variable  x^  die  aus  (5) 
bestimmt  wird,  erhält  hierbei  nur  sechs  verschiedene  Ausdrücke: 

1       a^i  —  1  1  Xi 


X^  3/j  X   ^"~  X^        Xy  ~"~    l 

Nehmen  wir  z.  B.  a  =  0,  6  =  1,  c  =  l/Xj,  c  =  oo,  so  gibt 
die  Gleichung  (5): 

1,1  x 


und  das  Integral  in  der  Formel  (7)  wird 

1 

(1  —  x^)?  [*»-i  (1  —  ty-fi-^  (1  —  x^ty-y  dt, 

0 

wodurch  man  eine  der  Formeln  aus  §  8  erhält. 
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Die  JP-Funktlon  von  Rlemann. 


§16. 
Definition  der  (^-Funktion. 

Die  Methoden  und  Hilfsmittel,  die  die  Funktionentheorie 
Riemann  verdankt,  deren  Grundgedanke  darin  besteht,  eine 
Funktion  durch  eine  möglichst  kleine  Zahl  voneinander  unab- 
hängiger Eigenschaften  zu  definieren,  und  erst  in  zweiter  Linie 
zu  ihrer  analytischen  Darstellung  überzugehen,  haben  sich  in  der 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  als  besonders  frucht- 
bar erwiesen,  und  sind  auch  in  den  Anwendungen  auf  mathe- 
matische Physik  von  großem  Nutzen.  Es  scheint  daher  zweck- 
mäßig, hier  einen  Überblick  über  die  Ergebnisse  dieser  Methode 
zu  geben,  soweit  sie  die  hypergeometrischen  Funktionen  betreffen. 

Es  werde  eine  Funktion 

/a,     6,    c 

(1)  qIoc,   ß^   r    X 

der  komplexen  Variablen  x,  die  wir  die  ^-Funktion  nennen,  durch 
folgende  Eigenschaften  definiert,  wobei  die  Frage  nach  der  Mög- 
lichkeit einer  solchen  Funktion  zunächst  noch  gänzlich  offen  bleibt. 

I.  Die  Funktion  Q  sei  in  der  Umgebung  eines  jeden 
von  a,  6,  c  verschiedenen  Punktes  Xq  endlich  und 
stetig. 

Nach  Bd.  I,  §  51  ist  damit  ausgesprochen,  daß  sich  die 
Funktion  Q  in  eine  Reihe  entwickeln  läßt,  die  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  {x  —  Xq)  fortschreitet,  deren  Konvergenz- 
kreis um  den  Punkt  Xq  bis  zum  nächsten  der  drei  Punkte  a,  6,  c 
reicht     Ist  keiner  der  Punkte  a,  6,  c  im  Unendlichen,  so  läßt 
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sich  Q  außerhalb  eines    gewissen   Kreises    in    eine   konvergente 
Reihe  nach  Potenzen  von  l/x  entwickeln. 

Die  drei  Punkte  a,  6,  c  nennen  wir  den  ersten, 
zweiten  und  dritten  Verzweigungspunkt  der  Funk- 
tion Q. 

Wir  schließen  auch  den  Fall  nicht  aus,  daß  einer  dieser 
Verzweigungspunkte  ins  Unendliche  fällt. 

Wenn  wir  den  Punkt  x  in  seiner  Ebene  von  irgend  einer 
Anfangslage  Xq  aus  einen  geschlossenen  Weg  beschreiben  lassen, 
so  wird  Q  bei  stetiger  Änderung  wieder  zu  seinem  Ausgangswert 
zurückgekehrt  sein,  wenn  dieser  geschlossene  Weg  keinen  der 
drei  Verzweigungspunkte  oder  auch  alle  drei  einschließt  Denn 
in  beiden  Fällen  kann  der  geschlossene  Weg  ohne  Überschreitung 
eines  Verzweigungspunktes  auf  einen  Punkt  zusammengezogen 
werden. 

Wenn  aber  der  geschlossene  Weg  anders  beschaffen  ist,  so 
wird  Q  im  allgemeinen  zu  einem  anderen  Werte  Q*  gelangt  sein; 
es  ist  also  Q  mehrwertig,  und  es  kann  Q  auf  diese  Weise  selbst 
in  unbegrenzt  viele  andere  Werte  übergehen,  die  wir  die  Zweige 
der  Q-Funktion  nennen.  Jeder  solche  Zweig  ist  dann,  von 
den  Verzweigungspunkten  abgesehen,  eine  endliche  und  stetige 
Funktion  von  x. 

Wir  setzen  voraus: 

U.  Es  gibt  zwei  Zweige  (?',  Q",  die  nicht  in  konstantem 
Verhältnis  stehen,  aber  zwischen  irgend  drei 
Zweigen  Q^  Q\  Q"  der  ^-Funktion  besteht  eine 
lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten: 

(2)  c(2  +  c'e'  +  c"(?"  =  0. 

Durch  irgend  zwei  nicht  in  konstantem  Ver- 
hältnis stehende  Zweige  Q\  Q"  einer  (^-Funktion 
kann  jeder  andere  Zweig  linear  homogen  mit 
konstanten  Koeffizienten  ausgedrückt  werden. 

Es  kommt  eine  dritte  Bestimmung,  hinzu,  die  das  Verhalten 
der  (2- Funktion  in  der  Umgebung  der  Verzweigungspunkte 
charakterisiert. 

IIL  Die  Funktion  Q  ist  in  jeder  der  drei  Formen 
darstellbar: 
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Ca  ^  +  Ca*  Q^\ 

mit  konstanten  Koeffizienten  Cay  Ca*^  ...,  Cy»^  so  daß 
(4)  (x  —  a)—Qr,    (x  —  ay<^'Q^' 

in  der  Umgebung  yon  a  endlich,  stetig  und  für 
ic  =  a  yon  Null  verschieden,  also  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  (x  —  a)  entwickelbar  sind 
und  daß 

^  ^  {x  —  c)-y  Qy,     {x  —  c)'r  Q^ 

in  der  Umgebung  der  beiden  anderen  Verzwei- 
gungspunkte dieselbe  Eigenschaft  haben. 

Wenn  einer  der  Verzweigungspunkte,  etwa  ft, 
im  Unendlichen  liegt,  so  ist  hier  l/x  an  Stelle 
von  X  —  6  zu  setzen. 

In  den  verschiedenen  Zweigen  einer  §-Funk- 
tion  sollen  die  ^,  ...,  Q^'  dieselben  sein,  und  nur 
die  Konstanten  r«,  ...,  Cy^  verschieden. 

Die  a,  a';  /3,  ß';  y,  /  sind  gegebene  reelle  oder  imaginäre 
Größen,  die  das  erste,  zweite,  dritte  Exponentenpaar 
heißen.  Für  diese  wird  sich  nachher  noch  eine  Beschränkung 
ergeben. 

Zur  eindeutigen  Bestimmung  der  Q^  .  .  .  können  wir  etwa 
noch  festsetzen,  daß  die  Entwickelungen  der  Funktionen  (4) 
und  (5)  mit  1  beginnen. 

Die  Zerlegung  von  Q  in  die  beiden  Bestandteile  ^",  Q*'  wäre 
nur  dann  nicht  eindeutig,  wenn  Q"  und  Q"'  in  konstantem  Ver- 
hältnis ständen,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  a  =  a'  ist. 

Da  wir  die  Existenz  zweier  linear  unabhängiger  Zweige  der 
^-Funktion : 

.Q)  Q'    =CaQ-   +   C'a'  Q»\ 

Q''  =  c;  Q-  +  c«'  Q"' 

vorausgesetzt  haben,  so  lassen  sich  auch  ^,  Q"'  linear  durch 
Ö',  Q''  ausdrücken,  und  daraus  folgt,  daß  die  (^,  Q*\  wenn  man 
sie  über  die  ganze  Ebene  stetig  fortsetzt,  selbst  ^-Funktionen 
sind.    Das  Gleiche  gilt  von  den  ^, ...,  Qy', 
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Aus  der  Annahme  (6)  ergibt  sich  noch,  daß  Q*  und  Q*'  nicht 
in  konstantem  Verhältnis  stehen  und  dasselbe  gilt  yon  den  zwei 
Paaren  ^,  ^';  Qr,  Qr\ 

§17. 
Folgerungen  aus  der  Definition. 

Wir  haben  bei  der  Definition  der  ^-Funktion  keinen  Unter- 
schied zwischen  den  drei  Punkten  a,  6,  c  gemacht 
Wir  haben  hiemach  den  Satz: 

1.  Die  ^-Funktion  bleibt  ungeändert,  wenn  die 
drei  Vertikalreihen 

a  b  c 
a  ß  y 
a'       ß'       / 

beliebig  untereinander  vertauscht  werden. 

2.  Wir  können  die  Variable  x  in  einer  ^-Funktion 
einer  linearen  Transformation  unterwerfen, 
wenn  wir  gleichzeitig  die  Punkte  a,  ft,  c  der- 
selben linearen  Transformation  unterwerfen. 

Wenn  also  A^  B^  C^  1)  Konstanten  bedeuten,  deren  Deter- 
minante AD  —  BC  von  Null  verschieden  ist,  und 

n\  _Aaf  -\-B 

gesetzt  wird  und  a\  6',  c'  die  Werte  bedeuten,  die  x'  für 

ir==a,    X  =  b^    X  =  c 

6,     c       \  /a',    6',    c' 

ß,    y     x\  =   q;\(x.,     ß,    y  x' 

ß\    /       /  V«',    ß\    y' 

Es  ist  dies  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Definition, 
wenn  man  berücksichtigt,  daß,  wenn  Ca'  -f~  -D  von  Null  ver- 
schieden ist, 

{AD-BC)(x'^a') 

{Cx'  +  2))  (r7a'-f  D) 

ist,  und  daß  jede  Potenz  von  Cx'  -{-  D  in  der  Umgebung  des 
Punktes  af  =  a'  nach  steigenden  Potenzen  von  x'  —  a'  ent- 
wickelbar ist. 
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Ist  dagegen  a  =  oo,  so  ist  Ca'  -|-  2)  =  0,  und  jede  Potenz 
Yon  l/x  ist  nach  steigenden  Potenzen  von  x*  —  a!  entwickelbar. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  2.  können  wir  nun  durch 
lineare  Transformation  jede  Q- Funktion  aus  einer  speziellen  ab- 
leiten, in  der  a,  2»,  c  die  Werte  0,  oo,  1  haben,  und  es  genügt 
also,  wenn  wir  uns  von  jetzt  ab  mit  diesen  speziellen  Q- Funk- 
tionen beschäftigen. 

Zur  Vereinfachung  der  Bezeichnung  setzen  wir 

(3)  qW    ^,   y   x\  =  q[  X 

V«',  ß',  Y    I  V«,  ß,  y 

Wenn  wir  an  Stelle  yon  x  eine  der  sechs  Variablen 

Ix  —  1  1  X 


a;'        X     '1  —  x^    X  —  1 

einführen,  so  werden  die  drei  Werte  0,  oo,  1  auf  alle  mögliche 
Arten  miteinander  permutiert,  und  aus  2.  ergibt  sich  der  Satz: 

3.  Eine  Q-Funktion  mit  den  Verzweigungspunkten 
0,  00,  1  kann  auf  folgende  sechs  Arten  darge- 
stellt werden: 


(<) 


'"^  \y\  «',  ^'      X    r    ^  \ß\  y\  a   l^xp    "^  \a\  y\  ß'  F=^)' 

Endlich  lassen  sich,  wie  gleichfalls  aus  der  Definition  un- 
mittelbar zu  ersehen  ist,  die  Exponenten  der  Q- Funktion  ver- 
ändern, und  man  erhält,  wenn  e,  ö  beliebige  Größen  sind: 

«^(.-«)-«Oj;j,.)=«(:+j;^^ili:; ;+:..). 

Man  bemerke,  daß  bei  der  Umformung  (5)  die  Summe  der 
Exponenten 

(6)  cc^ßJt-y-\-a'-^ß'-\-y'  =  s 

in  beiden  (^-Funktionen  dieselbe  geblieben  ist 

Alle  diese  Umformungen  haben  den  Sinn,  daß,  wenn  unter 
zwei  einander  gleich  gesetzten  ^-Funktionen  die  eine  den  Defini- 
tionen entspricht,  dasselbe  von  der  anderen  gilt.    Auf  eine  wirk- 


§18. 


Differentialgleichung  für  die  Q-Funktion. 
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liehe  Identität  würde  erst  dann  zu  schließen  sein,  wenn  die  Defini- 
tionen dahin  erweitert  werden,  daß  sie  die  ^-Funktion  eindeutig 
bestimmen,  und  wenn  beide  Q- Funktionen  diesen  erweiterten 
Bedingungen  genügen. 

§18. 

Bestimmung  der  Q-Funktion  durch  eine  Differential- 
gleichung. 

Es  mögen  Q,  Q*  zwei  nicht  in  konstantem  Verhältnis  stehende 
Zweige  einer  Q-Funktion 


(i) 

sein.     Setzen  wir: 


(2) 


^(y)  = 


d'y  d*Q  d*Q' 

rfa;«'  dx»'  dx^ 

dy  dQ  dQ' 

da;'  da;'  dx 

y,  Q,  Q' 


SO  ist  z/(y)  =  0  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, die  die  beiden  partikularen  Integrale  Q^  Q'  hat,  und  folg- 
lich das  allgemeine  Integral 

(3)  y=CQ-\-C'Q', 

wenn  C,  C  die  Integrationskonstanten  sind. 
Wir  setzen 


also 


(5) 


^'-^  dx        ^  dx' 


d,= 


_dQ^d^ 
dx  dx^ 


dQd^Q' 


dx    dx^ 

Die  Funktionen  ^oi  ^n  ^2  ™^^  überall  endlich  und  stetig, 
mit  Ausnahme  der  Verzweigungspunkte.  Wir  haben  ihr  Ver- 
halten in  diesen  Punkten,  also  in  den  Punkten  0,  1,  00,  näher 
zu  untersuchen. 

Diese  Untersuchung  wird  sehr  vereinfacht  durch  die  folgende 
Bemerkung : 
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Nach  §  16  (6)  ist 
wenn  die  c«,  c'a^  Ca'^  da*  Konstanten  sind,  deren  Determinante 

-A  ^^  Cd  Cq*  ^~~  Oq*  Ca 

von  Null  verschieden  ist 

Bezeichnen  wir  also  mit  ^^,  z/^,  J^  die  Funktionen,  die  aus 
z^o?  ^u  ^2  entstehen,  wenn  wir  Q,  Q'  durch  ^",  Q"'  ersetzen,  so 
ergibt  sich  aus  dem  Multiplikationssatze  der  Determinanten 

(6)  ^0  =  ^^S,     ^1  =  ^^?i     ^a  =  ^^?i 
und  ebenso  ergibt  sich 

(7)  J,  =  BJ^,,    J^  =  BJ{,    ^^  =  Bd{, 

(8)  ^0  =  C^l,    d^  =  Cz/j:,    J^  =  CJl, 

worin  -4,  B,  C  von  Null  verschiedene  Konstanten  sind. 
Wir  nehmen  nun  folgende  Anfänge  der  Entwickelung: 

woraus  sich  ergibt: 

^;  =  (a  —  a')a^  +  «'-i  H , 

(9)  ^«  =  (a  —  a')  (1  —  a  —  a')x^-^"-^  H , 

und  hierin    wachsen    die   Exponenten    immer    um   eine   Einheit. 
Ebenso  findet  man: 

^l=-{y-  /)  (1  -  x)r^y'-^  +  ..., 

(10)        z/{  =  (y   _  /)  (1    -   y  _  y')  (1    _  a:)y+y''^  +  •  •  -, 

^y  =  _  y/(y  —  /)  (1  _  a-)y  +  y'-8  -j 

in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  1  und 

^dl  =  -{ß-ß')x-fi-fi--^-i-..., 
(11)     ^^  =  _(/3_/5')(/3  +  ^'  +  l)^-,'-^'- »+..., 

z/^  =  —  /3 /»'(/?  —  /3')a;-/» -/*'-»  -^ 

in  der  Umgebung  des  Punktes  a;  =  «. 

Aus  (6),  (7),  (9),  (10)  ergibt  sich  also,  daß  die  drei  Funk- 
tionen 
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a;!-«-«'  (1  _  xy-r-y  j^  =  /o, 
(12)  a;2-«-«'  (1  _  xf-y-y  z/i  =  /;, 

a«-«-«'  (1  _  xy-y-y  z/,  =  /j 

für  alle  endlichen  Werte  von  x  endlich  und  stetig  sind, 
und  aus  (7)  und  (11)  folgt,  daß 

(13)  sffo,    ^-Vi,    x'-^fi 

für  X  =  CD  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn  s  wie  früher 

die  Bedeutung  hat 

(14)  s  =  «  +  «'  +  ^  +  /3'  +  y  +  /. 

Man  sieht  hieraus,  daß  die  Differentialquotienten  yon  /'q,  /i, 
/"a,  deren  Grade  höher  sind  als  1  —  s,  2  —  s,  3  —  s,  für  alle 
endlichen  Werte  von  x  endlich  und  stetig  sind,  und  im  Un- 
endlichen verschwinden  und  diese  Differentialquotienten  sind  also 
(Bd.  I,  §  51,  n.)  identisch  gleich  Null. 

Hiernach   sind   die  /*o,  /"i,  f^   ganze   rationale 

Funktionen  von  x,  und  ihre  Grade  sind  nach  (13) 

gleich  1  —  s,  2  —  s,  3  —  s  oder  um  eine  ganze 

Zahl  niedriger. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  Beschränkung  für  die  Exponenten, 

die  erfüllt  sein  muß,  wenn  unsere  Q-Funktion  existieren  soll: 

IV.  Die  Exponentensumme 

muß  eine  ganze  Zahl  sein  und  kann  nicht  größer 
als  1  sein. 

Wenn  wir  einen  allen  Gliedern  gemeinsamen  Faktor  ab- 
werfen, so  ergibt  sich  hiemach  für  die  Differentialgleichung,  der 
die  Q-Funktion  genügen  muß,  die  Form: 

(15)    x»(i  -  xyfo  f^,-\-^C>--^)fi^  +  f^y  =  o^ 

und  wir  haben  also  eine  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Koeffizienten. 

Über  den  Zusammenhang  der  Funktionen  /J),  /*],  f^  mit  den 
Exponenten  können  wir  aus  (9),  (10),  (11)  noch  einen  Schluß 
ziehen,  wenn  wir  nach  (12)  die  Quotienten  bilden.  Es  folgt  daraus: 

(16)        ^  =  x(l  —  x)  ^  =  l  ^  a  —  a'  für  a;  =  0, 

=  -x(ß-\-ß'-^l)  „    3;=«.; 


46  Dritter  Abschnitt.  §  19. 

(17)        ^  =  x^(l—xy  ^  =  aa       für  a;  =  0, 

=  y/  „     a;  =  1, 

=  ßß*X^     „      X  =  (Xi, 

§19. 

Die  P-Fnnktion  und  die  hypergeometrische  Differential- 
gleichung. 

Der  ausgezeichnetste  Fall  der  Q- Funktion  ist  der,  in  dem 
die  Summe  s  ihren  größten  Wert  1  hat.  Diese  besondere  Art 
der  (^-Funktion  wollen  wir  die  P- Funktion  nennen  und  mit 

bezeichnen. 

In  diesem  Falle  ist  die  Funktion  f^  konstant  und  kann  =  1 
gesetzt  werden,  f^  ist  vom  ersten,  f^  vom  zweiten  Grad,  und 
durch  die  Relationen  §18,  (16),  (17)  sind  diese  beiden  Funk- 
tionen völlig  bestimmt.     Es  ergibt  sich: 

(2)  /;  =  (1  -  a  -  «')  (1  _  o;)  -  (1  -  y  -  /)a:, 

=:1_«_«'_(14_^4.^')^, 

(3)  U  =  -  ßß'xil  -x)^  aa'(l  -  ^)  +  yy'x. 

Die  Differentialgleichung  für  die  P- Funktion  läßt  sich  aber 
noch  vereinfachen.    Es  ist  nämlich  nach  §  17,  (5) 

und  es  ist  daher  ausreichend,  wenn  wir  weiterhin   die  Funktion 

allein  betrachten,  also  a'  =  y'  =  0  setzen. 
Es  ist  dann 

(6)  a-^rß  +  Y-\-ß'=h 

und  die  Funktion  (5)  ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung: 
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die,  wie  man  sieht,  mit  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung übereinstimmt  [§  5  (6)]. 

Eine  partikulare  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

(8)  y  =  F{ß,  ß\  I  -  a,  x\ 

wenn  F  die  hypergeometrische  Reihe  bedeutet 

§20. 

Darstellung  der  P-Funktion  durch  hypergeometrische 

Reihen. 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  wie  man  umgekehrt  aus  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  zu  der  P-Funktion  ge- 
langt. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hat,  wie 
.wir  wissen,  nur  zwei  linear  unabhängige  partikulare  Lösungen 
yj,  ya-  Gehen  wir  von  irgend  einer  Lösung  y  aus  und  be- 
schreiben in  der  a:- Ebene  irgend  einen  Weg,  so  kann,  solange 
sich  y  und  seine  Differentialquotienten  stetig  ändern,  die  Diffe- 
rentialgleichung nicht  aufhören  zu  bestehen.  Geht  man  mit  x 
zum  Ausgangspunkt  zurück,  so  wird  sich  y  im  allgemeinen  ge- 
ändert haben.  Aber  der  so  gewonnene  Zweig  y'  ist  immer  noch 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung.  Alle  yerschiedenen  Zweige 
der  Funktion  y  sind  also  Lösungen  derselben  Differentialgleichung, 
und  für  diese  Funktion  ist  also  immer  die  Bedingung  §  16,  iL 
befriedigt 

Wenden  wir  dies  auf  die  hypergeometrische  Differential- 
gleichung an,  so  haben  wir  nur  die  drei  singulären  Punkte  0,  oo,  1 
zu  berücksichtigen. 

Jede  partikulare  Lösung  kann  aber  dann  nach  §  8  linear 

durch 

F,,  Fi  in  der  Umgebung  yon  x  =  Oy 

F,,  Fe    r,      r,  „  «     ^  =  « 

dargestellt  werden,  und  wenn  wir  also  nach  §  19  (8) 

F,  =  F{ß,  ß\  1  -  a,  rc) 

setzen,  so  ist  die  Lösung  der  Differentialgleichung  §  19  (7)  eine 
P-Funktion : 

^a,    A     l—a  —  ß  —  ß' 


P 


/«1    ft     l-a-ß-ß'      \ 

\o,  ß\        0         ^; 
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Wollen  wir  zur  allgemeinen  P-Funktion  übergehen,  so  haben 
wir  die  Formel  §  19  (4)  anzuwenden,  und  wir  erhalten  für  die 
Funktion 


\a',   ß',    y'     ) 


die  sechs  Bestandteile  P", . .  ^  P>^,  wenn  vir  in  den  Formeln  für 
die  F,,..,  j;(§8) 

«,  ß-,  y, 

durch      /S  +  «'  +  /,        /J'  +  «'  +  y',        1  —  «  +  «' 

ersetzen: 

P-  =  a:"  (1  — a;)»"  F(«  +/?  +  /,  «  +/»'  +  /,  1+«-«',  x\ 
P«'  =  a:«'(l  — a;)»"  P(«'  +  /S  +  y',  a'  +  /S'-fy',  1  -«  +  «',  a;), 

P**  =a;-^(^-lYV(«'+|5  +  y',«+^  +  yM+/3-^'i), 

(1)  , 

P^  =  x-/"  (i  - 1)"'  P  («'+/»'+  y',  «+/»'+  y',1  -  /} + jJ',  i) , 

P)-  =a^'(l— aryP («'-(-/?  + y,  «'4-/J'-|-y,  l-fy—y',  l-a;), 
P/'  =  a:«'(l  -xyPCw'+^+y',  a'+^J'+Z,  l-y+/,  l-*)- 
Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  daß  keine  der  drei  Diffe- 
renzen a  —  «',  jS  —  §)^  y  —  /  eine  ganze  Zahl  sei.  In 
diesen  Fällen  treten,  wie  wir  in  §  11  gesehen  haben,  bei  der 
vollständigen  Integration  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung logarithmische  Glieder  auf,  und  die  Bedingungen 
für  die  P- Funktion  können  nicht  mehr  vollständig  befriedigt 
werden.  Nur  unter  besonderen  Voraussetzungen  können  die 
logarithmischen  Glieder  wegfallen,  so  daß  dann  wieder  P- Funk- 
tionen existieren.    Beispielsweise  ist  nach  §  11  i^(/3,  1,  2,  o;),  also 

eine  echte  P-Funktion,  obwohl  «  —  a'  eine  ganze  Zahl  ist 

§21. 
Ableitung  der  ^-Funktionen  aus  den  P-Funktionen. 

Aus  den  P-Funktionen  kann  man  ^-Funktionen  auf  folgende 
Weise  herleiten.     Es  ist  zunächst,  wenn 

angenommen  wird. 
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dx  —  ^  Va'  —  1,    ß'+h    Y'-l      ) 
und  folglich 

Wenn  wir  also  mit  A{x)  und  B{x)  zwei  ganze  rationale 
Funktionen  von  x  bezeichnen,  die  kein  besonderes  Verhalten  zu 
den  Punkten  0,  1  haben,  A{x)  vom  Grade  n  —  1,  B{x)  yom 
Grade  ti,  so  ist 

und  hierin  ist  die  Summe  der  Exponenten 

(2)  s  =  «  4-  /3  +  y  4-  «'  +  /3'  +  y'  —  2n  =  1  —  2n, 

also  eine  ungerade  negative  ganze  Zahl.  Die  Funktionen 
A{x)  und  B{x)  enthalten  zusammen,  wenn  man  von  einem  ge- 
meinschaftlichen konstanten  Faktor  absieht,  2n  willkürliche  Kon- 
stanten, die  in  F  nicht  vorkommen,  und  es  enthält  also  diese 
(^-Funktion  (1)  2n  ==  1  —  s,  willkürliche  Konstanten  mehr  als 
die  Funktion  P. 

Den  Fall  eines  geraden  s  können  wir  hieraus  durch  Speziali- 
sierung ableiten.  Wenn  wir  nämlich  die  Koeffizienten  von  Ä{x) 
und  B{x)  der  Bedingung  unterwerfen,  daß 

(3)  a^(0)4- J5(0)  =  0 

sein  soll,  so  fängt  die  Entwickelung  von  Q^  in  (1)  erst  mit  der 
Poteuz  x^-^^  an,  während  die  anderen  Entwickelungen  ungeändert 
bleiben.    Wir  erhalten  also  eine  Funktion 

für  die  die  Summe  s  den  Wert  hat: 

s  =  a  +  /3  4-  y  +  a'  +  /3'  +  /  +  1  —  2n  =  2  —  2n. 

Die  Anzahl  der  Konstanten,  die  in  (1)  bleiben,  ist  hier  wegen 
(3)  nur  2  n  —  1,  also  gleichfalls  1  —  s. 

Die  Frage,  ob  auf  diese  Weise  alle  ^-Funktionen  aus  den 
P-Funktionen  abgeleitet  werden  können,  wollen  wir  hier  nicht 
weiter  erörtern.  Ihre  Beantwortung  hängt  davon  ab,  wie  viele 
willkürliche  Konstanten  in  der  Differentialgleichung  für  die 
(^-Punktion  §  18  (15)  übrig  bleiben.    Man  hat  dabei  zu  beachten, 

Bi«mann-Weber  ,  PftiÜelle  nUferentialgleichnngen.    II.   6.  Aufl.  a 
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daß  ^  eine  Funktion  vom  Grade  1  —  s  ist,  und  daß  die  Null- 
punkte dieser  Funktion,  wenn  f^^  f^  unbestimmt  bleiben,  zu  den 
singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  gehören.  Es  sind 
also  noch  Bedingungen  für  die  Koeffizienten  yon  /*},  f^  auf- 
zustellen, durch  die  der  singulare  Charakter  dieser  Punkte  auf- 
gehoben wird  1). 

§22. 

Spezielle  Umformungen  der  P-Funktion. 

Die  Finichtbarkeit  der  Rie mann  sehen  Betrachtungsweise 
zeigt  sich  deutlich  in  der  großen  Einfachheit,  mit  der  sich  die 
speziellen  Umformungen  ergeben,  die  Kummer  zuerst  mit  einem 
großen  Rechnungsauf  wände  abgeleitet  hat^).  Nehmen  wir  an,  es 
habe  in  einer  P-Funktion  eine  der  Exponentendifferenzen,  etwa 
a'  —  a,  den  Wert  V2»  dann  können  wir  diese  Funktion  nach 
§17  (5)  durch 

«  ^(."L  %  ',  ') 

ersetzen.  Von  den  beiden  Funktionen  P^,  P"'  schreitet  die  erste 
nach  ganzen  Potenzen  yon  x^  die  zweite  nach  ganzen  Potenzen 
von  ^x  fort,  und  wenn  wir  also  ^x  -=  ^  setzen,  so  ist  der  Punkt 
I  =  0  in  der  |- Ebene  kein  Verzweigungspunkt  mehr,  sondern 
ein  Punkt,  in  dem  die  Funktion  eindeutig  und  stetig  ist  Da- 
gegen sind  jetzt  die  beiden  Punkte  |  =  i  1 ,  in  denen  1  —  x 
verschwindet,  Verzweigungspunkte,  und  die  Entwickelungen  nach 
Potenzen  von  1  —  |  und  1  +  |  beginnen  mit  (1  +  |)^,  (1  +  S)>''. 


^)  Vgl.  Riemanns  nk athematische  Werke,  2.  Aufl.,  8.  387  f.  Danach 
müssen  für  jede  Wurzel  X  von  f^  (x)  =  0  zwei  Bedingungen  hestehen ,  von 
denen  die  eine  so  lautet : 

Hierzu  kommen  die  sechs  Bedingungen  §  18  (16),  (17).  Man  findet 
leicht  durch  Partialbruchzerlegung  von  f^{x)/x(\ — x)fQ{x),  daß  von  den 
1 — .s'  Bedingungen  (5)  eine  mittels  §  18  (16)  aus  den  übrigen  folgt,  und 
danach  enthält  die  Differentialgleichung  für  die  (^-Funktion,  abgesehen  von 
einem  konstanten  Faktor,  noch 

1  —  s4-a--s+4-—  s  —  2(1—  »)—  6-f-l  =  l—  s 

unbestimmte   Konstanten ,   übereinstimmend   mit   der  oben   gefundenen  Zahl 
der  Konstanten  in  der  ^^^-Funktion  (1)  und  (4). 
*)  Grelles  Journal  15  (1895). 
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Die  Entwickelang  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  beginnt  mit  a;"/*,  o?""'*',  also  mit  |~*'*,  |~*^'.  Demnach 
ergibt  sich  folgende  Umformung: 

\  y,    2/3',     /       / 

um  in  der  zweiten  Funktion  die  Verzweigungspunkte  0,  oo,  1  zu 
erhalten,  muß  man  eine  neue  Variable  Va  (l  +  V^  einführen, 
und  erhält  so 

Da  man  auf  diese  beiden  Funktionen  noch  die  linearen 
Transformationen  §  17  (4)  anwenden  kann,  so  ergibt  sich  hieraus 
eine  sehr  große  Anzahl  von  Umformungen  dieser  speziellen 
P- Funktion  und  entsprechende  Umformungen  der  hypergeome- 
trischen Differentialgleichung. 

Ebenso  erhält  man  noch  weitere  Umformungen,  bei  einer 
noch  spezielleren  P-Funktion,  bei  der  zwei  Exponentendifferenzen 
den  Wert  Vs  haben.     Für  die  Funktion 

sind,  wenn  man  |  =  ya;  setzt,  die  Punkte  |  =t=  0,  |  =  oo  nicht 
mehr  Verzweigungspunkte.  Dagegen  werden  die  drei  Funkte  Ver- 
zweigungspunkte, in  denen  1  —  1'  =  0  ist,  d.  h.  |  =  1,  9,  q^^  wenn 
Q  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  ist.    Man  hat  also: 


<=>   -(v;,v;,:^')=^h 


oder 


y^   y  92  _  y^ 


^  '  VV.,  *'«,   /     )  \y\    y',    y'  p  _y^ 

Formeln,    die   wieder    den    Ausgangspunkt   für    lineare    Umfor- 
mungen bilden. 

Wir  können  zum  Schluß  noch  die  Bemerkung  beifügen,  daß 
wir,  wenn  wir  eine  Funktion   iJ  mit  nur   zwei  Verzweigungs- 


4 


* 
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punkten,  sonst  aber  denselben  Eigenschaften  wie  die  Q-Funktion 
definieren,  wir  nur  ganz  elementare  Funktionen  erhalten,  nämlich 
wenn  wir  die  Verzweigungs punkte  nach  0  und  oo  verlegen,  und 
unter  X,  A'  ganze  rationale  Funktionen  von  x  verstehen,  nur 
Funktionen  von  der  Form 

R  =  x^A  -\-  x^'A', 

Denn  wenn  i2",  R*'  zwei  Zweige  von  R  sind,  wie  in  §  16  (3), 
80  sind  x^^R"*^  x-"^'  R"^'  in  der  ganzen  Ebene  endlich  und  stetig, 
und  da  sie  im  Unendlichen  nur  von  endlicher  Ordnung  unendlich 
werden  können,  so  sind  es  ganze  rationale  Funktionen  von  x. 


Vierter  Abschnitt 

Oszlllatlonstheoreme. 


§23. 

Normalform  linearer  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 

Wir  kommen  nun  zur  Ableitung  eines  Zyklus  von  Sätzen, 
die  sich  auf  lineare  Differentialgleichungen  allgemeiner  Art  be- 
ziehen, und  die  uns  auch  in  solchen  Fällen,  in  denen  die  Inte- 
gration nicht  durchgeführt  werden  kann,  über  das  Verhalten  der 
Integrale  wichtige  Aufschlüsse  geben,  die,  besonders  bei  Schwin- 
gungsproblemen, auch  ihre  physikalische  Bedeutung  haben.  Es 
dürfte  um  so  mehr  am  Plat/e  sein,  auf  diese  Sätze  hier  ein- 
zugehen, als  sie  eine  Übertragung  auf  gewisse  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen, z.  B.  die  für  die  schwingende  Membran,  ge- 
statten, wo  aber  die  Frage  bei  weitem  nicht  so  einfach  liegt  ^). 

Wir  beschränken  uns  hier  wieder  auf  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  wiewohl  die  Sätze,  namentlich  in 
der  Abhandlung  von  Kneser,  eine  viel  weitere  Ausdehnung  er- 
halten haben. 

Wir  bringen  zunächst  eine  vorgelegte  lineare  Differential- 
gleichung : 


0  Die  ersten  dieser  Sätze  rühren  von  Sturm  und  Liouville  her, 
und  stehen  in  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  dem  nach  Sturm  be- 
nannten berühmten  Lehrsätze  der  Algebra  (Liouvilles  Journal  I,  1886). 
Sie  sind  später  von  mehreren  Anderen  teils  neu  bewiesen ,  teils  erweitert. 
Wir  wollen  nur  die  folgenden  Arbeiten  über  den  Gegenstand  erwähnen: 

Rayleigh,  Theory  of  Sound»  second  edition,  Vol.  I,  p.  217. 

Pockels,  Über  die  Differentialgleichung  ^/ tt  -|-  Ä* u  =  0,  S.  67.  Leipzig 
1891. 

Kneser,  Mathematische  Annalen,  42,  409,  1892. 

Bocher,  Band  wertaufgaben  bei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 
Enzyklopädie   der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  II,  Heft  4. 


(6)  •  Q  - .  .2 
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von  der  wir  annehmen,  daß  po»  i^n  ^a  ^^  endliche  Werte  von  a: 
nicht  unendlich  werden,  auf  eine  einfachere  Form: 

(2)  S  +  ^y  =  «' 

in  der  der  erste  Differentialquotient  fehlt,  und  q  eine  Funktion 
von  X  ist 

Man  erreicht  dies  durch  eine  Substitution 

(3)  u  =  ky, 
wenn  man 

(4)  2i>oA'  +  i>,A  =  0,    PoQ^  =  Po^"  -^Pi^'  +P^^ 
setzt.    Hieraus  leitet  man  ab: 

(5)  k  =  e'i^o^', 

_  4poP2  —  2pop[  —p^  +  2yii>o 

"  ^p! 

Hierzu  wollen  wir  noch  bemerken,  daß  A  nur  in  solchen 
Punkten  Null  oder  unendlich  werden  kann,  in  denen  Pq  ver- 
schwindet. Also,  wenn  po  ^^^^  ganze  rationale  Funktion  von  x 
ist,  nur  in  eiaer  endlichen  Anzahl  von  Punkten.  Ebenso  kann 
auch  Q  nur  in  den  Nullpunkten  von  jpo  unendlich  werden,  und 
wenn  pi  und  p^  gleichfalls  ganze  rationale  Funktionen  sind ,  so 
kann  q  auch  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  ver- 
schwinden. Für  die  Betrachtungen  des  gegenwärtigen  Abschnittes 
kommen  nur  reelle  Werte  der  Variablen  x  in  Betracht. 

Wir  setzen  also  über  die  Funktion  q  in  der 
Differentialgleichung  (2)  voraus,  daß  sie  von 
einem  bestimmten  Werte  von  x  an  keinen  Zeichen- 
wechsel mehr  habe  und  nicht  mehr  unendlich 
werde. 

Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  können  wir  diesen 
Wert  voD  X  zum  NuUpuukt  machen,  und  wir  haben  dann  die 
folgenden  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

Q  ist  für  positive  Werte  von  x  endlich  und  stetig  und 

I.  nur  negativ, 
II.  nur  positiv. 
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Es  soll  aber  nicht  ausgeschlossen  sein,  daß  q  für  ein  an- 
endlich wachsendes  x  dem  absoluten  Werte  nach  über  alle 
Grenzen  wächst  oder  unter  jede  Grenze  heruntersinkt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage  nach  den  Null- 
punkten, die  eine  stetige  Lösung  y  der  Differentialgleichung  (2) 
und  folglich  auch  eine  stetige  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
(1)  hat 

Wir  betrachten  hier  immer  nur  solche  Integrale  y,  die  mit 
ihrem  ersten  Differentialquotienten  y'  endlich  und  stetig  sind« 
Die  Differentialgleichung  zeigt,  daß  dann  auch  y"  endlich  und 
stetig  ist. 

Eine  Folge  dieser  Annahme  ist,  daß  für  keinen  Wert  von  x 
die  Funktion  y  und  ihr  erster  Differentialquotient  y'  zugleich  ver- 
schwinden können.  Denn  wenn  yi,  y^  zwei  linear  unabhängige 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (2)  sind,  so  folgt  nach  einer 
schon  wiederholt  angewandten  Formel  [Bd.  I,  §65  (13)]: 

worin  C  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  ist.  Man  sieht 
hieraus,  daß,  wenn  ya,  y2  endlich  sind,  y^  und  yl  niemals  zugleich 
Null  sein  können.j 

§24. 
I.    Die  Funktion  q  ist  beständig  negativ. 
Wenn  die  Funktion  q  in  der  Differentialgleichung 

(1)  y"  +   ^y=0 

für  positive  Werte  von  x  nur  negativ  ist,  so  haben  y  und  y" 
immer  dasselbe  Vorzeichen,  während  y'  das  gleiche  oder 
auch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  kann.  Wir  haben 
dann  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden. 

Es  bezeichnen  dabei  Xq^  Xy  irgend  positive  Werte  von  x  und 
J/oi  yi.  yi'i  yu  yl^  y'i  die  zugehörigen  Werte  von  y,  y',  y". 

Erster  Fall  yo,  yi'  >  0,    yi  ^  0. 

Hier  wird  y'  von  Xq  an  mit  wachsendem  x  zunächst  wachsen, 
und  also,  auch  wenn  yo  =  0  ist,  zunächst  positiv  bleiben. 

Wenn  nun  x^  der  dem  Xq  zunächst  gelegene  größere  Wert 
von  X  ist,  für  den  y'  verschwindet,  so  muß  y'  zwischen  x^  und 
x^  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen  übergegangen  sein.    Es  muß 
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also  y"  und  folglich  nach  (1)  auch  y  zwischen  Xq  und  x^  ver- 
schwinden. Folglich  muß  auch  t/,  das  bei  ^Tq  positiv  ist  und 
anfangs  wächst,  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen  übergehen, 
und  folglich  muß  y'  zwischen  x^  und  x-^  verschwinden,  was 
gegen  die  Annahme  ist,  daß  x^  der  dem  Xq  nächste  Wert  sei,  in 
dem  y'  verschwindet.  Unter  der  Voraussetzung  des  ersten  Falles 
ist  also  y*  für  alle  Werte  von  x^  x^^  positiv,  y  wächst  und 
bleibt  also  auch  positiv,  ebenso  y",  und  folglich  wächst  y* 
beständig. 

Wenn  also  x  ^  x^  ist,  so  ist  y  >  yo»  V*  >  yi  ^tid 


(2) 


y 


X 

—  yo  ==  J  y'  dx>yoix  —  Xo), 


*0 


woraus  man  schließt,  daß  y  (von  yo  an)  ohne  Zeichenwechsel 
mit  X  ins  Unendliche  wächst  (Fig- 3). 

Fig.  3.         /  Fig.  4. 


Zweiter  Fall  y^^  yö  <  0,    j/i  <  0. 

Dieser  zweite  Fall  geht  aus  dem  ersten  durch  Vertauschung 
von  y  mit  —  y  hervor.  Es  wird  also  in  diesem  Falle  y  von  y© 
an  ohne  Zeichenwechsel  negativ  unendlich  groß  werden. 

Dritter  Fall  yo,  yö  >  0,    yi  <  0. 

Hier  wird  y'  so  lauge  wachsen,  als  y"  und  folglich  y  positiv 
ist,  und  es  sind  hier  wieder  verschiedene  Möglichkeiten  zu  unter- 
scheiden : 

a)  y'  wird  =  0,  ehe  noch  y  und  y"  Null  geworden  sind. 
Dann  wächst  y'  von  da  an  weiter  und  wird  also  positiv. 
Es  tritt  dann  von  hier  aus  der  erste  Fall  ein,  und  y  wird 
ebenso  wie  dort  mit  x  zugleich  unendlich,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  daß  y  einen  positiven  Minimum  wert 
hat  (Fig.  4). 
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b)  y  wird  =  0,  ehe  y'  =  0  geworden  ist.  Dann  bleibt  beim 
Durchgang  durch  diese  Stelle  y'  negativ,  und  wenn  wir 
Xi  hinlänglich  nahe  jenseits  dieser  Stelle  annehmen,  so 
kommen  wir  auf  den  zweiten  Fall  zurück.  Es  geht  also 
dann  y  stetig  abnehmend  einmal  durch  Null  und  wird 
negativ  unendlich  (Fig.  5). 

Fig.  5. 

y  Fig.  6. 


c)  Weder  y  noch  y'  werden  Null,  wenn  x  ^  Xq  ist.  Dann 
müssen  sich  y  und  y'  endlichen  Grenzen  nähern,  y  ab- 
nehmend, y'  zunehmend.  Die  Grenze  für  y*  muß  not- 
wendig =  0  sein,  da  sonst 


X 


dx 


für  ein  unendlich  wachsendes  x  keine  endliche  Grenze 
haben  könnte  (Fig.  6).  Der  Grenzwert  von  y  kann  auch 
von  Null  verschieden  (positiv)  sein,  aber,  wie  man  aus 
der  Gleichung 


y'=      y"dx  =—[  Qyd 


X 


ersieht,  nur  dann,  wenn  q  mit  unendlich  wachsendem  x 
verschwindet,  und  zwar  in  höherer  als  der  ersten  Ordnung. 

In  dem  Falle  yo»  Vo  <C  0?  yi  >  0  verhält  sich  alles  ebenso, 
nur  mit  verändertem  Vorzeichen. 

Um  diese  Resultate  zusammenzufassen,  können  wii*  also  sagen: 

1.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  (1)  q  für  posi- 
tive X  beständig  negativ  ist,  so  kann  y  in  diesem 
Intervall  höchstens  einmal  verschwinden,  und 
wenn  dies  eintritt,  so  geht  von  da  an  y  stetig 
wachsend  oder  stetig  abnehmend  ins  Unendliche. 
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Es  kann  auch  y  ein  positives  Minimum  oder 
ein  negatives  Maximum  haben  und  geht  von  da 
an  stetig  wachsend  oder  stetig  abniehmend  mit 
unendlich  wachsendem  x  ins  Unendliche. 

Es  kann  auch  y  ohne  Minimum  oder  Maximum 
mit  X  ins  Unendliche  gehen,  oder  es  kann  y  stetig 
abnehmend  oder  stetig  wachsend,  ohne  zu  ver- 
schwinden, einer  endlichen  Grenze  zustreben. 

Daß  alle  diese  Fälle  möglich  sind,  zeigen  einfache  Beispiele, 
z.  B.  wenn  man  q  gleich  einer  negativen  Konstanten  annimmt. 
(Vgl.  Bd.I,  §60,  61.) 

§25.    . 

IL    Die  Funktion  q  ist  beständig  positiv. 

Ganz  anders  verhält  sich  das  Integral  der  Differential- 
gleichung 

(1)  »"  +  P»  =  0, 

wenn  q  beständig  positiv  bleibt. 

In  diesem  Falle  können,  wie  schon  das  Beispiel  eines  kon- 
stanten Q  zeigt,  Integrale  vorkommen,  die  unendlich  viele  Null- 
stellen haben.  Solche  Integrale  nennen  wir  oszillierende 
Integrale  und  es  ist  unsere  Aufgabe,  zu  entscheiden,  unter 
welchen  Umständen  die  Gleichung  (1)  ein  oszillierendes  Integral 
hat.  Das  wichtigste  Hilfsmittel  für  diese  Untersuchung  ist  eine 
Formel,  die  wir  schon  im  ersten  Bande  (§  73)  bei  der  Unter- 
suchung der  Besselschen  Funktionen  angewandt  haben. 

Es  sei  e  eine  Funktion,  die  einer  Differentialgleichung 

(2)  z"^60  =  O 

genügt,  worin  6  eine  gegebene  Funktion  von  x  ist. 
Wir  erhalten  aus  (1)  und  (2): 

_   (^y'  _  y^')  +  (^   —  6)yg  =  0, 

und  daraus  durch  Integration: 

(3)  zy^  —  yz'  =  —  I  (^  —  6)yzdx  '\-  const, 

und  hieraus  können  wir  nun  durch  Spezialisierung  der  Funktion 
6  mannigfaltige  Schlüsse  ziehen: 
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Nehmen  wir  zunächst  ö  =r  q^  so  sind  y  und  js  pai*tikulare 
Integrale  derselben  Differentialgleichung  (1),  und  wenn  sie  sich 
nicht  bloß  durch    einen    konstanten  Faktor  voneinander   unter- 
scheiden, so  ist 
(4)  z%f—ygf  =  c 

eine  von  Null  verschiedene  Konstante.  Sind  nun  x  =^  x^  und 
X  -=  x^  zwei  aufeinanderfolgende  Nullstellen  von  y,  so 
haben  yi  und  y\  verschiedene  Vorzeichen.  Andererseits  haben 
nach  (4)  ss^vf^  und  Zxy\  dasselbe  Vor-  Fig.?. 

zeichen,  folglich  z^  und  z^  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen.  Es  muß  also  z 
zwischen  x^  und  x^  mindestens  einmal 
durch  Null  gehen.  Es  kann  aber  z 
auch  nur  einmal  durch  Null  gehen,  da  man  ebenso  schließen 
kann,  daß  zwischen  zwei  Nullstellen  von  z  eine  Nullstelle  von  y 
liegen  muß,  während  doch  y  zwischen  x^  und  x-^  nicht  ver- 
schwinden sollte  (Fig.  7). 

Wir  haben  also  den  Satz,  wenn  wir  die  Nullstellen  einer 
Funktion  ihre  Wurzeln  nennen: 

2.  Wenn  von  den  beiden  partikularen  Integralen  der 
Differentialgleichung  (1)  das  eine  oszillatorisch 
ist,  so  ist  es  auch  das  andere,  und  die  Wurzeln  der 
beiden  separieren  sich  gegenseitig,  d.  h.  zwischen 
je  zwei  Wurzeln  der  einen  liegt  eine  und  nur  eine 
Wurzel  der  andern. 

3.  Die  Gleichung  (4)  zeigt  noch,  daß  y  und  y'  in  kei- 
nem Punkte  zugleich  verschwinden  können  und 
aus  der  Fig.  7  ersieht  man,  daß  zwischen  zwei  auf- 
einanderfolgenden Nullpunkten  von  y  immer 
wenigstens  ein  Nullpunkt  von  y'  liegt 

Wir  lassen  jetzt  die  Annahme  <J  =  p  wieder  fallen«  Wenn 
dann  x^  und  x^  >  x^  zwei  aufeinanderfolgende  Wurzeln  von  z 
sind,  so  haben  z^  und  — z\  das  gleiche  Vorzeichen,  und  zwar 
dasselbe  wie  die  Funktion  b  in  dem  Intervall  (Xo,  x^*  Wenn 
wir  das  Integral  (3)  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x^  nehmen, 
80  folgt,  da  ^sTo  =  0,  ^1  =  0  ist: 

X\  I 

i 


(5)  yiierl  — yo^i  =  1  {i^  —  <i)yzAx\ 


«0 
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nehmen  wir  nun  weiter  an,  daß  in  dem  Interrall  (^01  ^i)  dnrch- 
^^g  9^^  s^i )   ^^  kann  y  nicht  in  dem  ganzen  Intervall  das 
gleiche  Vorzeichen  haben,  weil  sonst  beide  Seiten  von  (5)  ent- 
gegengesetzte Zeichen  hätten. 
Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

4.  Hat  die  Differentialgleichung  (2)  oszillatorische 
Integrale,  und  ist  (von  einem  gewissen  x  an)  fort- 
während p  ^  <J,  so  hat  auch  die  Differential- 
gleichung (1)  oszillatorische  Integrale. 

Nennen  wir  die  Nullstellen  eines  oszillatorischen  Integrals 
seine  Knotenpunkte,  so  können  wir  hieraus  noch  folgern: 

5.  Ist  ^>><',  so  liegt  zwischen  je  zwei  aufeinander- 
folgenden Knotenpunkten  von  js  mindestens  ein 
Knotenpunkt  von  y.  Sind  a  und  b  zwei  Knoten- 
punkte von  jer,  so  hat  y  im  Innern  des  Intervalls 
(üb)  wenigstens  einen  Knotenpunkt  mehr  als  js. 

Hieraus  ergibt  sich  ein  wichtiges  allgemeines  Resultat.  Ist  ^ 
in  der  Differentialgleichung  (1)  positiv,  mit  einer  positiven  unteren 
Grenze  jli^,  so  daß  Q^^^  ist,  so  können  wir,  um  den  Satz  5.  an- 
zuwenden, ö  gleich  der  Konstanten  fi^  setzen,  und  erhalten  als 
Integral  von  (2): 

(6)  0  =  sm^(x  —  a), 

worin  a  ein  beliebiger  Wert  ist.  Diese  Funktion  ist  aber  oszilla- 
torisch, und  ihre  Nullpunkte  sind  a  -|-  t»;r/ft,  wenn  m  eine  ganze 
Zahl  ist.     Wir  haben  also: 

6.  Hat  Q  eine  positive  untere  Grenze  /i^  so  sind  die 
Integrale  von  (1)  oszillatorisch,  und  in  jedem 
Intervall  von  der  Größe  jr/fc  liegt  wenigstens 
eine  Wurzel  von  y. 

Wenn  nun  aber  q  zwar  positiv  ist,  aber  die  untere  Grenze 
Niill  hat,  so  können  wir  so  schließen: 

Die  Differentialgleichung  mit  konstantem  (i: 

/PTN  rf^-sr     ,    /  „    ,    1\    -8? 

hat  die  beiden  partikularen  Lösungen 

oder,  wenn  a  eine  willkürliche  Konstante  ist, 
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(8)  ^  ==  Va;  sin  U  log  ^  Y 

und  die  Differentialgleichung  (1)  hat  also  dann  oszillierende 
Integrale,  wenn  sich  ein  positives  fi  so  angeben  läßt,  daß  von 
einem  gewissen  x  an  immer 

tleibt,  und  es  liegt  für  ein  beliebiges  a  eine  Wurzel  Yon  y  immer 
zwischen  a  und  aClf*. 

Wir  ergänzen  also  den  Satz  6.  so: 

7.  Die  Differentialgleichung  (1)  hat  oszillatorische 
Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von  x^q  —  V4 
positiv  ist. 

Ist  die  untere  Grenze  von  x^q  —  \/^  negativ,  so  wird  von 
einem  gewissen  x  an 

bleiben.    Dann  vergleichen  wir  die  Differentialgleichung  (1)  mit 

deren  beide  partikulare  Integrale 

y^:,     \x  log  X 

nicht  oszillatorisch  sind;  nach  dem  Satze  4.  kann  also  auch  (1) 
keine  oszillatorischen  Integrale  haben,  da  sonst  wegen  (10)  auch 
die  Lösungen  von  (11)  oszillatorisch  sein  müßten. 

8.  Die  Differentialgleichung  (1)  hat  keine  oszilla- 
torischen Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von 
x^Q  —  V4  negativ  ist. 

Es  bleibt  also  wiederum  der  Fall  unentschieden,  wo  die 
Grenze  von  x^q  —  V*  Null  ist 

Wie  in  diesem  Falle  die  Untersuchung  weiter  zu  führen  ist, 
ergibt  die  folgende  Umformung: 

Wir  setzen  in  (1) 

y  =  V^»?,    f  =  log  a; 
und  erhalten  für  17  die  folgende  Differentialgleichung: 


62  Viertor  Abschnitt.  §26. 

Diese  Gleichung  hat  aber  dieselbe  Form  wie  die  Differential- 
gleichung (1),  nur  daß  f  an  Stelle  von  x  und  x^q  —  V4  =  q' 
an  Stelle  Yon  q  getreten  ist,  und  |  wächst  mit  x  gleichzeitig  ins 
Unendliche.  Wenn  sich  dann  p'  von  negativen  Wei-ten  der  Grenze 
Null  nähert,  .so  tritt  der  Satz  1.  in  Kraft.  Wenn  sich  aber  q* 
von  der  positiven  Seite  der  Grenze  Null  nähert,  dann  müssen 
wir  die  Umformung  (12)  wiederholen,  und  kommen  zu  einer  un- 
begrenzten Kette  von  Unterscheidungen  derselben  Art.  ("Etwa 
wie  bei  den  aus  der  Integralrechnung  bekannten  Kriterien  für 
die  Konvergenz  eines  bestimmten  Integrals.) 

§26. 

Anwendung  auf  die  hypergeometrische  Reihe. 

Als  ein  Beispiel  für  die  in  den  vorangegangenen  Paragraphen 
bewiesenen  Sätze  wollen  wir  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reihe  betrachten: 

(1)  x{\  —  x)u"  4-  [y  —  (a  -f  /J  +  \)x]u!  —  aßu  =  0, 

und  damit  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  reell  werden, 
nehmen  wir  y  reell,  a  und  ß  entweder  reell  oder  konju- 
giert imaginär  an. 

Um  die  Umformung  des  §23  anzuwenden,  setzen  wir 

(2)  u  =  ky 

und  bestimmen  A  so,  daß  die  Differentialgleichung  für  y  die 
Form  erhält: 

(3)  y"  +  py  =  0. 

Setzt  man  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

(4)  «  +  ^  +  1  =  a, 
80  ergeben  die  Formeln  §23  (5),  (6) 

(5)  X  =  x~'*  (1  —  xy»~, 

=  x^  (1  —xYq, 
und  für  ein  unendlich  großes  x,  worauf  es  allein  ankommt: 

x^Q  =a/J  +  2  — -41 
oder  wenn  man  für  a  seinen  Wert  (4)  zurücksetzt: 


(6)      ^ 
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(7)  p'  =  a:2p_i  =  -.l(«-^)2, 

und  q'  ist  also  negativ  für  reelle,  positiv  für  konjugiert  imagi- 
näre a,  ß. 

Ist  a  =  /J,  so  wird  q'  für  ein  unendliches  x  unendlich  klein 
voQ  der  Ordnung  ic~S  und  wir  haben  nach  §25  (12)  das  Ver- 
halten von 

(logxyQ'  —  ^ 

zu  untersuchen,  welches  negativ  wird.  Hiemach  ergibt  sich  aus 
den  Sätzen  5.  und  6.: 

Die  hypergeometrische  Differentialgleichung 
hat  oszillatorische  Integrale,  wenn  «  und  ß  kon- 
jugiert imaginär  sind;,  sie  hat  keine  oszilla- 
torischen Integrale,  wenn  a  und  ß  reell  sind. 

Man  hätte  dieses  Verhalten  auch  aus  der  Entwickelung  der 
Lösung  in  eine  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende 
hypergeometrische    Reihe    schließen    können.      (Die   Funktionen 

§27. 

Die  Nullstellen  verschiedener  partikularer  Integrale. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  sich  bei  einer  festen  Diffe- 
rentialgleichuDg 

(1)  y"  +(,y  =  0 

mit  oszillierenden  Integralen  die  Nullpunkte  ändern,  wenn  man 
von  einem  partikularen  Integral  zu  einem  anderen  übergeht. 

Um  zunächst  an  einem  einfachen  Beispiel  das  Verhalten  zu 
veranschaulichen,  nehmen  wir  p  =  /i«  konstant,  und  erhalten 

(2)  t/  =  cos  /i  (a:  —  a), 

was,  von  einem  konstanten  Faktor  abgesehen,  die  allgemeine 
Lösung  ist.  Das  einzelne  Integral  wird  charakterisiert  durch  den 
Wert  der  Konstanten 

(3)  ^|-^^=/itang/ia  =  //, 

wobei  sich  ein  konstanter  Faktor  bei  y  wegheben  würde.  Die 
Nullpunkte  von  (2)  sind,  wenn  v  eine   ungerade  ganze  2iahl  ist: 


64  Vierter  AbBchnitt.  §27. 

(4)  *'  =  «  +  ä]I 

und  wenn  nun  h  Yon  —  oo  bis  -f-  «>  wächst,  so  geht  ^a  von 
—  :r/2  bis  +  n/2  und  jede  Wurzel  Xy  geht  stetig  wachsend  in 
die  nächstfolgende  über. 

Dies  Verhalten  entspricht  einem  allgemeinen  Gesetz:  Nehmen 
wir  an,  es  sei  für  irgend  ein  konstantes  x  =  a  für  eine  Lösung 
y  der  Differentialgleichung  (1) 


(«  (^).  =  K 


SO  wird  auch  hier  durch  den  Weil;  von  h  ein  partikulares  Inte- 
gral,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  bestimmt 

Für  eine  zweite,  von  y  unabhängige  partikulare  Lösung  e  sei 


(6)  (^)  =  t. 


Dann  ist  nach  §  25  (4): 

(7)  y^'  —  jsy'  =  c  =r  yoZo{k  —  Ä), 

und  wenn  /•;  und  h  endlich  sind,  so  müssen  y^^  Zq  von  Null  ver- 
schieden sein.  Wir  können  sie  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
positiv  annehmen. 

Wir  lassen  x  von  a  an  wachsen  und  nehmen  an,  daß  der 
nächste  Nullpunkt  von  y  näher  an  a  liegt  als  der  von  z.  Dann 
ist  in  diesem  Punkte 

y  =  0,    jer>0,    y'<0, 
und  es  folgt  aus  (7) 

fc  —  Ä  >  0. 

Wir  können  also  auch  sagen,  daß  von  zwei  Funktionen  j/, 
die  für  a  dasselbe  Zeichen  haben,  die  zuerst  verschwindet,  die 
dem  kleineren  Werte  von  h  entspricht,  und  das  kann  auch  so 
ausgedrückt  werden: 

9.  Wenn  wir  nach  (5)  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  mit  dem  variablen  Parameter  h 
bilden,  so  wachsen  die  Nullpunkte  von  y  stetig 
mit  Ä. 

Wenn  ä  =  +  x  ist,  so  wird  a  selbst  ein  Nullpunkt  von  y, 
und  so  ergibt  sich: 
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10.  Wenn  h  von  —  oo  bis  -f-  oo  wächst,  so  geht  jeder 
Nullpunkt  Yon  y,  stetig  in  der  positiven  Richtung 
fortschreitend,  in  den  nächstfolgenden  über. 

§28. 
Harmonische  Funktionen^). 

Es  sei  jetzt  /t  ein  variabler  Parameter  und  f(x^  fi)  eine 
stetige  Funktion  der  beiden  Variablen  x^  /x,  von  der  wir  voraus- 
setzen, daß  sie  bei  hinlänglich  großem  ^  und  x  eine  positive 
untere  Grenze  hat,  und  für  jeden  konstanten  Wert  von  x 
von  fi  =  0  an  beständig  zunimmt,  oder  wenigstens  nicht  ab- 
nimmt. 

Unter  dieser  Voraussetzung  hat  die  Differentialgleichung 

(1)  J/"  +  /*(^Sf^)l/  =  0 

für  jedes  hinlänglich  große  ^  oszillatorische  Integrale.  Für  die 
Differentialgleichung  der  Bosse  Ischen  Funktion  YxJ{^x)  wäre 
beispielsweise  [Bd.  1,  §  72  (14)]  r 

(2)  f(^,(^)  =  i''-^-^' 

Ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  ist  dadurch  bis 
auf  einen  konstanten  Faktor  vollständig  bestimmt,  daß  es  für 
einen  gegebenen  Wert  von  x^  den  wir  zum  Nullpunkt  wählen, 
verschwindet.  Den  konstanten  Faktor  wollen  wir  noch  dadurch 
bestimmen,  daß  y'  =  1  sei  für  rr  =  0.  Die  so  definierte  Funk- 
tion ist  noch  von  ^  abhängig  und  ist  eine  stetige  Funktion  der 
beiden  Variablen  x  und  /i.     Wir  bezeichnen  sie  mit 

(3)  y=F(T,^). 
Nach  (1)  ist  dann: 

und  wenn  wir  dies  nach  /t  differenzieren: 

Hieraus  folgt: 

^  ^  dx  \dx  dii  dxd^J  ö^ 

')  C.  Sturm,  Memoire  but  les  ^quations  diff^rentielles  lin^aires  du 
second  ordre.    Lionvilles  Journal,  Bd.  I,  1836. 
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66 


Vierter  Absohnitt. 


§28. 


dV 

Für  j;  ==  0  ist  nun  F  =  0  und  5—  =  0,  und  folglich  durch 


Integration  von  (4): 

(5)  dV^oV 

dx  dfi 


d(i 


dxdfi 
und  nach  unserer  Voraussetzung  ist 


dxdfi       J  dfi  ' 


(6) 


>0. 


Tragen  wir  x  und  fi  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  eine 
Ebene  auf,  so  werden  durch  die  Gleichung  V{x^(i)  =  0  Kurven 
dargestellt.    Aus  (5)  und  (6)  ergibt  sich  dann,  daß  längs  dieser 

Fig.  8.  Kurven  die  beiden  partiellen 

Ableitungen  dV/dx  und 
dV/dfi  das  gleiche  Vor- 
zeichen haben  und  daß  also 
wegen 

das  Differentialverhältnis 
X  dx  :  dfi    negativ    ist     Die 

Kurven  V=  0  verlaufen 
also  bei  wachsendem  ^  in  der  Richtung  der  abnehmenden  x  (Fig.  8). 
Da  die  Funktion  F(a:,  ^)  für  ein  konstantes  ^  unendlich  viele 
Knotenpunkte  hat,  so  ist  die  Anzahl  dieser  Kurven,  die  von  diesen 
Knotenpunkten  auslaufen,  unbegrenzt.  Sie  verlaufen  ähnlich  wie 
gleichseitige  Hyperbeln,  und  werden  in  der  Tat  solche  Hyperbeln 
(^^x  =  nn)  in  dem  besonderen  Fall,  wo  fipo^i»)  =  /a*  ist  Keine 
dieser  Kurven  kann  irgendwo  in  der  rr/i-Ebene  endigen,  und  wir 
schließen : 

11.  Die  Knotenpunkte  von  F(r,fi)  wandern  bei  stetig 
wachsendem  /t  in   der  Richtung  der  negativen  x. 

Es  sei  ein  festes  Intervall  /l  auf  der  rr-Achse,  etwa 

0  <  a;  <  1. 

Alle  Funktionen  F(:r,  ft)  haben  den  Anfangspunkt  von  d 
zum  Knotenpunkt,  und  es  gibt  unendlich  viele  Werte  von  fi,  für 
die  auch  der  Endpunkt  von  d  Knotenpunkt  ist.  Die  so  ge- 
bildeten Funktionen  F(t,|ii)  heißen  die  harmonischen  Funk- 
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tionen  des  Interyalls  ^.  Es  folgt  aus  5.,  §  25,  daß  es  eine  und 
nur  eine  harmonische  Funktion  gibt,  die  keinen  Knotenpunkt  im 
Innem  von  /l  hat;  jede  folgende  dieser  Funktionen  hat  einen 
Knotenpunkt  mehr  als  die  vorangehende. 

Wir  können  also  die  harmonischen  Funktionen  nach  der  An- 
zahl der  Knotenpunkte  im  Innern  von  /l  ordnen.  Bei  der  An- 
wendung auf  die  schwingende  Saite  entspricht  die  Funktion  ohne 
Knotenpunkt  dem  Grundton;  die  folgenden  entsprechen  dem 
ersten,  zweiten,  dritten,  ...  Oberton.  Die  harmonischen  Funk- 
tionen mögen  nach  der  Anzahl  der  im  Innern  yon  ^  gelegenen 
Knotenpunkte  mit 

bezeichnet  sein.  Die  Knotenpunkte  von  F«  teilen  das  Intervall 
^  in  n  -|-  1  Teilintervalle  z/„ ,  in  denen  die  Funktion  F„  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  ist.  Nach  §  25,  5.  folgt  aus  der 
über  f{x^(i)  gemachten  Voraussetzung,  daß  in  jedem  der  Teil- 
intervalle ^^n  ein  und  nur  ein  Knotenpunkt  von  F^  +  i  liegt. 

§29. 
Zusammengesetzte  harmonische  Funktionen. 

Für  das  Folgende  wollen  wir  die  Funktion  f(pc^ii)  etwas  spe- 
zialisieren.    Wir  setzen 

(1)  f(x,n)  =  fl  —  Q 

und  verstehen  unter  q  eine  Funktion  von  x  allein,  die  in  dem 
betrachteten  Intervall  ^^  positiv  ist.  [Ersetzen  wir  /t  durch 
(i  -\-  h  und  /i  —  Q  durch  ^  -j-  h  —  (h  —  p),  so  können  wir, 
wenn  q  innerhalb  /J  endlich  bleibt,  über  die  Konstante  h  so  ver- 
fügen, daß  h  —  Q  jedenfalls  positiv  bleibt.]  Diese  Voraussetzung 
trifft  z.  B.  für  die  Differentialgleichung  der  trigonometrischen  und 
der  Bessel sehen  Funktion,  §  28  (2),  zu. 

Die  aufeinanderfolgenden  harmonischen  Funktionen  seien 

V     V     V 
und  die  entsprechenden  Werte  von  /t: 

/'o?    /*U    /*2?  ••• 

Wir  bezeichnen  mit  w,  n  zwei  positive  ganze  Zahlen,  m  <Cn 
und  setzen: 

(2)  U  =  c^V^-\r  c».  +  i^m+i  +  •••  +  ^^^n 

5* 


68  Vierter  Abschnitt.  §29. 

mit  konstanten  Koeffizienten  Cm,  Cm  +  i,  ...,  c„,  und  nennen  U  eine 
zusammengesetzte  harmonische  Funktion  des  Inter- 
valls z^.  Sie  verschwindet  in  den  beiden  Endpunkten  des  Inter- 
V  ills  ^.    Die  Funktion  F»  genügt  der  Differentialgleichung 

(3)  F;  +  (ft. -p)F.  =  0, 

und  daraus  leitet  man  für  U  die  Gleichung  her: 

Setzen  wir: 

(5)  C7i  =  Cn^flfnVm  +  Cm  +  1 /*m  +  1  Fn,  +  i  -| 1-  Cnfi„Fn, 

80  ist 

(6)  U^  =  QÜ—    ü" 

gleichfalls  eine  zusammengesetzte  harmonische  Funktion. 

Jeder  innere  Nullpunkt  von  U  liegt  nun  zwischen  zwei  auf- 
einanderfolgenden Nullpunkten  von  U^  und  daraus  ergibt  sich, 
daß  (/'  wenigstens  einen  inneren  Nullpunkt  mehr  hat  als  ü.  Es 
seien  a,  ß  zwei  aufeinanderfolgende  Nullpunkte  von  U\  die  einen 
und  nur  einen  Nullpunkt  y  von   ü  zwischen  sich  enthalten. 

12.    Es  ist    zu   zeigen,    daß    in    dem   Intervall  (oc,  ß) 
wenigstens  eine  Nullstelle  von   Vi  liegt. 

1.  Wenn  in  y  nicht  nur  [/,  sondern  auch  ü"  verschwindet, 
so  verschwindet  auch  Ui  in  y  und  unsere  Behauptung  ist  richtig. 

2.  Es  kann  in  y  nicht  nur  [/,  sondern  auch  ü'  verschwinden. 
Dann  hat  U  in  (ay)  dasselbe  Vorzeichen  wie  in  (yj3),  nämlich 
das  Vorzeichen  von  i7"  in  y;  nehmen  wir  an,  dies  Vorzeichen 
sei  positiv,  so  ist  nach  (6)  Ui  in  y  positiv.  Da  aber  Z7'  in  a,  ß 
und  y  verschwindet,  so  muß  U"  in  jedem  der  Intervalle  (ay)  und 
(yß)  wenigstens  einmal  verschwinden,  und  in  diesem  Punkte 
wird  Ui  negativ.  Wir  haben  dann  mindestens  zwei  Nullpunkte 
von   f/j  in  (a/J). 

3.  Ist  [/'  in  y  und  folglich  in  dem  ganzen  Intervall  {aß) 
von  Null  verschieden,  so  gibt  es  im  Innern  dieses  Intervalls 
einen  Punkt  e,  in  dem  U"  verschwindet.  Ist  U*  und  C/"  in  y 
positiv,  so  liegt  e  in  dem  Intervall  (yj3),  in  dem  ü  positiv  ist, 
und  Ui  ist  positiv  in  y  und  negativ  in  £,  hat  also  einen  Null- 
punkt zwischen  y  und  £.  Ist  dagegen  U'  positiv,  17"  negativ,  so 
liegt  €  in  (ay),  wo  U  negativ  ist.  Es  ist  also  üi  in  y  negativ 
und  in  s  positiv  (Fig.  9  und  10). 


§2«. 


Die  Knotenpankte. 
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Daraus  ergibt  sich  der  Satz: 

13.  Die  Funktion    üi  hat  in   dem  Intervall  z/  wenig- 
stens ebenso  viele  Nullpunkte  wie  U. 
Ebenso  wie  von  U  zu  üi,  gehen  wir  von   C/i  zu  17^,  von  U^ 
zu  Us  usf.  über  und  setzen  für  eine  beliebige  ganze  2ahl  r: 

und  finden  also,  daß  jede  der  Funktionen  mindestens  so  viele 
Knotenpunkte  in  ^^  hat,  wie  jede  der  vorangehenden,  also  minde- 
stens so  viel  wie  U  selbst. 

Fig.  9.  Fig.  10 


Man  kann  hierbei  sogar  solche  Nullpunkte,  in  denen   U  und 
17'  zugleich  verschwinden,  für  zwei  zählen.    Setzen  wir: 


(8) 


m 


_  Cm    /(ImY  ^,  _  gm  +  1   / /*m  +  l\'* 


80  erhalten  wir  die  Nullpunkte  von  Ur  aus  der  Gleichung: 

(9)  r=rn-\-  Yu-i  F„^x  H h  ym^m  =  o. 

Nun  sind  fc«/^„,  ^«^.i/fi«, ...  echte  Brüche  (da  ft«,  ft^+i, ...,  ft« 
wegen  n  >>  fn  eine  wachsende  Zahlenreihe  bilden),  und  folglich 
nähern  sich  die  y«,  ym  +  i?  ...j  ^h-i  mit  unendlich  wachsendem  r 
der  Grenze  Null. 

Nun  hat  F»,  wie  wir  wissen,  n  Knotenpunkte,  in  deren 
keinem  Fi  verschwindet  Wir  können  jeden  dieser  n  Knoten- 
punkte in  ein  beliebig  kleines  Intervall  d  einschließen,  und  dann 
können  wir  die  Koeffizienten  y  so  klein  annehmen,  daß  die  durch 
(9)  definierte  Funktion  F  außerhalb  dieser  Intervalle  nicht  ver- 
schwindet, daß  sie,  ebenso  wie  F^,  an  beiden  Endpunkten  von  ö 
entgegengesetzte  Vorzeichen  hat,  und  daß  F'  im  Innern  von  d 
nicht  verschwindet.  Dann  liegt  in  jedem  Intervall  S  ein  Null- 
punkt von  F,  und  in  keinem  mehr  als  einer,  und  F  hat  also  n 
und  nicht  mehr  Knotenpunkte.  Bezeichnen  wir  also  mit  v  die 
Anzahl  der  Knotenpunkte  von  U^  so  ist 

(10) 


V 


n. 
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Ersetzen  wir  in  U 
durch 

—  r  —  T  —  r 

Cm  /*m    1    Cm  +  1  /*m  -j- 1 1   •  •  "i  ^n  f*n     y 

80  geht  C/r  (a;)  nach  (7)  in  U  über,  während  U  selbst  in 

(11)       U-r{x)  =  Cn,ilm''Vm  +  ^m  +  lf^m  +  l  ^m  +  l   4 h^nft^^'Fn 

Übergeht,  und  nach  dem  bereits  gewonnenen  Ergebnis  hat  U 
mindestens  so  viele  Wurzeln  als  U-r{^)-  Wenn  wir  dann  wieder 
die  ganze  Zahl  r  unbegrenzt  wachsen  lassen,  so  gehen  die  Knoten- 
punkte von  [7_-r(^)  in  die  von  Vn^  über,  deren  Zahl  m  ist  Dar- 
aus folgt  also 

(12)  m^v. 

Damit  ist  folgendes  bewiesen: 

14.  Die  Anzahl  der  Knotenpunkte  der  zusammen- 
gesetzten Funktion  CT  ist 

a)  höchstens  gleich  n, 

b)  mindestens  gleich  m. 

Wir  haben  den  Satz  14.  so  formuliert,  daß  jeder  Punkt,  in 
dem  die  Funktion  17  verschwindet,  als  ein  Knotenpunkt  gezählt 
wird.  Wir  hätten  aber  auch  anders  zählen  können,  nämlich  so, 
daß  wir  einen  inneren  Punkt,  in  dem  U  mit  seinen  q  —  1  ersten 
Derivierten  verschwindet,  für  q  (zusammenfallende)  Knotenpunkte 
gezählt  hätten,  und  der  Satz  hätte  sich  auch  bei  dieser  Zählung 
als  richtig  erwiesen.  In  dieser  Fassung  besagt  der  Satz  mehr  als 
14a,  aber  weniger  als  14b. 

Wenn  dagegen  in  einem  der  Endpunkte  U  mit  seinen 
q  —  1  ersten  Differentialquotienten  verachwindet,  so  würde  der 
Satz  nicht  mehr  richtig  bleiben,  wenn  wir,  was  nahe  liegt,  einen 
solchen  Punkt  als  {q  —  1)- fachen  Knotenpunkt  zählen  wollten. 
So  hat  z.  B.  die  Funktion 

F  =  a  sin  2a;  +  fe  sin  3 a: 

im  Intervall  (0,ä)  im  allgemeinen,  je  nach  dem  Wert  des  Ver- 
hältnisses a/b  einen  oder  zwei  Knotenpunkte,  aber  die  spezielle 
Funktion 

3sin2a:  —  2sin  3x  =  2sinx  (l  —  cosa;)  (1  -|-  4cosa:) 

hat  für  X  =  0  einen  Nullpunkt  dritter  Ordnung  und  außerdem 
noch  einen  inneren  Knotenpunkt.   Der  Nullpunkt  dritter  Ordnung 
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darf  also,   wenn   der  Satz   richtig   bleiben  soll,   nicht   für  drei 
Knotenpunkte  gezählt  werden. 

Es  ergibt  sich  femer  ans  dem  Satz  14.  die  Folgerung: 

15.  Die  Funktion 

(13)  ü=  c«.F«.  +  c^+iF«.+iH y  CnVn 

kann  nur  dann  identisch  verschwinden,  wenn  alle 
Koeffizienten  Ct  gleich  Null  sind. 

Wenn  nämlich  U  identisch  Null  und  Cn  von  Null  verschieden 
ist,  so  können  wir  Cn  =  l  annehmen,  und  es  ergibt  sich 

Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  linke  Seite  n  Knotenpunkte 
hat,  während  die  rechte  nach  14.  höchstens  n  —  1  haben  kann. 

§30. 

Darstellung  einer  willkürlichen  Funktion  durch 

harmonische  Funktionen. 

Die  harmonischen  Funktionen  eines  Intervalls  zi  kann  man 
zu  einer  Darstellung  willkürlicher  Funktionen  durch  unendliche 
Reihen  benutzen,  von  denen  die  Fourier sehen  Reihen  ein  spe- 
zieller Fall  sind.  Freilich  können  wir  im  allgemeinen  Falle 
nichts  weiter  tun,  als  unter  der  Voraussetzung,  daß  eine  solche 
Entwickelung  möglich  sei,  die  Koeffizienten  durch  bestimmte  Inte- 
grale ausdrücken.    Bezeichnen  wir  wieder  mit 

(1)  ^01     ^U     ^27     ^8»   ••  • 

die  harmonischen  Funktionen,   in  aufsteigender  Reihe  geordnet, 
und  wie  in  §  28,  29  möge  F«  der  Differentialgleichung 

genügen.    Irgend  zwei  dieser  Funktionen  ergeben  nach  §  25: 

(3)  F«n  —VnTn,  =  {JL^  —  yin)    Wn.  F„  dx  -f  COUSt 

und  wenn  man  das  Integral  über  das  ganze  Intervall  d,  also  von 
X  z=  0  \A&  X  =  \  ausdehnt,  und  fc^  von  f(„  verschieden  annimmt: 

1 

(4)  [Vn,V^dx  =  i). 

j 

0 
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Wenn  V^,  =  F«  wäre,  so  könnte  das  Integral  (3)  nicht  mehr 
verschwinden.  Sein  Wert  wird  dann  von  den  in  den  Vn^  noch 
unbestimmt  gelassenen  konstanten  Faktoren  abhängen.  Wir  setzen: 

1 

(5)  K^OO  =  Pn» 

0 

Ist  dann  f{x)  eine  in  dem  Intervall  ^  gegebene  willkürliche 
Funktion,  so  können  wir  setzen: 

(6)  f(x)  =  Co  Fo  +  c,  r,  -\-€,V,-\-  ..., 

worin  die  Konstanten  Co»  Cj,  Ca,  ...  von  f(x)  abhängen  und  nach 
(4)  und  (5)  bestimmt  werden,  wenn  man  (6)  mit  F„  multipliziert 
und  zwischen  den  Grenzen  0,  1  integriert.    Man  ejrhält: 

1 

(7)  Cn=^Jfix)V^dx, 

0 

ganz  analog  wie  bei  der  Fourierschen  Koeffizientenbestimmung. 


ZWEITES  BUCH. 


WÄRMELEITUNG. 


Fünfter  Abschnitt. 

Die  Differentialgrleichungr  der  "Wärmeleltungr« 


§31. 
Temperaturmaß. 

Unter  den  unmittelbar,  d.  h.  durch  körperliches  Gefühl  meß- 
baren Größen  der  Physik  ist  wohl  neben  Raum,  Zeit,  Kraft,  die 
wichtigste  die  Temperatur.  Die  Berührung  verschiedener  Körper 
bringt  eine  verschiedene  Wärmeempfindung  hervor,  wonach  wir  den 
einen  Körper  wärmer  nennen  als  den  anderen.  Eine  andere 
Definition  läßt  sich  nicht  geben 

Die  Wärmeempfindung  kann  auch  bei  einem  und  demselben 
Körper  veränderlich  sein.  Wir  sagen  dann,  die  Temperatur  des 
Körpers  habe  sich  mit  der  Zeit  verändert.  Unser  Wärmegefühl  gibt 
uns  aber  noch  keine  oder  höchstens  eine  sehr  rohe  Möglichkeit,  die 
Temperatur  zu  messen,  d.  h.  die  verschiedenen  Wärmeempfindungen 
auf  das  Zahlenreich  abzubilden.  Dazu  führt  uns  die  Erfahrung, 
daß  mit  der  Temperaturänderung  immer  noch  gewisse  andere 
physikalische  Änderungen  verschiedener  Art  verbunden  sind,  die 
einer  Messung  zugänglich  sind,  Änderungen  des  Volumens, 
chemische  Umsetzungen,  elektrische  Vorgänge  usf.,  und  es  liegt 
in  unserer  Willkür  oder  ist  vielmehr  eine  Zweckmäßigkeitsfrage, 
welche  dieser  Vorgänge  wir  als  Maß  der  Temperatur  betrachten 
wollen.  Das  Objekt  der  Messung  ist  hier  nicht  die  absolute  Tem- 
peratur, deren  Maß  und  Begriff  erst  durch  weitab  liegende  theo- 
retische Betrachtung  gewonnen  wird,  sondern  nur  die  Tempe- 
raturdifferenz, d.  h.  wir  wählen  eine  bestimmte  willkürliche 
Temperatur  als  Nullpunkt 

Als  Maß  für  die  Temperaturdifferenz  nehmen  wir  dann  irgend 
einen  der  angeführten  meßbaren  Vorgänge,  z.  B.  die  Steighöhe 
eines   bestimmten  Quecksilberfadens,  mit  dessen  Länge  wir  die 
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Temperatur  proportional  setzen.  Jedes  andere  Thermometer  muß 
aber  ^kalibrierte  werden,  d.  h.  es  muß  z.  B.  die  Steighöbe  eine& 
Weingeistthermometers  durch  Beobachtung  als  Funktion  der  Tem- 
peratur bestimmt  werden,  und  diese  Kalibrierung  wird  anders- 
ausfallen, wenn  man  von  einem  anderen  Thermometer  ausgeht. 
Um  die  hierin  liegende  Unsicherheit  zu  beschränken,  machen  wir 
zunächst,  wie  fast  überall  in  der  Anwendung  der  Mathematik  auf 
reale  Dinge,  von  dem  Taylor  sehen  Lehrsatz  Gebrauch,  in  dem 
wir  uns  auf  die  beiden  ersten  Glieder  beschränken,  d.  h.  wir 
betrachten  innerhalb  mäßiger  Temperaturdifferenzen  alle  diese 
meßbaren  Größen  als  lineare  Funktionen  der  Temperatur. 
Das  ist  unter  allen  Umständen  nur  eine  erste  Annäherung  und 
wie  weit  diese  bei  einem  gewissen  Stand  der  Genauigkeit  unserer 
Meßmethoden  zulässig  ist,  kann  nur  die  Erfahrung  lehren. 

Nehmen  wir  z.  B.  als  Maß  für  die  Temperatur  das  Volumen  v 
einer  bestimmten  Quecksilbermasse,  so  ist  die  Temperatur  u 
definitionsweise  gleich  einer  linearen  Funktion  von  v  zu  setzen: 

u  =  av  -^  b 

und  man  kann  a  und  b  bestimmen,  wenn  man  zwei  Paar  zu- 
sammengehörige Werte  Uq  v^;  Ui,  Vi  von  u  und  v  kennt.  Die 
Natur  bietet  uns  zwei  feste  unveränderliche  Temperaturen  im 
Gefrierpunkt  und  Siedepunkt  des  Wassers  (bei  mittlerem  Barometer- 
stand), und  wenn  man  diesen  Temperaturen  zwei  willkürliche 
Zahlen  zuweist,  z.  B.  m  =  0,  w  =  100,  und  die  zugehörigen  Werte 
Yon  V  beobachtet,  so  kann  man  a  und  b  bestimmen. 

Die  jetzt  allgemein  gebräuchliche  —  bei  uns  sogar  gesetz- 
liche —  Temperaturskale  erhält  man,  wenn  man  die  Steighöh» 
des  Normalthermometers  beim  Übergang  von  der  Temperatur  de& 
siedenden  zu  der  des  gefrierenden  Wassers  in  hundert  gleiche 
Teile  teilt. 

Nun  zeigt  aber  die  Erfahrung,  daß  bedeutendere  Temperatur- 
änderungen noch  Veränderungen  von  ganz  anderer  Art  zur  Folge 
haben,  Änderung  der  Aggregatzustände,  Schmelzen,  Verdampfen, 
chemische  Änderungen,  wie  Verbrennung  und  damit  verbundene 
Explosionen,  kurz  unstetige  Vorgänge,  wobei  von  einer  linearen 
Abhängigkeit  nicht  die  Rede  sein  kann.  Aber  auch  diese  Vor- 
gänge stehen  mit  den  Temperaturänderungen  im  Zusammenhang. 
Die  Thermodynamik  sucht  diesen  Zusammenhängen  durch  ihre 
beiden  Hauptsätze,  das  Energiegesetz  und  das  Entropiegesetz  bei- 
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zukommen,  wobei  dann  auch  eine  andere,  auf  theoreÜBcher  Grund- 
lage ruhende  Definition  des  Temperaturmaßes  gewonnen  wird. 

In  der  Theorie  der  Wärmeleitung  wird  nicht  nur  von  solchen 
Vorgängen  abgesehen,  sondern  auch,  was  bei  festen  Körpern  und 
mäßigen  Temperaturen  näherungsweise  gestattet  ist,  von  allen 
anderen  als  thermischen,  also  auch  von  Volumenänderungen,  und 
«8  bleibt  also  als  einfachste  und  allgemeinste  Tatsache  die  Wahr- 
nehmung übrig,  daß  zwei  Körper  verschiedener  Temperatur  bei 
•der  Berührung  den  Temperaturunterschied  allmählich  ausgleichen. 

Die  ältere  Wärmelehre,  die  ihre  Begründung  und  Ausbildung 
in  erster  Linie  Fourier  verdankt *),  erklärt  die  Erscheinungen 
der  geleiteten  Wärme  aus  der  Annahme  eines  imponderabeln 
Wärmestoffes,  und  die  neuere  Physik  hat  für  die  Theorie  der 
Wärmeleitung  bisher  auch  nichts  anderes  an  die  S.telle  gesetzt, 
wenn  sie  auch  erkannt  hat,  daß  dieser  Stoff  keineswegs  unzer- 
störbar und  unveränderlich  ist,  und  seine  Umsetzung  in  andere 
Energieformen  das  wesentlichste  Problem  der  neuen  Thermo- 
dynamik ist. 

Aus  dem  Temperaturmaß  erhält  man  ein  Maß  für  die 
W^ärmemenge.  Um  die  Temperatur  einer  Masse  m  von  u  auf 
<*  -(-  (hl  zu  erhöhen,  ist  eine  Wärmemenge  dq  erforderlich,  die 
man,  wenn  du  unendlich  klein  ist,  mit  du  proportional  setzt 
Außerdem  wird  man  sie  mit  der  Masse  m  proportional  an- 
nehmen, also: 
(1)  dq  =  mcdu^ 

wo  c  der  Proportionalitätsfaktor  ist.  Erfahrungen  wie  die,  daß 
zwei  Körper  verschiedener  Substanz  oder  auch  derselben  Substanz 
und  verschiedener  Temperatur,  die  sich  bei  Berührung  mit  einem 
Meßkörper,  z.  B.  mit  Wasser  einer  bestimmten  Temperatur,  um 
dieselbe  Temperaturdifferenz  erwärmen,  die  Temperatur  des  Meß- 
körpers ungleich  erniedrigen,  zwingen  dazu,  den  Proportionalitäts- 
faktor  c  als  Funktion  der  Temperatur  und  außerdem  von  der 
Substanz  abhängig  anzunehmen.  Er  wird  die  spezifische 
Wärme  der  betreffenden  Substanz  genannt.  Hat  man  ihn  für 
irgendeinen  Körper,  z.B.  für  Wasser  bei  lö^C  willkürlich 
etwa  =  1  angenommen,  so  kann  man  ihn  für  alle  anderen  Italic 
durch  Messung   der  Temperaturerhöhung  von  einer  bestimmten 


*)  Fourier,  »Theorie  analytiqae  de  la  chaleur",  Paris  1822;  Poisson, 
«Th^rie  math^matique  de  la  chaleur",  Paris  1885. 


78  Fünfter  Abschnitt.  §82. 

Temperatur,  die  der  gleichen  Abkühlung  des  Meßkörpers  entspricht^ 
bestimmen. 

Die  Einheit  für  die  Wärmemenge  ist  alsdann 
die  Wärmemenge,  die  erforderlich  ist,  um  (bei  Aus- 
schließung aller  anderen  Wirkungen  der  Wärme) 
Waöser  von  15®  auf  16®  zu  erwärmen. 

Hier  ist  für  das  unendlich  kleine  du  ein  Grad  gesetzt,  wa& 
den  Tatsachen  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  entspricht. 

Diese  Wärmeeinheit  heißt  eine  kleine  Kalorie.  Andere 
Arten,  die  Wärmeeinheit^  zu  definieren,  Nullpunktkalorien,  mitt- 
lere Kalorien,  findet  man  in  physikalischen  Werken.  Hat  man 
sich  über  die  anzuwendende  Kalorie  geeinigt,  so  kann  man  die 
Wärmemenge,  ebenso  wie  die  Temperatur,  durch  eine  Zahl  aus- 
drücken, defen  Einheit  von  Raum-,  Zeit-  und  Masseneinheit  un- 
abhängig ist.  Die  spezifische  Wärme  c  ist  dann  die  Wärmemenge, 
die  erforderlich  ist,  um  ein  Gramm  einer  Substanz  um  einen 
Grad  zu  erwärmen. 

Nach  dem  ersten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
ist  aber  die  Wärme  äquivalent  mit  Arbeit  oder  Energie  und 
kann  durch  diese  gemessen  werden. 

Eine  Kalorie  ist  äquivalent  mit  427  Gramm-Metern  und  diese 
Zahl  heißt  das  mechanische  Wärmeäquivalent.  Multiplizieren 
wir  die  Anzahl  der  Kalorien  mit  dieser  Zahl,  so  erhalten  wir 
die  Wärmemenge  in  mechanischem  Maße  ausgedrückt  und  die 
Dimensionen  werden  dann  dieselben,  wie  die  der  Energie:  [ml^t"^]. 
Die  spezifische  Wärme  erhält  die  Dimension  [Z^i-sji). 

§32. 
Wärmefluß. 

In  bezug  auf  den  Übergang  der  Wärme  von  einem  wärmeren 
Körper  zu  einem  kälteren,  oder  kurz  die  Wärmeleitung  gilt 
nun  erfahrungsmäßig  folgender  Grundsatz*): 

Wenn  eine  ausgedehnte  Platte  von  irgend  einem  Stoff  auf 
beiden  Seiten  mit  Räumen  verschiedener  Temperatur,  z.  B.  auf 
der  einen  Seite  mit  schmelzendem  Eis,  auf  der  anderen  mit 
Wasser  von    höherer  Temperatur  in  Berührung  steht,    so  wird, 

*)  Vgl«  ^i®  Darstellung  in  Weber- Wellstein ,  , Enzyklopädie  der 
Elementarmathematik",  Bd.  III,  2.  Aufl.,  §  27,  28. 

*)  Vgl.  Riecke,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik. 
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wenn  die  Temperatur  beiderseits  konstant  erhalten  wird,  Wärme 
von  der  warmen  nach  der  kalten  Seite  durch  die  Platte  hindurch- 
gehen, die  z.  B.  durch  die  Menge  geschmolzenen  Eises  gemessen 
werden  könnte. 

Die  ganze  Vorrichtung  denken  wir  uns  nach  außen  durch 
eine  zylindrische  Fläche,  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte,  be- 
grenzt, durch  die  keine  in  Betracht  kommende  Wärmemenge 
aus-  oder  eintritt;  die  Temperaturen,  die  auf  beiden  Seiten  der 
Platte  herrschen,  mögen  mit  t/o,  u^  bezeichnet  sein. 

Die  Wärmemenge  Q,  die  in  der  Zeit  t  durch  die  Platte 
hindurchgeht,  ist  dann  proportional  mit  der  Temperaturdifferenz 
t*i  —  ÜQy  proportional  mit  der  Oberfläche  o  der  Platte,  und  pro- 
portional mit  der  Zeit  ^,  endlich  umgekehrt  proportional  mit  der 
Dicke  ^  der  Platte,  also 

(1)  V  =  *^^^^-^ai<, 

worin  k  ein  Faktor  ist,  der  die  Wärmeleitfähigkeit  der  Sub- 
stanz der  Platte  heißt  Dieser  Faktor  k  ist  nur  in  erster  An- 
näherung konstant,  er  ist  streng  genommen  noch  eine  Funktion 
der  beiden  Temperaturen  üq)  t«i,  und  kann,  wenn  die  Temperatur- 
differenz lii  —  Uo  klein  ist,  mit  einer  weiteren  Annäherung  auch 
als  Funktion  der  mittleren  Temperatur  \  (Uq  -j-  %)  angesehen 
werden. 

Wir  machen  nun  die  Annahme,  daß  ein  Wärmeaustausch 
nur  zwischen  den  sich  unmittelbar  berührenden  Teilen  eines  Kör- 
pers stattfinde^)  und  wenden  demgemäß  die  Formel  (t)  auf  die 
unendlich  kleinen  Teile  eines  Körpers  an,  in  dem  die  Tempe- 
ratur u  eine  Funktion  des  Ortes  ist.  Wenn  wir  auch  die  Zeit- 
dauer t  auf  ein  unendlich  kleines  Zeitelement  dt  beschränken, 
können  wir  auch  noch  die  Voraussetzung  fallen  lassen,  daß  Uq^  iii 
von  der  Zeit  unabhängig  sind,  und  können  also  die  Temperatur  u 
auch  als  Funktion  der  Zeit  ansehen. 

Wenn  wir  dann  die  Formel  (1)  auf  das  unendlich  Kleine 
übertragen,  so  ergibt  sich  der  folgende  Satz: 

Ist  die  Temperatur  u  im  Innern  eines  Wärme- 
leiters eine  Funktion  des  Ortes  und  der  Zeit,  ist 
d(o  ein  Flächenelement  im  Innern  dieses  Körpers, 

^)  Hierdurch  schließen  wir  die  Wärmestrahlung,  also  die  Vorgänge 
in  den  diathermanen  Körpern,  von  der  Betrachtung  aus. 
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dn  ein  Element  der  Normalen  an  (2o,  in  einer 
beliebigen  der  beiden  Richtungen  positiv  ge- 
nommen, so  fließt  in  der  Richtung  von  dn  in  dem 
Zeitelement  dt  eine  Wärmemenge 

(2)  dq  =  — kTT-dadt. 
^  ^  dn 

wenn  k  die  Leitfähigkeit  der  Substanz  ist,  die  eine  Funk- 
tion des  Ortes  und  auch  der  Temperatur  u  (also  implizite  auch 
der  Zeit)  sein  kann,  in  erster  Annäherung  aber  auch  als  kon- 
stant angesehen  wird. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  führen  wir  jetzt  den 
Temperaturgradienten  ein,  und  nennen  den  Vektor  (Bd.  I, 
§94) 

(3)  D  =  —  k  grad  u 

den  Wärmefluß.  Es  ist  dann  nach  (2)  die  Komponente  Qn 
dieses  Vektors  die  in  der  Zeiteinheit  in  der  Richtung  n  durch 
die  Flächeneinheit  hindurchgegangene  Wärmemenge. 

§  33. 
Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung. 

Um  nun  zu  der  Differentialgleichung  für  die  Wärmebewegung 
zu  gelangen,  betrachten  wir  einen  beliebigen  Raumteil  r  eines 
Wärmeleiters,  in  dem  die  Temperatur  und  das  Temperaturgefälle 
stetig  sind,  und  in  dem  auch  die  Leitfähigkeit  k  keine  Unstetig- 
keit  erleidet. 

Ist  0  die  Oberfläche  von  r,  rfo  ein  Element  von  0  und  n 
die  ins  Innere  gerichtete  Normale,  so  ist 


(1)  [Qndo 


die  Wärmemenge,  die  durch  Leitung  von  außen  in  der  Zeiteinheit 
in  den  Raum  r  eintritt,  und  dieser  Ausdruck  läßt  sich  nach  dem 
Gaußschen  Integralsatz  (Bd.  I,  §  95,  I.)  auch  durch  ein  Raum- 
integral darstellen: 

(2)  —  f  div  D  dt. 

Um  allgemein  zu  sein,  nehmen  wir  an,  daß  zugleich  im 
Innern  des  Körpers,  etwa  durch  elektrische  Vorgänge  oder  auf 
andere  Weise,  Wärme  erzeugt  oder  vernichtet  werde,  und   be- 
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zeichnen  die  so  im  Raumelement  dir  in  dem  Zeitelement  dt  ge- 
bildete Wärmemenge  mit 

(3)  Adr  dt, 

worin  A  eine  Funktion  Ton  Ort  und  Zeit  bedeuten  kann.  Der 
gesamte  Gewinn  an  Wärme,  den  der  Raum  r  in  dem  Zeitelement 
dt  erfährt,  ist  daher  nach  (2)  und  (3): 

(4)  dt{(A--  divO)dr. 

Wir  sehen  ab  von  den  mit  den  Temperaturänd^rungen  ver- 
bundenen Yolumänderungen,  so  daß  jedes  Raumelement  dauernd 
Yon  demselben  Massenelement  erfüllt  gedacht  wird.  Dann  ist 
die  Masse  des  Elementes  (2r,  wenn  q  die  Dichtigkeit  bedeutet, 
gleich  gdt  und  die  Temperaturzunahme  im  Zeitelement  dt  gleich 
(du /dt) dt  Um  diese  Temperaturzunahme  zu  bewirken,  ist  aber 
nach  §  31  ^)  eine  Wärmemenge  erforderlich  gleich 

CO  — 7  dt  dt, 

et 

also  für  den  ganzen  Raum  r 

(5)  dn  cp  ^  dt. 

Die  Ausdrücke  (4)  und  (5)  müssen  also  einander  gleich  sein, 
und  da  der  Raum  r  beliebig  war,  die  Gleichheit  beider  Aus- 
drücke also  auch  für  jeden  Teil  von  t  bestehen  muß,  so  folgt 

(6)  CQ  -^  =  A  —  div  O  =  -4  4"  divfcgrad w, 
oder  explizite  geschrieben  [Bd.  I,  §  93  (3)]: 

up      up      dkp 

8^  ^      dx      ^       dy  dz 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Differentialgleichung,  der  die 
Temperatur  im  Innern  eines  Leiters  zu  genügen  hat.  Die 
Größe  A  ist  aber  nicht  immer  von  vornherein  bekannt,  sondern 
sie  hängt  ihrerseits  wieder  von  noch  unbekannten  Funktionen, 
z.  B.  von  der  Intensität  der  elektrischen  Strömung,  ab.  Wir 
betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wo  A  =  0  gesetzt 
werden  kann,  wo  also  im  Innern  des  .Leiters  ein  zu  berück- 
sichtigender Umsatz  von  Energie  nicht  stattfindet.  Dann  nimmt 
I.  die  einfache  Gestalt  an: 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    IL    5.  Aufl.  a 


82  Fünfter  Abschnitt.  §84. 

H.|if     ^kp^     iicp 

T  du  dx    .         dy     .         da 

^  dt  dx      ^       dy       ^       da 

Weun  die  Leitfähigkeit  Ic  als  konstant  betrachtet  werden 
kann,  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  noch  weiter,  und  sie 
wird,  wenn 

(7)  —  =  a^ 

gesetzt  wird: 

j.  '       du         Jd^u    ,    d^u    .    d^u\ 

oder  abgekürzt: 

T  ^^0       4 

Ol 

Ist  auch  die  spezifische  Wärme  c  und  die  Dichtigkeit  q  kon- 
stant, so  ist  a^  eine  Eonstante,  die  der  Temperatur-Leitungs- 
koeffizient  genannt  wird^). 

Setzt  man  in  den  Formeln  I.  bis  Ic.  du/(^t  =  0^  so  er- 
geben sich  die  Bedingungen  für  den  stationären  Zustand. 
Die  Gleichungen  Ib.  und  Ic.  werden  dann  dieselben,  wie  die  für 
das  elektrische  Potential  bei  stationärer  elektrischer  Strömung 
(Bd.  I,  §  173). 

§34. 
Grenzbedingungen. 

Bei  den  Wärmeleitungsproblemen  haben  wir  es  immer  mit 
begrenzten  Körpern  zu  tun.  Bei  den  Versuchen  sind  feste  Wärme- 
leiter mit  der  Luft  in  Berührung,  oder  sie  befinden  sich  in  einem 
Wasserbade,  in  dem  die  Temperatur  konstant  gehalten  wird,  usf. 

Zwar  ist  jeder  endliche  Körper  Teil  eines  unbegrenzten 
Temperaturfeldes,  aber  in  diesem  Felde  sind  flüssige  und  gas- 
förmige Körper  enthalten,  es  kommt  auch  die  Wärmestrahlung 
in  Betracht,  und  die  Theorie  ist  weit  davon  entfernt,  diese  Um- 
stände alle  berücksichtigen  zu  können.  Man  beschränkt  sich 
daher  auf  die  Betrachtung  endlicher  Körper,  muß  dann  aber  die 
ergänzenden  Bedingungen  an  der  Grenze  aus  der  Erfahrung  oder 


*)  Die  Dimensionen  deV  hier  vorkommenden  Größen  in  absolutem  Maße 
sind,  wenn  Temperaturdifferenzen  als  reine  Zahlen  angesehen  -werden: 

[k]  =  [mit-»],  [c]  =  [IW],  [p]  =  [ml-],  [a«]  =  l?«-]. 
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durch  wahrscheinliche   Annahmen   hinzufügen,  die   nachträglich 
durch  die  Erfahrung  zu  prüfen  sind. 

1.  Stetigkeitsbedingungen.  Es  wird  angenommen,  daß 
die  Temperatur  an  jeder  Stelle  eine  stetige  Funktion  der 
Zeit  ist.  In  einem  Raumteil,  in  dem  sich  die  Koeffizienten 
/:,  p,  c  stetig  ändern,  ist  die  Temperatur  eine  stetige  P'unk- 
tion  des  Ortes. 

2.  Anfangszustand.  In  irgend  einem  Augenblicke,  von 
d^m  aus  wir  den  Vorgang  verfolgen  wollen,  und  in  dem  wir 
f  =r  0  setzen,  ist  die  Temperatur  eine  beliebig  gegebene 
Funktion  des  Oi*tes,  die  wir  den  Anfangszustand  nennen. 
Diese  Funktion  braucht  nicht  stetig  zu  sein.  Nach  I.  muß  aber 
nach  Verlauf  einer  noch  so  kurzen  Zeit  eine  etwa  vorhandene 
Unstetigkeit  sich  ausgeglichen  haben.  An  einzelnen  Stellen,  etwa 
an  Flächen,  in  denen  der  Anfangszustand  unstetig  ist,  wird  also 
auch  eine  sprungweise  Änderung  mit  der  fig.  il. 

Zeit  angenommen  werden  müssen. 

Eine  Verletzung  der  Stetigkeitsbedin- 
gung 1.  muß  daher  für  ^  =  0  zugelassen 
werden.  Wir  formulieren  daher  die  Be- 
dingung für  den  Anfangszustand  etwas 
schärfer  dahin,  daß  die  Temperatur  u 
für  ^  =  0  überall  da  stetig  in  den  An- 
fangszustand übergehen  soll,  wo  dieser 
Anfangszustand  eine  stetige  Funktion  des 
Ortes  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  0  den  Anfangszustand,  so  drücken  wir 
diese  Bedingung  so  aus: 

II.  für  t  =  0  ist  u  =  0. 

3.  Bedingung  an  Unstetigkeitsflächen.  Wenn  sich  zwei 
heterogene  Leiter  1,  2  in  einer  Fläche  o  berühren,  so  können 
wir  dies  so  auffassen,  als  ob  die  Koeffizienten  A',  q,  c  an  dieser 
Fläche  eine  sprungweise  Änderung  erleiden.  Wir  bezeichnen  die 
Werte  zu  beiden  Seiten  der  Fläche  o  mit  jfcj,  ^j,  c^;  &„  q^^  Cj. 
Die  Temperatur  u  kann  an  dieser  Fläche  gleichfalls  unstetig 
sein,  und  ihre  Werte  auf  beiden  Seiten  seien  Wj,  Uj.  Wir  grenzen 
zwei  Räume  r,,  t^  ab,  die  ein  Stück  von  o  als  gemeinschaftliche 
Grenze  haben,  und  außerdem  durch  Flächen  Oj,  0^  begrenzt  sind 
(Fig.  11)  und  bestimmen  nun  die  Wärmemenge,  die  in  jeden  dieser 

6* 
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Räume  eintritt.  Dabei  werde  die  Annahme  gemacht,  daß  durch 
ein  Element  da  von  a>  in  dem  Zeitelement  dt  eine  Wärmemenge 
von  1  nach  2  übertritt,  die  mit  der  Temperaturdifferenz  Ui  —  u^ 
proportional  ist,  und  die  wir  gleich 

(1)  h(ui  —  U2)dc9dt 

setzen.  Der  Koeffizient  h  kann  eine  Funktion  des  Ortes  und  der 
Temperaturen  Ui,  ti,  sein,  und  wird  im  einfachsten  Falle  als 
konstant  angesehen.  Er  heißt  die  Übergangs-Leitfähigkeit 
und  wird  wesentlich  auch  von  der  Beschaffenheit  der  Berührungs- 
fläche abhängig  sein. 

Die  Wärmemenge,  die  der  Raumteil  r^  in  dem  Zeitelement 
dt  gewinnt,  auf  die  Zeiteinheit  berechnet,  ist  dann  wie  im  §  33 
zu  bestimmen  und  ergibt  sich,  wenn  n  die  innere  Normale  an 
Ol  bedeutet: 

(2)  [  QndO,  —{h{u,  —  u^)d(o  +[Adx,, 

und  nach  dem  6 au ß sehen  Integralsatze,  auf  r^  angewandt,  ist 
dann 

(3)  f(2ndOi  —  f(2n!dcD=  — [divOdri, 

wenn  im  zweiten  Integral  n  die  Normale  an  (2 cd,  [von  1  nach  2 
gerichtet,  bedeutet;  also  ist  der  Wärmegewinn  von  r^ 

(4)  [[Qn  -  h(u,  -  t*,)]d(o  +  j(^  -  divO)dT,. 

Andererseits  ergibt  sich  aus  der  Temperaturerhöhung  für  diese 
Wärmemenge  der  Ausdruck 

(5)  Jc^-^dri, 
und  nach  §  33  (6)  ist  daher 


I 


[Qn  —  h(Ui  —  u^)]da)  =  0. 


Da  diese  Gleichung  für  jeden  Teil  der  Fläche  o  gültig  sein 
muß,  so  folgt  aus  ihr  für  jeden  Punkt  von  o  die  Gleichung 

Es  ist  hierin  n  die  von  1  nach  2  gerich<!ete  Normale  an  ©, 
und  nach  §32  (3)  ist: 

^  ^  dn 


V7U.UMc^f^'^)^'^^' 
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Dieselbe  Betrachtung  läßt  sich  auf  r,  anwenden,  und  so  er- 
balten wir  also  die  Bedingungen: 

m.  '^l 

für  die  Fläcbe  o. 

Man  siebt,  daß  die  Konstante  h  eine  Längendimension  mehr 
entbält  als  h.  Es  werden  also  die  Verbältnisse  k^  :  h  und  k^ :  h 
durcb  Längenmaß  ausgedrückt.  Lassen  wir  diese  Länge  ver- 
scbwindend  klein  werden  (im  Vergleich  zu  den  übrigen  in  Be- 
tracht kommenden  Längen),  so  ergibt  sich  eine  andere  Bedingung, 
nämlich : 


dn  ~'^^  dn 


ma.  t<i  =  Wa»  *i  -^  =  * 

an  der  Fläche  o. 

Dies  entspricht  also  der  Annahme  über  den  Ausgleich  der 
Temperaturen  zwischen  L  und  2.,  daß  eine  sprungweise  Tempe- 
raturänderung auch  beim  Übergang  aus  dem  einen  Körper  in 
den  anderen  nicht  bestehen  kann,  und  sich  sofort  auflösen  muß, 
wenn  sie  am  Anfang  bestand.  Der  Gradient  wird  an  der  Grenze 
eine  durch  Illa.  bestimmte  Unstetigkeit  erleiden  müssen. 

Diese  Betrachtung,  auf  den  Fall  ä^^  =  k^  angewandt,  zeigt 
uns,  daß  der  Temperaturgradient  nicht  an  Flächen  unstetig  werden 
kann,  wenn  nicht  die  Leitfähigkeit  unstetig  ist. 

4.  Oberflächenbedingung.  Auf  dem  gleichen  Wege  er- 
halten wir  die  Bedingung  für  die  Oberfläche  des  Körpers.  Wir 
nehmen  die  Temperatur  ü  der  Umgebung,  z.  B.  der  Zimmerluft, 
als  gegeben  an;  sie  kann  konstant  oder  auch  eine  gegebene 
Funktion  von  2^it  und  Ort  sein.  Es  kommt  nur  auf  den  Wert 
Ton  U  an  der  Grenze  des  betrachteten  Körpers  an.  Man  nimmt 
dann  wieder  an,  daß  durch  ein  Element  do  dieser  Grenze  im 
Zeitelement  eine  Wärmemenge  aus  dem  Körper  in  die  Umgebung 

tritt,  die  durch 

h{u  —  U)do  dt 

ausgedrückt  ist,  und  nennt  h  die  äußere  Leitfähigkeit  des 
Körpers.  Es  ist  dann  alles  wie  vorher  für  den  Körper  Tq,  nur 
daß  jetzt  an  Stelle  von  u^  die  gegebene  Funktion  U  tritt,  und 
man  findet,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet 
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und  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  angedeutet  ist,  daß 
die  Werte  der  Funktionen  an  der  Oberfläche  zu  nehmen  sind: 

IV.  kl^  =  h{u—U). 

Die  äußere  Leitfähigkeit  h  hängt  von  der  Temperatur  selbst 
und  sehr  wesentlich  von  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche  ab. 
Auch  hier  können  wir  den  Grenzfall  betrachten: 

IV  a.  u  =  ü. 

Eine  Bedingung  für  den  Differentialquotienten  ergibt  sich  in 
diesem  Falle  nicht  Man  kann  IVa.  als  Grenzfall  aus  IV.  ab- 
leiten, wenn  man  h  unendlich  werden  läßt 

§  35. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Die  Differentialgleichung  und  die  Grenzbedingungen,  die  wir 
in  den  beiden  vorangegangenen  Paragraphen  abgeleitet  haben, 
sind  linear,  wenn  wir  die  Koeffizienten  <?,(»,%,  A  als  von  der 
Temperatur  unabhängig  voraussetzen  dürfen.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung sind  diese  Größen,  die  ihrer  Natur  nach  positiv  sind, 
entweder  konstant  oder  nur  von  den  Koordinaten,  nicht  von  der 
Zeit  abhängig. 

Wenn  wir  außerdem  noch  voraussetzen,  daß  die  im  Innern 
des  Leiters  erzeugte  Wärme  A  entweder  gleich  Null  oder  doch 
eine  gegebene  Funktion  des  Ortes  und  der  Zeit  ist,  so  läßt  sich 
beweisen,  daß  durch  die  Bedingungen  L,  IL,  III. ,  IV.  der  beiden 
letzten  Paragraphen  die  Funktion  u  eindeutig  bestimmt  ist. 

Nehmen   wir   an,   es   existieren   zwei  Funktionen  u\  ti",   die 
denselben  Bedingungen  I.  . . .  IV.  genügen,  und  zwar  für  dieselben 
Funktionen  A  und  U,  so  genügt  die  Differenz 
(1)  ti  =  m'  —  u" 

den  folgenden  Bedingungen: 

1.  c  9  — -  =r  div  k  grad  w, 

0 1 

2.  u  =  0    für    ^  =  0, 

3.  Aji-^  =  Ä-,g^  =  -AK-«.) 
an  einer  Unstetigkeitsfläche  co, 

4.  A;  ^r—  =  hu 

dn 
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an  der  Oberfläche.    Dabei  bedeutet  &  in  4.  die  äußere,  in  3.  die 
Übergangs-Leitfahigkeit 

(Wir  nehmen  hier  die   allgemeineren  Bedingungen  III.,  IV. 
Bei  Annahme  der  Bedingungen  üla.,  IVa.  würde  sich  der  Beweis 
noch  etwas  einfacher  gestalten.) 
Wenn  wir  von  der  Formel: 

o7     Ott  ^,  du 

dx       ,  /duV  .  dJc 


=Kiiy+""8i 


dx 

und  den  beiden  entsprechenden  Gebrauch  machen,  so  folgt 
(2)  div  ku  grad  u  =  kl)(u)  -{-  u  divk  grad  w, 

wenn 

(')      ^w = a-:)*+  0'+  C-r)' 

Die  Gleichung  (2)  gibt  aber  nach  1.: 

div  iu  grad  u  =  kD(u)  -^  cqu  -^, 
oder  auch,  da  cp  von  t  unabhängig  ist: 
(4)  div  k u  grad  u  =  kD(u)  4-  -  — ::^—  • 

Wenn  wir  nun  über  den  ganzen  Raum  r  des  Wärmeleiters 
integrieren  und  das  Gaußsche  Theorem  anwenden,  wobei  die 
ünstetigkeitsSächen  o  als  Schnitte  mit  zur  Begrenzung  zu  rechnen 
sind,  so  folgt: 


I  div  A;u  gradue^r  =  —  l  Äu  n—  do 


+f(*,^i^-*.^i^). 


J \  '    '  dn  •   •  ön/ 

oder  mit  Rücksicht  auf  3.  und  4.: 

—  I  div  Ä;u  grad  w dir  =    hu^do  -f-  1  h{ui  —  u^ydca^ 

also  nach  (4): 

-|-  [ Ä(Ui  —  u^yda  =  0, 

und  wenn  man  endlich  noch  in  bezug  auf  die  Zeit  t  zwischen 
den  Grenzen  0  und  t  integriert,  und  dabei  die  Bedingung  2.  be- 
rücksichtigt 
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2dr 


(5)  yJ^^** 

t  • 

+  [d^|  {lcD{u)dT  ^ihu^do  +  JÄ(«i  —  Wj)«rfol  =  0. 

0 

Wenn  nun  u  irgendwo  im  Räume  t  und  in  irgend  einem 
Zeitintervall  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die  linke  Seite  von 
(5)  eine  Summe  von  positiven  Gliedern,  die  nicht  verschwinden 
kann.  Folglich  muß  u  =  0  oder  u'  =  u"  sein ,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

§36. 
Wärmebewegung  in  einem  Stabe. 

Wenn  der  Leiter  ein  Stab  ist,  dessen  Querdimensionen  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können,  dann  läßt  sich  das 
Problem  der  Wärmebewegung  dadurch  vereinfachen,  daß  man 
die  Oberflächenbedingung  in  die  Differentialgleichung  mit  hinein- 
zieht. 

Wir  betrachten  also  einen  Stab,  der  geradlinig  oder  auch 
gekrümmt  sein  kann,  der  einen  beliebig  gestalteten  Querschnitt 
vom  Flächeninhalt  q  hat,  wobei  q  auch  von  einer  Stelle  zur 
anderen  veränderlich  sein  könnte.  Um  die  Staboberfläche  zu  er- 
zeugen und  zugleich  den  Querschnitt  exakt  zu  definieren,  denke 
man  sich  eine  kleine  ebene,  möglicherweise  veränderliche  Fläche  q 
so  längs  einer  gegebenen  Raumkurve,  der  Stabachse,  bewegt,  daß 
der  geometrische  Schwerpunkt  von  q  immer  auf  der  Kurve  bleibt, 
und  q  senkrecht  auf  ihr  steht.  Auf  der  Achse  des  Stabes  zählen 
wir  in  einer  beliebigen  Richtung  und  von  einem  beliebigen 
Anfangspunkte  aus  die  Abszisse  x.  Es  wird  vorausgesetzt,  daß 
man  von  den  Schwankungen  der  Temperatur  u  innerhalb  eines 
Querschnittes  absehen  kann.  Die  Temperatur  U  der  Umgebung 
kann  in  diesem  Falle  angesehen  werden  als  eine  Funktion  von  x 
und  von  t 

Man  erhält  die  Differentialgleichung  am  einfachsten,  wenn 
man  den  Wärmegewinn  eines  Elementes  dieses  Stabes  von  der 
unendlich  kleinen  Länge  dx  während  des  Zeitelementes  dt  be- 
rechnet. Ist  k  die  Leitfähigkeit,  die  auch  eine  Funktion  von  x 
sein  kann,  so  tritt  durch  den  ersten  Querschnitt  dieses  Elementes, 
dessen  Fläche  q  gleichfalls  eine  Funktion  von  x  sein  kann,  eine 
Wärmemenge  ein,  die  durch 
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(1)  -^i^U'* 

ausgedrückt  ist,  und  durch  den  letzten  Querschnitt,  der  der  Ab- 
szisse X  -{-  dx  entspricht»  fließt  die  Wärmemenge  von  der  Größe 

in  der  Richtung  der  positiven  x^  also  aus  dem  Element  heraus. 

Außerdem  aber  tritt  noch  durch  die  Oberfläche  des  Ele- 
mentes gegen  die  Luft  eine  gewisse  Wärmemenge  aus,  die  nach 
den  Voraussetzungen  von  §  34,  IV.  zu  bestimmen  ist  Bedeutet  l 
den  Umfang  eines  Querschnittes  $,  so  ist  Idx  bis  auf  unendlich 
kleine  Größen  höherer  Ordnung  die  Größe  der  Oberfläche,  und  wenn 
also  h  die  äußere  Leitfähigkeit  bedeutet,  so  ist  diese  Wärmemenge 
(3)  hl(u—  V)dxdt 

(1)  gibt  den  Gewinn,  (2)  und  (3)  den  Verlust  an  Wärme, 
und  folglich  ist  der  ganze  Gewinn,  der  zur  Temperaturerhöhung 
verwandt  wird. 


W 


^^  —  hl{u—  ü) 


dxdt 


dx 

Wenn  nun  c  und  q  spezifische  Wärme  und  Dichtigkeit  be- 
deuten, so  ist  diese  Wärmemenge  gleich 

(5)  CQ  gj  qdxdt, 

und  es  ergibt  sich  also  die  Differentialgleichung: 

^          dqk  rr- 
^'  ^'^Jt=-d^ hl(u-U). 

Wollen  wir  auch  den  Fall  berücksichtigen,  daß  im  Innern 
des  Leiters  noch  Wärme  durch  Umsatz  von  Energie  erzeugt 
wird,  so  tritt,  wenn  A  die  in  der  Volumeneinheit  und  der  Zeit- 
einheit erzeugte  Wärmemenge  ist,  an  Stelle  von  V.  die  all- 
gemeinere Gleichung 

du                   ^^^d^ 
Va.  qcQ  —  =  ^fl  H — hl  (w  —  U). 


Sechster  Abschnitt 

Probleme  der  Wärmelettungr,  die  nur  von 
einer  Koordinate  abhängrlg*  sind. 


§37. 

Die  Temperatur  ist  nur  von  einer  Koordinate  abhängig. 

Unbegrenzter  Körper. 

Um  die  allgemeine  Theorie  auf  besondere  Fälle  anzuwenden, 
machen  wir  die  Annahme,  daß  die  Koeffizienten  k^  9,  c  (Leitfähig- 
keit, Dichtigkeit,  spezifische  Wärme)  Konstanten  sind,  und  wenden 
also  zunächst  die  Differentialgleichung  für  die  Temperatur  in  der 
Form  §  33,  I  c. : 

(1)  1?  =  «^^^ 

an,  worin  a^  =  k/CQ  eine  positive  Konstante  ist  Wir  wollen 
diese  Gleichung  aber  zunächst  noch  weiter  vereinfachen  durch 
die  Annahme,  daß  u  nur  von  einer  räumlichen  Koordinate  x  ab- 
hänge, also  die  Differentialgleichung  (1)  die  Form  habe: 

Dies  setzt  voraus,  daß  wir  uns  den  Leiter  in  der  Richtung 
der  yz 'Ebene  unendlich  ausgedehnt  vorstellen. 

Aber  auch  die  Differentialgleichung  für  die  Wärmebewegung 
in  einem  Stabe  läßt  sich  auf  diese  Form  bringen,  wenn  wir  die 
Temperatur  der  Umgebung  ü  und  die  Leitfähigkeiten  h  und  k  und 
den  Querschnitt  7  konstant  annehmen.  Es  lautet  nämlich  unter 
diesen  Voraussetzungen  die  Differentialgleichung  §  36  V.: 

worin  b^  =  hl  :  c q q  eine  zweite  Konstante  ist 
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Setzt  man  aber 

dt      '^    \dt      "  7'   dx*  —  *      8z«' 

80  geht  (3)  in 

(4)  ^  =  a^^ 

^^  dt  dx^ 

über,  was  mit  (2)  der  Form  nach  übereiBstimmt 

Wenn  wir  uns  den  Körper  auch  in  der  Richtung  der  a^-Achse 

unendlich  ausgedehnt  denken,  so  fällt  die  Grenzbedingung  weg, 

und  die  Funktion  u  ist  dui'ch  (2)  und  durch  den  Anfangszustand 

YÖllig  bestimmt 

Um  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  zu 

ünden,  wenden  wir  die  Methode  der  partikularen  Lösungen  an. 
Man  sieht  nämlich  leicht,  dali  die  Differentialgleichung  (2) 

iief riedigt  ist,  wenn  für  u  eine  der  Funktionen 

^^•«*«  cos  A  X,      c-^*"*«  sin  X  x 

gesetzt  wird,  worin  A  eine  willkürliche  Konstante  ist,  die  positiv 
vorausgesetzt  werden  kann.  Jede  dieser  Lösungen  können  wir 
mit  einem  willkürlichen  konstanten  Faktor,  der  eine  Funktion 
von  X  sein  kann,  multiplizieren,  und  die  Summe  aller  dieser 
Olieder  nehmen.  Wir  erhalten  so,  wenn  A  und  Ji  willkürliche 
Funktionen  von  A  sind,  eine  allgemeine  Lösung  von  (2): 


00 


<5)  M  =  [(^cosAj:  +  2?sinAa:)e-^*«*«dA, 

0 

und   nun  sind  diese  Funktionen  ^,  ^  so  zu  bestimmen,  daß  u 
für  f  =  0  in  den  gegebenen  Anfangszustand  <l>(a:)  übergeht. 

Es    ist    aber    nach    dem    Fouri  er  sehen    Lehrsatze    [Bd.  I, 
^  18  (10)] 

00  +00 

<6)  a>(a:)  =  — [dA  f0(a)cos  A(a  —  x)da, 

0  —  00 

und  dies  soll  nach  (5)  gleich 

X 

{7)  [(-4  cos  A;z:  -|-  i?  sin  kx^dk 

0 

werden.    Die  Vergleichung  von  (6)  und  (7)  ergibt  aber 
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+  00  +» 

Ä  =  —  [0(a)  cos  akda,      IB  =  —  I  0 (cc)  sin  a  A d a, 


-00  —  00 


und  wenn  wir  dies  endlich  in  (5)  einsetzen,  so  erhalten  wir 

00  +00 

(8)  u  =  ^{er^""*dx{0{a)coaX{a  —  x)d«, 

0  — 00 

wodurch  u  als  Funktion  von  t  und  x  dargestellt  ist. 

Dieser  Ausdruck  für  u  ist  aber  für  viele  Zwecke  noch  nicht 
geeignet,  und  wir  formen  ihn  noch  um.  Solange  nämlich  t  >>  0 
ist,  ist  es  gestattet,  in  (8)  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
zukehren, und  also  zu  setzen 

+  00  00 

(9)  "  =  i  {o(a)da  f  e-^""'«  cos  A(«  —  x)d)L. 

—  00  0 

Hier  läßt  sich  nun  die  Integration  in  bezug  auf  k  nach 
Formel  Bd.  I,  §  64  (7)  ausführen,  wonach 

0 

ist,  und  es  ergibt  sich  also 

+  00 

2aynt  j 


e     *«*< 


—  00 


(11)  Tjre     *<■«« 


Zu  dieser  Formel  kann   man  auch  dadurch  gelangen,  daß 
man  bemerkt,  daß  die  Funktion 

1        («~g)' 

vT  ' 

für  ein  unbestimmtes  a  ein  pai-tikulares  Integral  der  Differential- 
gleichung (2)  ist. 

In  der  Formel  (10)  führen  wir  nun  eine  neue  Integrations- 
yariable  ß  ein  durch  die  Substitution 

und  erhalten: 

+  00 

(12)  u  =  -^  j<2>(^  +  2ßaft)e-(^dß, 


—00 
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worans  man  wieder  unmittelbar  ersieht ,  daß  u  für  ^  =  0  in 
0(x)  übergeht 

Die  Formel  (12)  hat  vor  (8)  noch  den  Vorzug,  daß  (8)  nur 
dann  anwendbar  ist,  wenn  das  nach  a  genommene  Integral  einen 
Sinn  hat;  dazu  ist  notwendig,  daß  0(a)  im  Unendlichen  ver- 
schwindet Das  Integral  (12),  von  dem  man  leicht  auch  direkt 
nachweist,  daß  es  der  Differentialgleichung  (2)  genügt,  ist  an 
diese  Beschränkung  nicht  gebunden. 

§  38. 
Begrenzter  Körper. 

Die  Formel  (10)  oder  (12)  §  37  kann  in  manchen  Fällen 
auch  dazu  dienen,  das  Wärmeproblem  für  einen  begrenzten  Körper 
zu  lösen,  dann  nämlich,  wenn  es  gelingt,  die  Funktion  O  über 
den  Leiter  hinaus  so  fortzusetzen,  daß  die  Grenzbedingung 
identisch  befriedigt  wird.  Es  wird  dann  an  Stelle  des  begrenzten 
Körpers  ein  unbegrenzter  mit  einem  solchen  Anfangszustande 
substituiert,  daß  die  Wärmebewegung  in  einem  Teil  des  un- 
begrenzten Körpers  ebenso  vor  sich  gehen  würde,  wie  in  dem 
begrenzten  Körper. 

Wenn  wir  z.  B.  annehmen ,  es  sei  der  Körper  bei  x  =  0 
durch  eine  unendliche  Ebene  begrenzt,  und  im  Innern  des 
Leiters  habe  x  positive  Werte,  so  können  wir  für  negative  x  die 
Funktion  0(x)  aus  der  Formel  bestimmen: 

0( — x)  =  —  0{x), 

und  erhalten  dann,  wie  man  aus  der  Symmetrie  erkennt,  einen 
Zustand,  bei  dem  die  Temperatur  bei  o;  =  0  beständig  Null  ist. 
Macht  man  diese  Annahme  in  der  Formel  (10),  §  37,  so  ergibt  sich: 

0 

oder  in  (12): 

(2)  u  =  -L[o{2ßa^-\-  x)e-^dß 

\7t  J 


savr 


00 


yn  J 


X 
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Ist  z.  B.  die  Anfangstemperatur  0(x)  konstant,  gleich  C,  und 
Yon  Null  verschieden,  während  die  Oberflächentemperatur  bei 
X  =  0  auf  Null  gehalten  wird,  so  ergibt  die  Gleichung  (2) 

X  X 


SaVr  2aVt 

(3)  u  =  ^Je-^äß  =  ^l.->-äß, 


2ayr 

oder  wenn  wir,  wie  im  §  28  des  ersten  Bandes, 

X 

(4)  ®(x)  =  -|=je-^d|8 

'         0 

setzen, 

(5)  u^C@(-^\' 

Die  Formel  (4)  zeigt,  daß,  wenn  die  Temperaturdifferenz 
zwischen  einem  Punkt  im  Innern  des  Leiters  und  der  Ober- 
fläche auf  einen  gegebenen  Bruchteil  von  C  herabgesunken  sein 
soll,  der  Bruch  Är/2ayT  einen  gegebenen,  aus  der  Tafel  für  @(x) 
zu  entnehmenden  Wert  haben  muß.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich 
ist,  ist  also  mit  dem  Quadrate  der  Tiefe  proportional.  Soll 
die  Temperaturdifferenz  z.  B.  auf  die  Hälfte  herabgesunken  sein, 
so  muß 

^  r'  =  0,477  ..., 
2aft 

also  in  roher  Annäherung 

sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  zwei  extreme  Fälle,  so  haben  wir 
(im  G ramm  -  Centimeter  -  Sekunden  -  System) 

für  Silber a=  1,850, 

für  Wismut a  ==  0,046  >> 

Beim  Silber  würde  also  schon  nach  V*  Sekunde  in  der  Tiefe 
von  1  cm  die  Temperatur  auf  die  Hälfte  gesunken  sein,  während 
in  der  Tiefe  von  1  m  dazu  fast  eine   Stunde  erforderlich   wäre. 


*)  Diese   Zahlen   sind   dem  Lehrbuch   der  Physik    von   Biecke  (Bd.  2, 
B.  451)  entnommen. 
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Beim  Wismut  sind  die  entsprechenden  Zeiten  etwa  acht  Minuten 
und  IVs  Monate. 

Wir  heben  noch  die  Folgerung  hervor,  von  der  wir  später 
Gebrauch  zu  machen  haben,  daß  die  Funktion 


QO 


(6,  ^j.--.. 

X 

%aYt 

eine   partikulare  Lösung  der  Differentialgleichung  §  37   (2)  ist, 
was  durch  Rechnung  leicht  zu  bestätigen  ist 

§39. 

Abkühlung  durch  Leitung  nach  außen. 

Wir  behalten  die  Voraussetzung  bei,  daß  der  Anfangszustand 
<Z>(:r)  nur  für  positive  x  gegeben  sei,  nehmen  aber  an,  daß  der 
Leiter  bei  :r  =  0  mit  einer  Umgebung  der  Temperatur  0  in  Be- 
rührung steht,  gegen  die  er  das  äußere  Leitvermögen  h  hat 
Wir  haben  dann  die  Grenzbedingung  §  34,  IV.  anzuwenden : 

(1)  fc  — -  =  Ätt,        f tir  a:  =  0. 

Wir  nehmen  die  Lösung  nach  §  37  (10)  in  der  Form  an : 

(2)  u  =  — i=    (0(a)c     *««*  -|-0(_a)e     lauA^^^ 

2a\nt}  ^  / 

'         0 

aus  der  wir  durch  Differentiation  nach  x  erhalten: 

^         0 

und  für  x  =  0: 

OD  _M 

2a\nt J 

0 
'  0 
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Dep  letzteren  Ausdruck   formen   wir    durch   partielle   Inte- 
gration um.    Es  ergibt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  a 

(6)  ^« 


[0(a)  —  0{—a)]e    *«*« 


worin  0'(a)  die  Derivierte  von  ^(a)  ist     Wir  bestimmen  nun 
0  (—  x)  zunächst  so,  daß  0  {x)  bei  j;  =  0  stetig  ist,  d.  h.  so,  daß 

(7)  «(0)  =  *(-0), 

und  dadurch  ergibt  sich  durch  Integration  von  (6)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo 

j  [0  («)  -  *  (-  «)]  e~  ^*  1^^  =  ["  [*'  («)  4-  **  (-  «)]  e"  ^*da, 

0  0 

also  für  X  =  0  nach  (5)1 

(8)  1^    =_l^f[a>'(a)  +  0'(_a)]r^da. 

'  0 

Aus  (4)  und  (8)  folgt  nun,  daß  die  Bedingung  (1)  befriedigt 
ist,  wenn  0{ — a)  aus  der  Gleichung 

(9)  4>'(«)  +  0'  (_  «)  =  I  [«.(«)  +  *(_«)] 

bestimmt  wird.    Dies  ist  eine  lineare,  aber  nicht  homogene  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  für  die  Funktion  <Z>( — a): 

die  sich  nach  Bd.  I,  §  65  leicht  integrieren  läßt    Die  Eonstante 
wird  aus  der  Bedingung  (7)  bestimmt,  und  so  ergibt  sich: 


h     ?  h 


(11)  0{-^a)  =  e    ^''{e^'{^(x)  —  j0{x)\dx-^O{O)e    '^", 

0 

was  sich  durch  die  partielle  Integration 

Jä  3t  1» 

I  e* '  *'  (ar)  da:  =  e  *  '  <I>  (x)  —  Ifc  *"  *  (x)  dx 
auf  die  Form  bringen  läßt: 

h       "  h 

(12)  *(— a)  =  «(a)  —  2|e~^"  {0{x)e>^'dx. 
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Diese  Fonn  verdient  vor  der  Form  (11)  den  Vorzug,  weil  sie 
nicht  mehr  den  DiSerentialquotienten  der  Funktion  0{x)  enthält. 
Um    ein    Beispiel    durchzuführen,    nehmen    wir    auch    hier 
0(x)  =  (7,  d.  h.  konstant  an.    Dann  erhält  man  aus  (12) 

(13)  0{—a)=  C(2e    *"—!), 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  (2)  einsetzt,  so  folgt 

(14)  ti  = ^=|U    ''^^^^da  —  \e     *«««   da 

2aV«nJ  J 


4-  2  I  e     *'•'      *    da. 


0 

Den  Exponenten  des  letzten  Integrals  in  (14)  ergänzen  wir 
zu  einem  Quadrat,  indem  wir  setzen: 

(a4-a:)>    ,    Ä  1     /      ,         ,    2a»Ä,V        «**'.       * 

4o«f      ^K  4aae\    ^        '        t      /  *«  ft    ' 

und  dann  läßt  sich  alles  auf  die  Funktion  9  (x)  [§  38  (4)]  zu- 
rückführen. Wir  substituieren  in  den  drei  Integralen  der  Formel 
(14)  der  Reihe  nach 

«=       a?  +  2aV7/J, 
«  =  — 0?+  2aVT/8, 

a  =  —  x  —  ?^^  +  2a  V7j8, 
wodurch  sich  ergibt: 


00 


VärJ  VarJ 


aoVT  So  VT 


0»»*.    .    Ä      "^ 


2(7  2^^  +  ^f      «j^ 


*     I  fj^yy 


aoVT      fcj 
oder  mit  Benutzung  der  Formeln  (Bd.  I,  §  28): 

00  OQ  fll  _. 

«00 
Bi •mftnn- Weber,  Partielle  Differ«nti«lgleiohuiigeii.    II.   6.  Aufl.  7 


98  Sechster  Absohnitt.  §40. 

S(x)  =  —  S(—x),     e(oo)=l: 

Setzt   man   hierin  ^  =  0,  so   erhält  man  die  Oberäächen- 
temperatur  u  als  Funktion  der  Zeit: 


a«Ä« 


(16)  «=C?e*''[l-®(^V7)]. 

Wenn  seit  dem  Anfangszustand  eine  hinlängliche  Zeit  ver- 
flossen ist,  so  kann  man  für  die  Funktion  0  die  in  Bd.  I,  §  28 
(14)  gegebene  Entwickelung 

^^"^         -^/2(n)(2^)«-+i 
anwenden  und  erhält 

(17)  «-^^^  i3(;ij  (,^^]^j        . 

und  wenn  der  Anfangszustand  in  einer  unendlich  fernen  Ver- 
gangenheit liegt,  kann  man  sich  hier  auf  das  erste  Glied  be- 
schränken, und  erhält 

(18)  ü  =  -i-^ 

ahynt 
als  Ausdruck  für  die  Oberflächentemperatur. 

§40. 
Berührung  heterogener  Körper. 

Dieselbe  Methode  kann  auch  angewandt  werden  auf  den 
Fall,  daß  zwei  sonst  unbegrenzte  heterogene  Leiter  1,  2  in  der 
Ebene  x  =  0  aneinander  grenzen.  Der  Einfachheit  halber  soll 
hier  nur  der  Fall  berücksichtigt  werden,  wo  die  Temperatur  an 
der  Grenze  sich  momentan  ausgleicht,  also  die  Grenzbedingung 
§  34  Ula: 

gilt 

Im  Körper  1  möge  x  negativ  sein,  im  Körper  2  positiv.  Die 
Anfangstemperaturen  (7i,  C^  sollen  als  konstant  vorausgesetzt 
werden.  Hier  müssen  die  Funktionen  u^ ,  u^  jede  für  sich  be- 
stimmt werden.    Von  den  Funktionen  Oi(x)^  ^a(^)»  die  die  An- 
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fangswerte  von  u^  und  u^  darstellen,  ist  die  erste  nur  für  nega- 
tive, die  zweite  für  positive  x  gegeben.  Denken  wir  uns  für  den 
Augenblick  den  ganzen  Raum  nur  mit  der  Substanz  1  erfüllt,  so 
können  vrir  den  Versuch  machen,  einen  Anfangszustand  ^i{x) 
im  ganzen  Raum  so  anzunehmen,  daß  Hi  für  negative  x  so 
ausfällt,  wie  es  in  dem  gestellten  Problem  wirklich  der  Fall  ist, 
und  können,  wenn  Oi{x)  bekannt  ist,  Ui  nach  §  37  bestimmen. 
Ebenso  denken  wir  uns  ^^{x)  für  den  ganzen  Raum  bestimmt. 
Diese  Funktionen  ^i  (x),  0^(x)  sind  aus  den  Grenzbedingungen 
(1)  zu  bestimmen.  ._^ 

Wir  wollen  versuchen,  diesen  Forderungen  durch  die  Annahme 

0,(x)=C,,    x<0',    0,{x)=Cu    x>0, 

^^  Oi(x)=Ci,    x<0\    Oi{x)=C^,    a?>0, 

zu  genügen,  worin  O^,  C^  G^^  Ci  Konstanten  sein  sollen,  und  er- 
halten aus  §  37  (12) 


ia^yt 


-=^p"''+ll'-'"' 


—  00 


00 


Ä«l 

y« 

OD 
m 

e 

-/»*ö( 

X 

Vff  J  V 

2  ai  yT  a  Ol  VT 

und  mit  Benutzung  des  Funktionszeichens  ®  (x)  [§  38  (4)]  und 
der  Relation  ®(x)  =  —  &  ( —  x) : 

(3)  u.  =  '.^c,-^ci)  +  \ic,-Ci)e(^^y 

und  ebenso 

(4)  „,  =  i(c,+  C04--2(C.-Q®(^)- 

Nun  ergeben  die  Grenzbedingungen  (1)  für  n;  =  0,  wenn 
man  eine  neue  Eonstante  C^  einführt,  deren  Bedeutung  die  ge- 
meinschaftliche Temperatur  der  beiden  Leiter  an  ihrer  Berührungs- 
fläche ist, 

(5)  a  +  C,  =  Ci+  C,  =  2  Co. 

(6)  ^  (Ci  -C,)  +  ^  (Ci  -  C)  =  0. 

Es  ist  aber  nach  der  Definition  von  a^  [§  33  (7)] 

7* 
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und  es  ergibt  also  die  Gleichung  (6)  mit  Benutzung  von  (5) 

(7)  Co  =  V^i^iPi^i  +  V^a^aga^^i 

V*i  C'i  Pi  4-  V*a  <^a  92 
und  aus  (3)  und  (4)  erhalten  wir  noch 

(8)  V2a,V<; 

„,  =  C,-(C,-C,)e(^)- 

Hierdurch  sind  die  Grenzbedingungen  (1)  befriedigt,  und  für 
den  Anfang  ^=0  ergibt  sich  w^  =  Cj  für  negative  x  und  Wj  =  Cj 
für  positive  x.  Diese  Anfangstemperaturen  C^  und  C^  können 
beliebig  gegeben  sein. 

Nach  unendlich  langer  Zeit  haben  beide  Körper  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  die  Temperatur  Co  angenommen.  An  der  Berührungs- 
stelle selbst  stellt  sich  diese  mittlere  Temperatur  momentan  her. 

Man  kann  auf  ähnliche  Weise  das  Problem  unter  der  all- 
gemeineren Grenzbedingung  §  34,  III  behandeln: 

<^)  ■         *i  ^  =  *«  ^  =  -  Ä  («*.-«.)  für  a;  =  0 ; 

man  setzt  dann  die  den  Anfangszustand  darstellenden  Funktionen 
4>,(x),  ^2{x)  in  der  folgenden  Weise  fort: 

01  (x)  =  (7i,  9i{x)  =  (7i  4-  Ci'e~«*    für  X  <  0; 

O^lx)  =  C;  +  Ci'e^^%     O^i^)  =  (7,  für  ar  >  0, 

worin  Ci,  C{\  Ci^  Ci\  Wj,  nt^  Konstanten  sind,  für  deren  Be- 
stimmung man  aus  (9)  gewisse  lineare  Gleichungen  erhält.  Wir 
wollen  nur  die  Endformeln  angeben,  von  denen  man  nachträglich 
leicht  beweist,  daß  sie  allen  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen genügen.     Es  ergibt  sich: 

«.  =  ci-(c.-c.)e(5^) 
-(c,-6>-f*-'[.-»(^  +  »VT)], 


,c.-<,).-"[,-«(^  +  „V7)] 
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worin  Co  durch  (7)  bestimmt  ist  und 

zu  setzen  ist    Für  ^  =  0  erhalten  wir  hieraus: 

(12)  ""  =  ^»  -  (^0  -  ^^>^"  tl  -  ®  (»«V^)]' 
«•  =  C^  -  (C,  -  Qc«"  [1  -.  ©  (m  VF)], 

also: 

(13)  («•  -  u»)  =  (C,  -  C',)  e-"  [1  -  ©  (m  V7)] 

00 

=  ^  (C\  —  C,)  J  r-«*-«««»VTda. 

'  0 

Es  bleibt  also  hier  die  Unstetigkeit  an  der  Stelle  x  =  0 
bestehen,  sie  nimmt  aber  mit  der  Zeit  allmählich  ab  und  nähert 
sich  der  Grenze  NulL    Der  Endzustand  für  ^  ==  oo  ist 

t*i  =  Wj  =  Co  0- 

§41. 
Die  Temperatur  der  Oberfläche  ist  eine  Funktion  der  Zeit 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  einen  durch  die  Ebene  x  =  0 
begrenzten  Körper  und  nehmen  an,  die  Temperatur  der  Ober- 
fläche sei  eine  gegebene  Funktion  der  Zeit,  9>(0*  Außerdem  sei 
die  Anfangstemperatur  eine  gegebene  Funktion  0(x)  von  x.  Es 
ist  also  eine  Funktion  u  zu  finden,  die  für  positive  t  und  x  der 

Differentialgleichung 

du  d^u 

^^  dt  dx^ 

genügt,  und  den  beiden  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  0{x)    für  ^  =  0, 

(3)  .     u  =  9  (0     für  a;  =  0. 

Die  allgemeine  Aufgabe  läßt  sich  zunächst  in  zwei  einfachere 
zerlegen:  Nehmen  wir  an,  es  seien  zwei  Funktionen  u\  u"  ge- 
funden, die  beide  der  Differentialgleichung  (1)  genügen,  aber  den 
Nebenbedingungen 


^)  H.  Weber,  Yierteljahrsschrift  der  naturforschenden  Oesellschaft  in 
Zfirioh«  Mai  1871,  und  Nachrichten  der  Gesellschaft  der  WinenBchaften  zu 
Gdttingen  1893. 


102  Sechster  Abschnitt.  §41. 

f ür  ^  =  0,  ^  ^     für  X  =  0, 

80  genügt  offenbar  u  =  u'  -}-  u"  den  Bedingungen  (1),  (2),  (3), 
und  die  Aufgabe  ist  gelöst.  Die  Funktion  u"  ist  aber  bereits  im 
§  38  bestimmt,  und  es  kommt  also  nur  noch  auf  u'  an.  Hier- 
durch ist  die  allgemeine  Aufgabe  auf  den  speziellen  Fall  zurück- 
geführt, daß  die  Funktion  0(x)  =0  ist,  und  wir  nehmen  also 
die  Nebenbedingungen  für  u  jetzt  in  der  Form  an: 

(4)  u  =  0  für  ^  =  0        X  >  0, 

(5)  uz=<p(t)      füra;  =  0         *  >  0. 

Wir  betrachten  die  Funktion  u  als  Grenzfall  einer  anderen 
Funktion,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Oberflächentemperatur 
nicht  als  stetige  Funktion  von  t^  sondern  in  Zeitintenrallen  kon- 
stant und  also  von  einem  Intervall  zum  nächsten  sich  sprung- 
weise ändernd  annehmen. 

Es  seien  also 

eine  Reihe  aufeinander  folgender  Zeitpunkte,  und  in  dem  Zeit- 
intenrall 

(7)  r»  =  ^y  -|.  1  —  tf 
soll  die  Funktion  fp(t)  den  konstanten  Wert 

(8)  (p  (tr)  =  c, 
haben. 

Auch  diese  Aufgabe  zerlegen  wir  noch  weiter. 

Es  werde  eine  Funktion  Uy  durch  folgende  Bedingungen  be- 
stimmt Es  soll  Uy  der  Differentialgleichung  (1)  mit  der  Neben- 
bedingung (4)  genügen,  und  es  soll 

(9)  Uy  =  0    für    ^  -<  ^    und    t  ^  U^i 

(10)  ih  =  Cr    für    tf  <i  t  <i  ty^i 
sein. 

Sind  die  Funktionen  Ut  diesen  Bedingungen  gemäß  für 

V  =  0,  1,  ...  n 
bestimmt,  so  ist 

(11)  •        W  =  Wo  -f  Wi   +  •••   +  Wn-l 

eine  Funktion,  die,  solange  t  <itn  ist,  den  Bedingungen  (1),(4), 
(5)  mit  der  Bestimmung  (8)  genügt. 


I  f  ür  a;  =  0 
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Denn  ist  o;  ==  0  .und  U  <i  t  <iU+iy  so  sind  idle  Glieder  der 
Beihe  (11),  mit  Ausnahme  von  tiy,  gleich  Null  [nach  (9)],  und  Uy 
ist  =  Cv  [nach  (10)]. 

Um  nun  Ur  zu  finden,  definieren  wir  eine  Funktion  x(x^  t) 
durch  die  Bestimmung 
(12)  2(^.0  =  0,        ^^0, 


00 


~V^J 


^  ,  er-'^da,        t  >  0. 

2  a  VT 

Für  jedes  konstante  t  ist  2(^1  0  ^^^^  stetige  Funktion 
von  x^  und  für  jedes  positive  x  ist  es  auch  eine  stetige  Funktion 
Ton  ty  dagegen  ist  %  (0)  0  ^^^^  unstetige  Funktion  von  t;  denn 
sie  geht  beim  Durchgang  durch  ^  =  0  plötzlich  von  0  zu  1. 

Diese  Funktion  genügt  im  Innern  der  Gebiete  o;  I>  0,  ^  >»  0 
und  :r  >  0,  ^  <C.O  der  Differentialgleichung  (1)  (nach  §  38). 

Daraus  ergibt  sich  dann^  daß  auch 

(13)  14.  =  c,[x(x,  t  —  U)  —  %{x,  t  —  ^  +  i)] 

erstens  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  zweitens  (für  ^  =  0) 
[wegen  (12)]  der  Bedingung  (4),  endlich  aber  auch  f ür  a;  =  0 
den  Bedingungen  (9),  (10).  Denn  ist  t  <C  U^  so  sind  für  x  =  0 
beide  ;|r- Funktionen  in  (13)  gleich  0,  ist  t  ';>  U  +  u  so  sind  sie 
beide  =  1  und  liegt  t  zwischen  U  und  ^,  +  1,  so  ist  die  erste  =  1, 
die  zweite  =  0.    Daraus  erhalten  wir  nach  (8)  und  (11) 

n— 1 

<U)  «  =  29» (^0 IX (^.  t-t,)-xix,t-  U  +  i)]. 

Wollen  wir  daraus  die  Funktion  u  für  den  Fall  ableiten, 
daß  die  Änderungen  an  der  Oberfläche  stetig  vor  sich  gehen,  so 
müssen  wir  die  Intervalle  Xv  unendlich  klein  und  ihre  Zahl  un- 
endlich groß  annehmen.    Dann  wird 

Xi^.t  —  U)  —  lix.t  —  U^n)  ^  xix.t  —  UAri-j-Xv)-'  x{x,t  —  U^x) 

dt ' 

und  die  Summe  (14)  wird  ein  Integral 


0 
wenn  #  die  Integrationsvariable  ist 
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Diese  Formel  gilt,  solange  t  <Ctn  lAt  Bedenkt  man  aber 
noch,  daß  %  {x^  t  —  0)  gleich  Null  ist,  wenn  d"  ^  t  ist,  so  kann 
man  den  Teil  des  Integrals  von  d'  =  t  bis  d'  =  tn  weglassen, 
und  erhält 

(15)  „  =  j^(*)8«(£i^)rf^. 

0 

Es  ist  aber  nach  (12) 

8*  2ttVffV(^— ^)^  ' 

und  demnach  ergibt  sich  aus  (15) 

(16)  u  =  — ^    <p(d)e*«*<*-^^  (<  —  ^)    '  d». 

2a\nJ 

'        0 

§  42.  • 
Verifikation  des  Resultates. 

Um  die  Grenzübergänge,  durch  die  wir  zu  der  Formel  (16) 
gelangt  sind,  alle  streng  zu  rechtfertigen,  wären  weitläufige  Be- 
trachtungen notwendig,  die  wir  umgehen  können,  wenn  wir 
nachträglich  zeigen,  daß  die  gefundene  Formel  allen  an  die 
Funktion  u  gestellten  Forderungen,  nämlich  der  Differential- 
gleichung (1)  und  den  Nebenbedingungen  (4),  (5)  in  §  41  ge- 
nügt, durch  die  ja,  wie  wir  wissen,  die  Funktion  u  eindeutig  be- 
stinunt  ist. 

Um  die  dazu  nötige  Rechnung  übersichtlich  zu  gestalten, 
setzen  wir  zur  Abkürzung  für  den  Augenblick 

(1)  3  = -L^  q>  (»)  e- ^-^^'^^ 

2a\7t 

^^  dt         4^a^(t  —  ^y' 

^^^  dx  ~  2a^{t  —  %y 

Bei  der  Differentiation  nach  t  in  §41  (16)  fällt  das  von  der 
Differentiation  nach  der  oberen  Grenze  herrührende  Glied  her- 

aus,  weil  E{t  —  ^)""a  für  ^  =  ^  verschwindet     So  ergibt   sich 
nach  (16) 
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(4)  u  =  x\E(t  —  »yld», 


0 


0 

und  durch  zweimalige  Anwendung  von  (3) 


d 

d 


|  =  j(,_»r!(^+.||).» 


0 
t 


=  |i;(.-*rl(i-^_^)d^ 


(6) 


0 

t 


|^=j(<-»)    ^  [I7  (^  -  2a4-»))~a»{t-»)]  ^^ 


0 

t 


=  ^j('-')-'-^(fiM^-|)*». 


u 


und  die  Vergleichung  von  (5)  und  (6)  zeigt,  daß  die  Differential- 
gleichung §  41  (1)  durch  u  befriedigt  wird. 

Um  auch  die  Erfüllung  der  Nebenbedingungen  nachzuweisen, 
geben  wir  dem  Ausdruck  u  noch  eine  andere  Gestalt,  die  auch 
an  sich  von  Interesse  ist,  indem  wir  in  dem  Integral  eine  neue 
Variable  substituieren.    Wir  setzen  nämlich 

a  =  j  ,         t  —  9  =  - — — — , 

2a\t  —  »  4a»a«' 


und  finden 


(7) 


4a  ^  ^ 


"  =  ^[''('-jÄ-.)«-''". 


2  a  VT 

woraus  man  unmittelbar  sieht,  daß  die  Bedingungen  (4),  (5)  des 
vorigen  Paragraphen  befriedigt  sind. 
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§43. 

Die  Oberflächentemperatur  ist  eine  periodische  Funktion 
der  Zeit    Anwendung  auf  die  Erdtemperatur. 

Man  kann  die  Aufgabe,  mit  der  sich  die  beiden  letzten  Para- 
graphen beschäftigen,  noch  auf  eine  zweite  Art  angreifen,  die 
sich  besonders  dann  empfiehlt,  wenn  die  Temperatur  der  Ober- 
fläche eine  periodische  Funktion  der  Zeit  ist 

Im  §  37  haben  wir  die  partikularen  Integrale 

(1)  ^aiait   cos  OCX,  ^-««al«    ginaX 

zum  Ausgangspunkt  genommen,  und  diese  hissen  sich  vereinigen 
zu  der  einen  Formel 

(2)  ,         e-«^«^* -•■«*. 

Nun  genügt  dieser  Ausdruck  der  Differentialgleichung  §  37 
(1)  auch  dann  noch,  wenn  der  Faktor  von  t  im  Exponenten 
imaginär  angenommen  wird,  wodurch  (2)  in  eine  periodische 
Funktion  von  t  übergeht    Setzen  wir  also 

«2«'  =  -  in,         «  =  (1  —  i)  |/^^, 
so  erhalten  wir  als  partikulares  Integral 

Nehmen  wir  hiervon  den  reellen  Teil,  und  fügen  noch  einen 
konstanten  Faktor  hinzu,  so  erhalten  wir  ein  partikulares  Integral 
der  Wärmegleichung  in  der  Form 

(3)  u  =  Ce'"^^  cos  (nt--  X  l/^^  • 

Die  Temperatur  der  Oberfläche  x  =  0  ist  hier  eine  periodische 
Funktion  von  t: 

(4)  (p(t)  =  C  cos  nty 

bei   der   die   mittlere  Temperatur  =  0  ist,  während  +ü  das 
Maximum  und  das  Minimum  sind.     Die  Periode  ist 

(5)  .T  =  --. 

Wir  können  hier  auch  den  Cosinus  durch  den  Sinus  ersetzen 
was  mit  einer  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Zeit  gleich- 
bedeutend ist,  und  können  mehrere  verschiedene  Werte  von  n 
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und  C  nehmen.  Die  bo  gewonnenen  verschiedenen  Ausdrücke 
von  u  kann  man  addieren  und  erhält  so  Lösungen  für  kompli- 
ziertere periodische  Temperaturfunktionen  an  der  Oberfläche.  Man 
kann  sogar  durch  Anwendung  der  Fourierschen  Reihe  einen 
willkürlichen  Anfangszustand  berücksichtigen  oder  mehrere  ver- 
schiedenartige Perioden  superponieren. 

Wir  können  diese  Formeln  näherungsweise  auf  die  Tempe- 
ratur der  Erde  anwenden,  wenn  wir  ein  nicht  zu  großes  Stück 
der  Erdoberfläche  als  eben  und  die  Temperatur  dieses  Ober- 
flächenstückes  vom  Ort  unabhängig  betrachten.  Es  ist  dann  x 
die  Tiefe  unter  der  Oberfläche  und  die  Oberflächentemperatar 
ist  im  Laufe  eines  Tages  und  eines  Jahres  periodischen  Ver- 
änderungen unterworfen.  Es  kann  dann  T  entweder  die  Jahres- 
länge oder  die  Tageslänge  bedeuten. 

Die  Formel  (3)  zeigt,  daß  die  Temperatur  u  in  jeder  Tiefe 
dieselbe  Periode  T  hat,  daß  aber  die  Amplitude,  d.  h.  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Maximum  und  dem  Minimum  nach  der  Tiefe 
hin  abnimmt,  und  zwar  im  geometrischen  Verhältnis,  wenn  die 
Tiefe  im  arithmetischen  Verhältnis  wächst  Es  werden  also  in 
einer  gewissen  Tiefe,  die  von  der  Leitfähigkeit  und  von  der  Länge 
der  Periode  abhängig  ist,  die  Temperaturschwankungen  nicht 
mehr  merklich  sein. 

Ein  Maximum  der  Funktion  u  findet  statt,  wenn 

X       ^1    2m« 

~  y2tt«n  w 

und  m  eine  ganze  Zahl  ist,  und  man  sieht  also,  daß  sich  die 
Maxima  mit  der  Geschwindigkeit 


V2a««  =  2al/j 


in  die  Tiefe  fortpflanzen,  dabei  aber  an  Stärke  verlieren.  Diese 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wächst,  wenn  die  Periode  abnimmt. 
Die  Tagesmaxima  pflanzen  sich  also  schneller  fort  als  die  Jahres- 
maxima  ^). 


*)  W.  Thomson,  On  the  reduction  of  observations  of  Underground 
temperature.  On  the  lecolar  cooling  of  the  earth.  Mathem.  and  phys. 
paperi.  Vol.  III. 
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§  44. 
Vergleicbung  der  beiden  LöBungen. 

Wir  haben  bisher  auf  den  Anfangszustand  keine  Rücksicht 
genommen.  Die  Formel  (3)  §  43  ist  einem  ganz  bestimmten 
Anfangszustand 


l/— 


(1)  Wo  =  Ce    ^»«^    cos  ^Y^^ 

angepaßt  Wollen  wir  das  Problem  für  einen  beliebigen  Anfangs- 
zustand lösen,  so  haben  wir  noch  eine  Temperaturverteilung  hinzu- 
zufügen, bei  der  der  Anfangszustand  beliebig  und  die  Temperatur 
an  der  Oberfläche  =  0  ist,  die  wir  nach  §  38  finden  können. 

Wir  erhalten  so  nach  §  43  (3)  und  §  38  (1)  eine  Temperatur- 
verteilung, wenn  wir  C  =  1  setzen: 

(2)  ü—e    '^  •-'«"''  cos 


("'  -ir^') 


.  ;P  ,        (a-«)2  («+«)» 


I 


'    2afnt]  \  / 

'  0 

die  der  Oberflächenbedingung 

(3)  M  =  cosn^, 
und  der  Anfangsbedingung 

(4)  uo  =  e'^^'  cos  |/^,  x  +  0{x) 

genügt,  worin  0{x)  eine  willkürliche  Funktion  ist 

Man  sieht  hieraus,  daß  der  Einfluß  des  Anfangszustandes 
mit  der  Zeit,  freilich  sehr  langsam,  verschwindet,  und  daß  die 
Wärmebewegung  sich  mehr  und  mehr  einem  rein  periodischen 
Vorgang  nähert,  der  in  (3)  des  vorigen  Paragraphen  dargestellt 
ist     Soll  die  Anfangstemperatur  =  0  sein,  so  haben  wir 

(5)  *  (x)  =  —  e    '  ""^    cos 


Vä« 


zu  setzen.  Für  diese  Annahme  läßt  sich  aber  die  Funktion  u 
auch  nach  der  Methode  der  §§  41,  42  bestimmen,  und  es  ist  von 
Interesse,  beide  Resultate  zu  vergleichen.  Wir  erhalten  nach 
der  Formel  (2),  §42,  wenn  wir  darin  nach  §43  (4)  fp{t)  =  cosnt 
setzen : 
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00 


2    f 


-7=  I  cosn  (t  —  7—^— i  I  e"^  da. 


oder 


aaVi 


«0 


1^  J  4a««« 


(6) 


2ayT 

«0 


H — 7=  sinn ^  I  e"**'  sin  -^^^^^^  du. 
^  i^  J  4a«aa 


2ayT 

Hier  besteht  jedes  Glied  aus  einem  periodischen  Faktor  cos  n^, 
sinnf,  und  aus  einem  nicht  periodischen  Faktor,  der  sich  mit 
wachsender  Zeit  einer  bestimmten  Ton  t  unabhängigen  Grenze 
nähert  Diese  findet  man,  wenn  man  in  den  Integralen  die 
untere  Grenze  gleich  jSull  setzt,  und  so  erhält  man  den  rein 
periodischen  Zustand,  der  sich  einstellt,  wenn  der  Anfangszustand 
nicht  mehr  merklich  ist: 

2  .  f      .,         nx^ 


u  =  -^  cosn^  I  e-"*  cos  '""^  ^  da 


1^  J                4a««8 

"  0 

(7) 

H — =  smwf  I  «-"'  sm-T— r-T  da. 

'    i^  J                4a2«« 

'  0 

Dies  muß  aber  nach  der  Formel  (2)  mit 

ff     r2a2 


cos 


{"-i^.') 


übereinstimmen,  und  man  erhält  daraus  zwei  bestimmte  Integrale, 
nämlich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

p2  =- 


setzt: 


2  a« 


00 


(8) 


-=  I  e-«'  cos  ^-z  da  =  «-p  cos«, 


0 

00 


-p=  I  e-^  sin  -^f—z  da  =  e-P  smp. 
Vär  J  2  06« 

'         0 

Diese  Integrale  sind  in  Bd.  I,  §  12  (B)  gegeboi. 
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§45. 
Begrenzung  durch  zwei  parallele  Ebenen. 

Wir  gehen  zu  einem  Körper  über,  der  von  zwei  parallelen 
Ebenen  x  =  0  und  x  =  c  begrenzt  wird.  Die  Temperatur  soll 
nur  von  der  ^-Koordinate  abhängen,  also  in  allen  Punkten  einer 
zur  :r-Ach8e  rechtwinkligen  Ebene  dieselbe  sein. 

Die  Aufgabe  lautet  jetzt: 

Die  Funktion  u  so  zu  bestimmen,  daß  sie  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  ^  =  a«^ 

^^  dt  dx^ 

erfüllt  und  den  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  f{x)         für^  =  0, 

(3)  u  =  (p(t)  „   a;==0, 

(4)  u  =  if(t)  f)  ^  =  c. 
genügt. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  durch  Zerlegung  in  mehrere  einfachere, 
indem  wir  setzen 

w  ==r  t*i  4"  **a  "4-  W3. 
Ui,  U2  und  lis  sollen  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ge- 
nügen.   Die  Nebenbedingungen  stellen  wir  folgendermaßen: 

für  Ä=:  0  Wj  =  f(x\        t*2  =  0,  ttg  =  0, 

^  X  =  0  tf  1  =  0,  tta  =  9  (t),       Uj  =  0, 

Die  Funktionen  ü,  und  U^  sind  nicht  wesentlich  vonein- 
ander Terschieden.  Haben  wir  die  Funktion  u^  allgemein  ge- 
funden, so  ist  darin  nur  c  —  x  statt  x  und  ^  (t)  statt  q>(t)  zu 
setzen,  um  Uj  zu  erlangen. 

§46. 
Gegebener  Anfangszustand.     Oberflächentemperatur 

Null. 

Aufgabe.  Die  Funktion  u  so  zu  bestimmen,  daß  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

(1)  p^  =  a^^^ 

^^  dt         dx^ 

genüge  und  die  Bedingungen  erfülle 
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(2)  u  =  f(x)  tü.rt  =  0, 

(3)  u  =  0  ^  X  =  0, 

(4)  u  =  0  „  x  =  c. 

Eine  partikttläre  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

(l)  ist  (§37) 

«-"'«''  Bin  «a;. 

Diese  befriedigt  zugleich  die  Bedingung  (3).  Damit  auch 
die  Gleichung  (4)  erfüllt  werde,  haben  wir,  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  ac  ^=  nn  zu  setzen.  Multiplizieren  wir  dann  mit 
einer  vorläufig  noch  unbestimmten  Konstanten  An^  setzen  der  Reihe 
nach  n  =  1,  2,  3,  ...  und  summieren,  so  erhalten  wir  die  all- 
gemeine Lösung 

(5)  u  =   ^  Ane       ^     sin  —  x. 

Die  Koeffizienten  müssen  noch  so  bestimmt  werden,  daß  die  Be« 
dingung  (2)  erfüllt  werde.  Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  f  (x) 
nach  Bd.  I,  §  35  in  die  unendliche  Reihe 

nxx 


f{x)  —  2^An  sin 


«=1 

c 


^n  =  7  [/"(«)  sin  ^^  d«. 


(I) 


0 

Wir  haben  also  die  Lösung 

2   ^    ^a'i(!Ll^i.  .    nxx  C j,.  .    .    nÄ«  , 
t*  =  —  ^  c       ^  ^^  ^^   sm I  f{a)  sm a  a. 

Die  Reihe  konvergiert  sehr  rasch,  weil  mit  wachsendem  n 
die  Exponentialgröße  rasch  abnimmt  Mit  zunehmender  Zeit  wird 
u  immer  kleiner  und  für  ^  =  ao  haben  wir  u  =  0.  Dann  ist 
also  die  Temperatur  konstant  und  übereinstimmend  mit  der 
Temperatur  der  Oberflächen. 

§47. 

Anfangstemperatur  Null.    Konstante  Oberflächen- 
temperaturen. 

Aufgabe.  Die  Funktion  u  so  zu  bestimmen,  daß  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 
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(1)  £il  =  a«^ 
^^  dt  dx^ 

Genüge  leiste  und  den  Bedingungen 

(2)  w  =  0        für  i  =  0, 

(3)  u  =  0  „  X  =  0, 

(4)  u  =  y  j,  x  =  c, 

worin  y  eine  Konstante  ist  Den  Gleichungen  (I),  {%\  (4)  genügt 
die  Funktion 

y 

c 

Soll  auch  die  Gleichung  (2)  erfüllt  werden,  so  haben  wir  zu 
diesem  Werte  von  u  noch  einen  Beitrag  hinzuzufügen,  der  eine 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ist,  für  :r  =r  0  und 

X  =  c  zu.  Null  wird  und  für  t  =  0  den  Wert  —  —  a;  annimmt 

c 

Dieser  Beitrag  ergibt  sich  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn 
wir  dort  f(x)  =  —  ^  x  setzen.    Dadurch  erhalten  wir 

2  ^   -a«r— V'    •     nnxCy        .    nna  , 

>  c      \  c  ^    sm  I  ~  «  sin da. 

c  -^^  c    ]  c  c 

Es  ist  aber  (Bd.  I,  §  36) 


c 

\ 


c 

a  sm a a  = cos nn  =  ( —  1  )*•  + '  — 

c  nn  ^       '        n« 


0 

Dadurch  geht  der  vorige  Ausdruck  über  in 


-^    >  ,   ^^ '—  e  V   e  y     81Q  , 

Ä    -^^       n  c 


n  =  l 

und  wir  erhalten  als  Lösung  unserer  Aufgabe 


,Tix  H  ^  2  v^  (—  1)»  ,-«2  rnfv, 

(II)  w  =  y  {-  +  -  >.    5l^— ^  e      Kc  J 


sm 

c     ■    Ä  -^^       n 

n  =  l 


Daß  diese  Funktion  u  der  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
und  den  Bedingungen  (3)  und  (4)  genügt,  erkennt  man  ohne 
weiteres.  Für  ^  =  0  wird  aber  auch  die  Bedingung  (2)  erfüllt 
Denn  es  ist  nach  Bd.  I,  §  36  (1) 


c  c 

n=l 
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me  man  leicht  sieht,  wenn  man  dort  —  statt  x  schreibt.    Diese 

c 

Entwickelung  ist  gültig  für  c;>^^0.  Wir  erhalten  also  für  ^  =  0 

.  =  , (£-£)  =  ». 

§48. 
Oberflächentemperatur  gegebene  Funktion  der  Zeit 

Aufgabe.    Die  Funktion  «  so  zu  bestimmen,  daß  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

und  den  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  0  für  t  =  0, 

(3)  14  =  0  „  a;  =  0, 

(4)  u  =  q>  (t)  y^  X  =  c 

genügt  Wir  können  hier  denselben  Weg  einschlagen,  wie  bei 
dem  analogen  Problem  in  §  41,  indem  wir  die  Temperatur  an 
der  Oberfläche  sich  zunächst  nicht  stetig,  sondern  in  Intervallen 
unstetig  ändern  lassen.    Wir  nehmen  wieder  die  festen  Zeitpunkte 

und  die  Intervalle  tr  =r  t^+i  —  U^  und  bestimmen  die  Funktion 
u,  so,  daß  für  x  =  c 

Uy  =  0  für  t  <^U    und    t  >  U^i 

während  für  x  =J)  immer  w»  =  0  sein  soll. 
Es  ist  dann 

(6)  14  =  Mo  +  Wi  H 1-  t4n-l 

eine  Funktion,  die  solange  t  <^tn  ist,  den  Bedingungen  (1),  (2), 
(3),  (4)  genügt,  mit  der  näheren  Bestimmung,  daß  (p{t)  in  dem 
Intervall  tp  konstant  =  <p  (tv)  ist  Nun  definieren  wir  eine  Funk- 
tion X  (x^  t)  durch  folgende  Bestimmung : 

X{x,t)  =  0    für    t^O, 

Z(^,0  =  7+-2j  ^^IJT'^      ^'^    sm— ^fur^>0. 

m=l 

Die  rechte   Seite  dieser  Formel  geht   f ür  ^  =  0  stetig  in 
Null  über  und  folglich  ist  %  (^t  0  ^^^  jedes  x  zwischen  0  und  c 

Bie mann- Weber,  Partielle  Differeatialgleichungen.    II.    5.  Aufl.  q 
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eine  stetige  Funktion  von  ty  und  ebenso  ist  xC^iO  ^^  jedes 
konstante  t  eine  stetige  Funktion  von  x.  Es  ist  aber  %  (c,  t)  eine 
unstetige  Funktion  von  t,  die  bei  *  =  0  plötzlich  von  0  zu  1 
übergeht,  weil  nach  (7) 

X(c,t)  =  0,        für^^O, 
=  1,  r^    t>0. 

Da  Z  (-r,  0  außerdem  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  so 
genügt  die  Funktion 

(8)  u,  =  9'(^)[x(^»  t  —  U)  —  xi^^  ^  —  ^  +  0] 

den  gestellten  P'orderungen.    Hiernach  ergibt  sich  für  ^  <;  ^h 

n  — 1 


(9)  «  =  2j  9>(<0[z(J",  i  —  U)-  Zix,  t  —  <,+,)]. 

und  daraus  ganz   wie  in  §  41 ,   wenn  wir  zu  unendlich  kleinen 
Intervallen  r»  übergehen: 

(10)  «=j^(.)^il£^d., 

0 

und  wenn  man  für  x{x^t  —  r)  den  Ausdruck  (7)  substituiert,  also 
^^   „^ ^  = —    >    (—  1)«  me       \  c  J  sm 

m=  1 

setzt,  so  folgt: 

(11)  «=  . 

2Äa2    ^.      ,.  .     mnx  [  -a^V^\  {^-x^     ^.    . 
^i—  2j  (""  ^y  ^*  ^^^  "T~  J  '^  9(r)  rfr. 

m=l  g 


§49. 

Verifikation. 

Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  die  Funktion  ti  erhalten 
haben,  zeigt  leicht,  daß  die  Bedingungen  (2),  (3)  in  §48  be- 
friedigt sind.  Man  sieht  aber  nicht  unmittelbar,  daß  auch  (1)  und 
(4)  erfüllt  ist,  daß  t*  für  a;  =7  c  in  9)  (f)  übergeht  Damit  hängt 
zusammen,  daß  der  Ausdruck  (11)  (§  48)  nur  bedingt  konvergent 
ist,   und  also   überhaupt   schlecht   konvergiert,   und   um    beiden 
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übelständen  abzuhelfen,  ist   eine  Transformation   erforderlich i). 
Schreiben  wir  den  Ausdruck  (11)  zunächst  so: 

(1)  ^    .  «  = 


•  an  — .•! 


U 


e 
c 


80  haben  wir  unter  dem  Integralzeichen  eine  unendliche  Reihe 
stehen,  die  aus  der  Theorie  der  Theta- Funktionen  bekannt  ist, 
und  auf  die  man  die  Transformationstheorie  der  Theta-Funktionen 
anwenden  kann.  Wir  dürfen  aber  hier  Ton  dieser  allgemeinen 
Theorie  keinen  Gebrauch  machen,  und  wollen  daher  die  Um- 
formung direkt  herleiten. 

Wir  gehen  dabei  aus  von  dem  Integral  Bd.  I,  §  64  (6),  das 
wir  auch  so  darstellen  können: 

+  00 

(2) 


—  flO 


da  der  imaginäre  Teil  auf  der  linken  Seite  verschwindet  Hierin 
soll  m  eine  ganze  Zahl  bedeuten.  Das  Integi*al  auf  der  linken 
Seite  läßt  sich  in  eine  Summe  zerlegen: 

in  +  l 


n  =  —  CO  s_     , 


an  — 1 

oder,  wenn  man  2  n  -|-  a  für  (x  setzt 

e     *i» 


=-•-1  .  ^    ^ 


')  Um  sich  über  die  Art  der  Konvergenz  der  Reihe  (11)  eine  Vor- 
steUuDg  zu  bilden ,  nehme  man  beispielgweise  ^  (r)  =  l ,  dann  ergibt  sich 
für  diese  Beihe,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor: 

Hier  ist  nnn  die  Beihe 

(—!)"•    .     W  7iX     ~^«,«;r2i 

^ —  sm e     c« 

m  c 

für  jedes  positive  t  unbedingt  konvergent  und   eine  stetige  Funktion  von  Ji\ 
während 

(—1)"*   .    mnx 

^ sm 

m  c 

eine  ungerade,  aber  bei  x  =  c  unstetige  Funktion  ist  (Bd.  I,  §  86). 

8* 
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Dies  multiplizieren  wir  mit  e~^^y^  und  nehmen  die  Summe 
über  alle  ganzzahligen  m,  also 


—  mnt 
e      *P 


(3)  21      2    fc-''^»"+«>"+~''»^"-«'^da=l/-  2 

n= — »  m=— »*_-  ^  -^11»=—« 

Auf  der  linken  Seite  läßt  sich  nun  die  Summation  in  bezug 
auf  m  ausführen,  und  es  ergibt  sich  nach  der  Fourier sehen 
Reihe  (Bd.  I,  §  36  P) 

(4)      2  «-'»"+'>•  =  11/^  2  ^-"^ 


Hierin  ist  die  rechte  Seite  gleich 


n=:— 00  »      •*       m=:  — » 


OD  m*  »2 


2 V^+FfI^/   *'  '^''*""^' 

und  wenn  man  also  nach  y  differentiiert : 


(ö)    2  (2n  +  y)6-p(«-t-v)«   =.|(fy2me     *'   einm^y. 

«  =  —  00  ^P^       W  =  l 


Setzt  man 

c  —  X 


c 


(6)  y  = 

so  ergibt  sich  hieraus  nach  (1),  wenn  wir  der  Einfachheit  halber 
y  beibehalten: 

(8)  u  =  — ^U(r)(e-r)    ~'^{2n  +  y)e    -»('-^rfr, 

worin  y  nach  (6)  durch  o;  auszudrücken  ist.  Daraus  folgt  weiter, 
wenn  man  die  Glieder  mit  positivem  n  von  denen  mit  nega- 
tivem n  trennt  und  n  :=  0  absondert: 

«  = -4=  f  9,(r)(f-T)"%o~J=^  dr 
2a\7t  J 

(9)  ^  - 1  ^  r  -  <^<g»*-n^)* 

(2n  +  t/)ö      4a^(«-x) 


+  4j|.w('-')"'2 


c2  (2  n  —  y)« 

—  (2n  —  t/)6    ^«''(«-'^^    dr. 
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Das  erste  Glied  formen  wir  noch  um  durch  die  Substitution 


cy  ,  c 


2aV^— r'  4a^^         ^ 

wodurch  man  erhält: 


-Y^'H'-^y-^' 


2oVt 


1      00     r  c«(2n  +  y^ 


—  (2n  — y)e    *«*<*- ^^J  dr. 

Hierin  ist  nun  sofort  zu  sehen,  daß  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite  für  y  =  Q  verschwindet,  und  daß  das  erste  in  q>{t) 
übergeht  [Bd.  I,  §  12  (9)].  Die  unendliche  Reihe,  die  in  dem 
zweiten  Integral  noch  vorkommt,  ist  für  jeden  im  Integrations- 
bereiche vorkommenden  Wert  von  r  unbedingt  konvergent^). 

Femer  kann  man  wie  in  §  42  zeigen,  daß  die  Differential- 
gleichung §  47  (1)  befriedigt  ist. 

§50. 
Vordringen  des  Frostes. 

Wir  wollen  hier  noch  ein  Beispiel  für  eine  andere  Art  der 
Grenzbedingungen  betrachten,  das  einerseits  wegen  seiner  An- 
wendung auf  wirkliche  Vorgänge,  andererseits  wegen  der  damit 
verbundenen  mathematischen  Schwierigkeit  von  Interesse  ist. 

Es  handelt  sich  um  das  Gesetz  des  Eindringens  des  Frostes 
oder  auch  des  Auftauens  in  die  feuchte  Erde  oder  in  eine 
stehende  Wassermasse. 

Es  ist  aus  der  Physik  bekannt,  daß  bei  der  Umwandlung 
einer  Gewichtseinheit  Eis  von  der  Temperatur  0  Grad  in  Wasser 
von  der  gleichen  Temperatur  eine  gewisse  W^ärmemenge  ver- 
braucht wird,  die  man  die  latente  Wärme  oder  die  Schmelz- 
wärme  nennt     Wird   umgekehrt  das  Wasser  in  Eis   von  der 


*)  VgL  Schläfli,  Über  die  partielle  Differentialgleichung  -—r  =  ——5 
(1870).     Grelles  Journal,  Bd.  72. 
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gleichen  Temperatur  verwandelt,  so  wird  die  gleiche  Wärme- 
menge wieder  gewonnen.  Es  ist  also  das  Schmelzen  des  Eises 
als  eine  Arbeitsleistung  zu  betrachten.  Diese  Wärmemenge 
ist  eine  dem  Wasser  eigentümliche  positive  Konstante,  die  wir 
mit  A  bezeichnen  wollen  i). 

Wir  denken  uns  eine  unbegrenzte  Ebene  bei  x  =  0^  und 
rechnen  x  in  das  Innere  der  gefrierenden  Masse  hinein  positiv, 
so  daß  X  die  Tiefe  bedeutet.  Bei  x  =  0  möge  eine  gegebene 
unter  dem  Gefrierpunkt  liegende  Temperatur  C,  herrschen. 
In  unendlicher  Tiefe  sei  die  Temperatur  C^  gleichfalls  gegeben 
und  über  dem  Gefrierpunkt.  Von  Bewegungen  der  Massen 
im  Innern  der  Flüssigkeit  und  von  Volumenänderungen  sehen 
wir  ab.  Der  Frost  sei  zur  Zeit  t  his  x  =z  ^  vorgedrungen,  und 
das  Wesentliche  unserer  Aufgabe  ist,  |  als  Funktion  von  t  zu 
bestimmen. 

Wir  bezeichnen  die  Temperatur  im  Eise  mit  t<i,  in  dem 
noch  nicht  gefrorenen  Teile  mit  u^.  Ebenso  mögen  o^,  a^  die 
Temperatur-Leitungskoeffizienten,  fc|,  k^  die  Wärmeleitfähigkeiten 
in  beiden  Teilen  sein,  die  wir  als  Konstanten  annehmen. 

Bei  X  •=  i  herrscht  die  Temperatur  Null,  und  wenn  |  im 
Zeitelement  dt  um  d|  wächst,  so  ist  in  dem  über  der  Flächen- 
einheit stehenden  Zylinder  von  der  Höhe  dl^  eine  Wärmemenge 
Wj  frei  geworden,  die,  wenn  mit  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet 
wird,  durch  die  Formel 

W,  =  kQdi 

bestimmt  ist  Die  Wärmemenge,  die  demselben  Zylinder  in  der 
Zeit  dt  von  kleineren  Wei*ten  von  x  her,  also  von  dem  bereits 
gefrorenen  Teil  her,  zugeleitet  ist,  beträgt  (§31) 


"■• =-'■(!?)  iu 


und  von  größeren  Werten  von  x^  also  von   dem   noch  flüssigen 
Teil,  ist  die  Wärmemenge 


"'• = '-  (^),t'. 


^)  Wenn  X  in  absolutem  Maße  ^emesflen  wird,  so  sind  seine  Dimensionen 

d.  h.   A  ist  das  Quadrat  einer  Geschwindigkeit.     Der  Zahlenwert  von  A  im 
Oentimeter-Sekunden-System  ist  etwa  335.10'  (Kohlrausch,  Leitfaden). 
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zugeleitet  Da  wir  nun  keine  weitere  Wärmequelle  berück- 
sichtigen wollen,  80  muß  die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke  ver- 
schwinden, und  daraus  ergibt  sich  die  an  der  gefrierenden  Fläche 
geltende  Grenzbedingung: 

Hierzu  kommt  noch  eine  zweite  Bedingung,  die  daher  rührt, 
daß  die  Temperatur  beim  Gefrieren  des  Wassers  einen  festen 
Wert  hat,  den  man  zum  Nullpunkt  der  Thermometerskale 
gewählt  hat: 

(2)  Ml  =  0,    Mj  =  0  für  ar  =  |. 

Außerdem  hat  man  die  beiden  Hauptgleichungen  (§  37) 

und  die  Oberflächenbedingungen 

(4)  Wi  =  Ci     für  a:  =  0 

(5)  lij  =  Cj    für  a;  =  00. 

Endlich  kann  noch  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  ^  =  0 
der  Wert  yon  |  und  u^  im  Intervall  (0,  |),  u,  im  Intervall  (|,  qo) 
als  Funktion  des  Ortes  gegeben  sein. 

Die  allgemeine  Lösung  dieses  Problems  ist  bis  jetzt  nicht 
möglich,  weil  die  Grenzbedingung  (1),  in  der  die  unbekannte 
Funktion  |  vorkommt,  nicht  linear  ist,  man  also  nicht  aus  parti- 
kularen Integralen  allgemeinere  durch  Addition  ableiten  kann. 
Um  so  beachtenswerter  ist  aber  ein  partikulares  Integral, 
das  einer  bestimmten  Voraussetzung  über  den  Anfangszustand 
entspricht 

Im  §  38  haben  wir  gezeigt,  daß,  wenn 


\n  J 


V 

ist,  0(x/2a'^t)  der  Differentialgleichung  der  Wärmebewegung 
[§  ^7,  (2)]  genügt,  und  daß  also,  wenn  A^y  JB,,  A^^  B^  Konstanten 
sind,  die  Differentialgleichungen  (3)  durch  die  Annahme 
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"• = ^' + *•"  (^) 

befriedigt  sind.  Nun  ist  die  Funktion  9  (:(;/ 2  a  ^7)^  konstant, 
wenn  x  =  0,  o?  =  oo  oder  x  proportional  mit  yj  ist  Demnach 
bezeichnen  wir  mit  a  noch  eine  weitere  Konstante  und  setzen 

(7)  l  =  aV<", 

und  wollen  nun  zeigen,  wie  man  durch  passende  Bestimmung 
der  Eonstanten  Ai^  B^y  A^^  B^^  a  den  Bedingungen  unserer  Auf- 
gabe genügen  kann. 

Da  nämlich  ö(O)  =  O,0(oo)=  1  ist,   so  ergibt  sich  nach 
(6)  und  (7)  aus  (2),  (4)  und  (5): 

Ai  =  C7i, 

A^  -f-  B2  =  Cj, 


(8) 


und  aus  (1): 


o«  7-    Tj  a« 


fci  Bi s  Ä*a  Bq 5  X  Q 

aiytn  a^ytTC  2yt 

Nach  (8)  hat  man  hierin  zu  setzen 

und  wenn  man  also  noch  mit  yT^  multipliziert,  so  ergibt  sich: 


a*  a< 


(10)     ho^i_;i^-Mi±j;L—^^-,,j- 


«.«(^)  4'-«(^.)J 


Hier  haben  wir  also  eine  transzendente  Gleichung,  aus  der 
a  zu  bestimmen  ist.  Die  linke  Seite  von  (10)  wird,  wenn  Cj 
negativ,  C^  positiv  ist,  negativ  unendlich,  wenn  a  =  0,  und 
positiv  unendlich,  wenn  a  =  00  ist,  wie  man  aus  den  Sätzen 
über  die  Funktion  &{x)  [Bd.  I,  §  28,  (14)]  leicht  sieht.     Es  gibt 
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also  gewiß  einen  positiven  Wert  von  a,  für  den  die  Gleichung  (10) 
befriedigt  ist  (Der  Nachweis,  daß  es  nicht  mehr  als  einen 
solchen  Wert  gibt,  würde  eine  etwas  komplizierte  Untersuchung 
über  die  Maxima  der  linken  Seite  von  (10)  nötig  machen.) 

Hat  man  a  gefunden,  so  ergibt  sich  Bi  und  JB,  aus  (9)  und 
^1,  Af  aus  (8). 

Der  Anfangszustand  ist  jetzt  nicht  mehr  beliebig.  Aus  (7) 
folgt  nämlich,  daß  |  =  0  ist  für  ^  =  0,  und  aus  (6),  daß  u,  kon- 
stant gleich  Ä^  -j-  B2  =  Cs  ist  &  ist  also  t  =  0  der  Augen- 
blick, wo  der  Frost  an  der  Oberfläche  eben  beginnt,  wenn  die 
Temperatur  der  ganzen  Wassermasse  konstant  gleich  C^  ist 

Die  Formel  (7)  zeigt,  daß,  wie  zu  erwarten  war,  das  Vor- 
dringen der  Frostgrenze  mit  wachsender  Tiefe  immer  langsamer 
erfolgt 

Nimmt  man  Ci  positiv,  C2  negativ  an,  so  geben  die  gleichen 
Formeln  das  Gesetz  des  Auftauens  1). 

')  Mit  dem  hier  behandelten  Problem  beschäftigen  sich  mehrere  Ab- 
handlangen  von  J.  Stefan.  (Wiener  Monatshefte  für  Mathematik  und 
Physik,  I.  Jahrgang,  8.1,  1890.  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie, 
Bd.  98,  Abteilung  IIa,  S.  473,  1890.)  Franz  Neumann  hat  in  seinen 
Königsberger  Vorlesungen  bereits  am  Anfang  der  sechziger  Jahre  das 
Problem  in  der  Weise,  wie  es  hier  geschehen  ist,  behandelte 
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Wäpmeleltung  in  der  Kuir^l. 


§51. 
Unbegrenztes  Medium  bei  beliebigem  Anfangszustand. 
Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichung  der  Wärmebewegung 

(i)  H  =  «*^« 

auf  Polarkoordinaten  transformieren,  und  erhalten  nach  der 
Formel  Bd.  I,  §44  (11): 

ör2     '    r-^sin-^         c9'  '    rasin^a"  892 

Hierin  bedeutet  r  die  Entfernung  des  variablen  Punktes  Yon 
einem  als  Pol  dienenden  festen  Punkt,  ^  die  Poldistanz  und  q> 
das  Azimut. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  daß  die  Temperatur  nur 
von  r,  nicht  von  ^  und  (p  abhängig  ist,  so  wird  die  Gleichung 
für  u 

^^'  dt  -"  \dr^  +  r  dr)' 

und  wenn 

(4)  1;  =  rti 

gesetzt  wird: 

und  stimmt  also  in  ihrer  Porm  überein  mit  der  Differential- 
gleichung §  37  (2),  die  wir  im  vorigen  Abschnitt  genau  unter- 
sucht haben.    Die  unabhängige  Variable  ist  hier  r,  und  die  ab- 
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hängige  Variable  ist  v  =  ru.     Die  Variable  r  ist    anf  positive 
Werte  beschränkt,  und  v  hat  der  Grenzbedingung   zu  genügen: 

(6)  v  =  0    für    r  =  0. 

Die  Probleme,  die  wir  dort  behandelt  haben,  lassen  sich  also 
ohne  weiteres  auch  auf  den  Fall  deuten,  daß  der  leitende  Körper 
eine  Kugel  yom  Radius  c  ist,  so  daß  den  Ebenen  ^  =  0  und 
X  =  c  der  Kugelmittelpunkt  und  die  Kugeloberfläche  entsprechen. 
Die  aufgestellten  Formeln  stellen  dann  aber  nicht  die  Temperatur 
selbst,  sondern  das  r- fache  der  Temperatur  dar. 

Wir  haben  bereits  im  §  37  ein  partikulares  Integral  der 
Differentialgleichung  (5)  kennen  gelernt,  nämlich: 


(7) 

1         .r:. 

Danach  wird 

1          '' 

u—          e   «"•* 

und  dies  wird  unendlich  für  r  =  0.  Wir  erhalten  aber  ein  von 
diesem  Übelstande  freies,  partikulares  Integral,  wenn  wir  (7) 
nach  r  differentiieren.  Der  so  gefundene  Ausdruck,  der  mit 
Unterdrückung  eines  konstanten  Faktors 


^    ß    i  o2  e 


y^8 

lautet,  gibt  ein  partikulares  Integral  der  Gleichung  (3) : 

1      --i 
(8)  M  =  -A-e    *«**. 

Hierin  setzen  wir,  indem  wir  unter  Xj  t/,  js]  ^,  rj,  g  die  Ko- 
ordinaten zweier  Punkte  p  und  q  verstehen: 

(9)  r  =  V(i  -  xy  +  (1?  -  yy  +  (5  -  j^y, 

und  nun  können  wir  aus  (8)  ein  allgemeineres  Integral  von  (3) 
herleiten,  wenn  wir  mit  dv  das  Volumenelement  an  der  Stelle  q 
und  mit  Oq  oder  <2>  (|,  17,  i)  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnen : 

1        r   --^ 
(10)  ttp  = i e    *«"  0gdx, 

worin  das  Integral  über  den  ganzen  Raum  erstreckt  werden 
kann.     Wir  wollen  dieses  Integral  umformen,  indem  wir  Polar- 
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koordinaten  mit  dem  Mittelpunkt  p  einführeu.  Bezeichnet  dann 
da  ein  Flächenelement  der  Einheitskugel,  so  wird  das  Raum- 
element dt  =  r^drd(o.    Wir  setzen 

(11)  tl,(r)  =  ±^^9,dw, 

SO  daß  ^(r)  der  Mittelwert  der  Funktion  0  auf  einer  um 
p  beschriebenen  Kugel  mit  dem  Radius  r  ist,  und  es  ergibt  sich, 
wenn  <P  im  Punkte  p  stetig  ist 

(12)  ^(0)  =  a>p. 
Dadurch  geht  (10)  über  in 

OD  ^ 

oder,  wenn  man 

^_^  r  =  2aftX 

setzt:  ' 

00 

(14)  Wp==  -^  [t{2aftk)e-^U^dL 

\n  J 

'  0 

Wenn   man   hierin  ^  =  0  setzt,   so  folgt  aus  (12)   mit  Be- 
nutzung der  Formel: 


OD 


\ 


c-»l2dk  =  i^    [Bd.  I,  §  12  (7)] 


f  ür  e  =  0  "" 


(15)  u  =  0  {x,  y,  z), 

d.  h.  es  ist  0  der  Anfangszustand  der  Temperaturverteilung,  und 
durch  (10)  oder  (14)  ist  also  das  Problem  der  Wärmeleitung 
für  ein  unbegrenztes  Medium  bei  einem  beliebigen 
Anfangszustand  ganz  allgemein  gelöst 

Wollte  man  in  ähnlicher  Weise  die  Funktion  (7)  benutzen, 
so  würde  man  zu  einem  dreifachen  Integral  gelangen,  das  der 
Differentialgleichung  (1)  nicht  mehr  genügt  (ähnlich  wie  das 
Potential  von  Massen  für  einen  inneren  Punkt).  Es  würde  dies 
also  einer  Wärmebewegung  entsprechen,  bei  der  in  jedem  Volumen- 
element eine  fortwährende  Wärmeentwickelung  stattfindet  i). 

^ 

^)  Die   Funktion    u  = ^^  {  e    <"**  «/'(|,  i?,  Of-^d^drjdC    ver- 


schwindet  für  *  =  0  und  genügt  der  Differentialgleichung 

dt 


^  =  a«Jw  +  -Pt-^ 
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§52. 
Der  Greensche  Satz  in  der  Wärmetheorie. 

Wir  können  das  partikulare  Integral  der  Wärmegleichung, 
das  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  benutzt  haben,  noch 
weiter  verwerten,  ähnlich  wie  die  Greensche  Funktion  in  der 
Potentialtheorie  ^). 

Wir  führen  einen  anderen  Anfangspunkt  der  Zeit  ein,  und 
setzen,  indem  wir  unter  d'  eine  beliebige  Größe  (Veränderliche) 
verstehen, 


(1)  B  =  (t  —  d')-'^^e  *«»('-'•'), 

was  nichts  anderes  ist,  als  die  Partikularlösung  (8)  des  vorigen 
Paragraphen,  wenn  darin  t  in  t  —  d"  verwandelt  wird.  Sie  genügt 
als  Funktion  von  |,  ij,  g,  ^  der  Differentialgleichung 

(2)  11  =  -«'^^' 
worin  jetzt 

Nun  sei  ein  beliebig  begrenzter  Raum  z  gegeben  und  in  ihm 
eine  Funktion 

(4)  w  =  w(i,  12,  e,  ^), 

die  der  Differentialgleichung 

(6)  ^  =  «*^« 

genügt,  femer  eine  Lösung  v  der  Gleichung  (2): 

dv 
(6)  ^  =  -  a'^v. 

Hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  (5)  mit  i;,  (6)  mit  u  multi- 
pliziert und  addiert: 

und  durch  Integration  über  den  ganzen  Raum  r,  wenn  man 
rechts  den  Ganß  sehen  Integralsatz  anwendet  und  mit  do  ein 
Element  der  Begrenzung  von  r,  mit  dn  ein  Element  der  nach 
innen  gerichteten  Normalen  bezeichnet: 

^)  Vgl.   Sommerfeld,    Zur   analytischen   Theorie   der   Wärmeleitung, 
Mathematiflohe  Annalen  45,  263,  1894. 
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Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  für  den  Körper  r  eine  Funktion 
y  der  beiden  Punkte  p,  q  und  der  beiden  Zeitpunkte  f,  d"  ge- 
funden, die  den  folgenden  Bedingungen  genügt,  wobei  der  Punkt 
q  als  variabel  betrachtet  wird: 

a)  ^  +  a^z/y  =  0,    innerhalb  r, 

^  ^       b)  y  =  0  für  ^  =  ^  (auch  im  Punkte  p)^ 

c)  y  r=  £,  wenn  q  an  der  Oberfläche  liegt, 

und  setzen  in  (7) 

(9)  V  =  6  —  y. 

Dann  ist  wegen  (2)  und  (8  a)  auch  (6)  erfüllt.  An  der  Ober- 
fläche ist  v  =  0  [nach  (8  c)]  und  folglich  nach  (7): 

(10)  ^j„(,_y)dr=««j«^lLzjOd,. 

Um  nun  diese  Formel  nach  d'  zwischen  den  Grenzen  0  und  t 
zu  integrieren,  haben  wir  die  folgenden  Formeln  anzuwenden,  in 
denen  u^  den  Anfangswert  (für  0"  =  0)  der  Funktion  u  bedeutet: 

( f  w«ydt)  _   =  0,    für  ^  =  ^  [(8b)], 

(j%ydr)^^^=r|<[y]^^,dr,    für  ^  =  0, 

(  {ug6dt\  _  =  (2a  V^8up(e),  mrd'  =  t  [§  51(10),  (15)], 

Die  dritte  dieser  Formeln  erhält  man  so:  Nach  der  Defini- 
tion (1)  ist 

und  dies  geht  nach  §  51  (10)  (15)  f ür  e  —  -^  =  0  in  Up{t)  über. 
Führen   wir  zur  Abkürzung  wieder  v  für  «  —  y  ein,  so  er- 
lialten  wir  aus  (1) 


({uvdt\       =  {2a^yup(t), 
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Und  daraus  durch  Integration  von  (10)  in  bezug  auf  ^ 
zwischen  den  Grenzen  0  und  t: 

t 

(11)      (2aV^«Mp(0=j<M,^,dr  +«»jd*JM|^d(,. 

0 

Hierdurch  ist  aber,  wenn  y  und  mithin  v  als  bekannt  an- 
genommen wird,  die  Funktion  Up  ausgedrückt  durch  den  Anfangs- 
wert t**  und  durch  den  Oberflächenwert  von  w,  und  dieser  Ober- 
flächenwert kann  eine  beliebig  gegebene  Funktion  des  Ortes  und 
der  Zeit  sein. 

Diese  Funktion  y  leistet  uns  also  für  das  allgemeine  Problem 
der  Wärmebewegung,  wenn  Anfangstemperatur  und  Oberflächen- 
temperatur beliebig  gegeben  sind,  dasselbe,  was  die  Green  sehe 
Funktion  für  die  Potentialprobleme  leistet  Wenn  wir  z.  B.  den 
Fall  betrachten,  den  wir  im  vorigen  Abschnitt  ausführlich  dis- 
kutiert haben,  daß  der  Körper  durch  eine  Ebene  begrenzt,  sonst 
aber  unbegrenzt  ist,  so  nehmen  wir  in  bezug  auf  diese  Ebene 
das  Spiegelbild  p'  von  p  und  bezeichnen  mit  r'  die  Entfernung 
(q,p')\  dann  genügt 


r'2 


(12)  y  =  (t  —  »)-%e   *"'*'-*>, 

* 

woraus  man  z.  ß.  die  Resultate  des  §  41  leicht  wieder  herleiten 
kann. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Funktion  y  bilden  für  ein 
Polyeder,  das  von  ebenen  Flächen  begrenzt  ist,  und  die  Eigen- 
schaft hat,  daß  durch  wiederholte  Spiegelung  an  den  Grenz- 
flächen der  unendliche  Raum  einfach  ausgefüllt  wird,  z.  B.  für 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon  (auch  einige  Tetraeder  haben 
diese  Eigenschaft). 

§53. 

Berücksichtigung  der  äußeren  Leitung. 

Wir  wollen  uns  jetzt  noch  mit  der  Wärmebewegung  in  einer 
Kugel  unter  Berücksichtigung  der  äußeren  Lieitung  beschäftigen. 
Die  Temperatur  der  Umgebung  setzen  wir  als  konstant  voraus 
und  wählen  sie  zum  Nullpunkt.  Ist  dann  k  die  innere,  h  die 
äußere  Leitfähigkeit,  die  wir  hier  als  Konstanten  ansehen,  so 
haben  wir  nach  §  34,  IV,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete 
Normale  bedeutet,  die  Oberflächenbedingung  für  die  Temperatur  u 


128  Siebenter  Absohnitt.  §58. 

> 

(1)  *I^  =  A« 

dn 
oder,  wenn  wir  k:h  =  l  setzen 

worin  I  eine  konstante  Länge  ist,  und  die  Oberfläx)hen werte 
einer  Funktion  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  bezeichnet 
werden. 

Es  sei  der  Körper,  den  wir  betrachten,  eine  Kugel  yon  dem 
Radius  c,  und  wir  nehmen  zunächst  den  Fall,  daß  die  Funktion 
u  nur  eine  Funktion  von  r  und  t,  also  in  konzentrischen  Schichten 
konstant  sei.  Dann  fällt  n  in  (2)  mit  — r  zusammen,  und  wenn 
wir  hierin  nach  §  51  (4) 

(3)  V  =  ru 

setzen,  so  geht  die  Bedingung  (2)  in  folgende  über: 

Demnach  haben  wir  die  Funktion  v  den  folgenden  Bedin- 
gungen gemäß  zu  bestimmen: 

IL       V  =  rF{r),  für  t  —  0, 


IIL 


^'  +  (1-7)^  =  ^'  fürr  =  c. 


IV.       v  =  0,  für  r  =  0, 

worin  F{r)  eine  willkürliche  Funktion  ist,  die  den  Anfangs- 
zustand ausdrückt 

Wir  gehen  wieder  von  der  Partikularlösung  der  Gleichung  I 
aus,  die  wir  schon  früher  benutzt  haben 

(5)  e-«*^" sin  Ar, 

die  die  Bedingung  IV  befriedigt  Damit  auch  die  Bedingung  III 
durch  diesen  Ausdruck  befriedigt  werde,  muß  X  so  gewählt 
werden,  daß  es  der  Gleichung 

(6)  Acosilc  +  ( j )  sinAc  =  0 
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genügt.  Es  muJ}  also  A  eine  Wnrzel  der  transzendenten 
Gleichung  (6)  sein,  die  wir  daher  zunächst  zu  untersuchen 
haben. 

§54. 

Diskussion  der  transzendenten  Gleichung. 

Um  die  Gleichung  (6),  §  53  etwas  einfacher  darzustellen, 
setzen  wir 

(1)  kc  =  (p,     j  —  l  =  p 

und  betrachten  (p  als  die  Unbekannte,  p  als  eine  gegebene  Kon- 
stante.   Unsere  Gleichung  lautet  dann 

(2)  (p  cos  9  -|-  jp  sin  9?  =  0. 

Die  Gleichung  hat  die  AVurzel  9  =  0.  Alle  anderen  Wur- 
zeln kommen  paarweise  entgegengesetzt  vor. 

Der  besondere  Fall  p  =  0  erledigt  sich  unmittelbar,  denn 
in  diesem  Fall  geht  (2)  in 

(p  cos  9  =  0 

über  und  hat  also  außer  ql  =  0  nur  die  ungeraden  Vielfachen 
▼bn  l^r  zu  Wurzeln.  Sehen  wir  also  jetzt  yon  diesem  Falle  ab, 
so  ist  die  Gleichung  (2)  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

(3)  ff  =  tg(jp-f|  =  0. 

Lassen  wir  9  yon  irgend  einem  ungeraden  Vielfachen  von 
|;r  bis  zum  nächsten  gehen,  also  etwa  yon 

(4)  ^^"~2     ^^®     ^^+2' 

so  geht  ig  9  und  mithin  <Z>  von  —  ao  zu  -4*  ^^  und  muß  also 
wenigstens  einmal  durch  Null  gehen.  Es  liegt  also  in  jedem 
dieser  Intervalle  wenigstens  eine  Wurzel  von  (3). 

Da  wir  aus  den  positiven  Wurzeln  von  (3)  die  negativen 
sofort  erhalten,  beschränken  wir  uns  jetzt  auf  die  Betrachtung 
positiver  Werte  von  9.    Wir  teilen  jedes  der  Intervalle  (4)  in 

zwei  Teile,  von  nn  —  -^  bis  n^  und  von  nn  bis  n«  +  01  so  daß 

die  Tangente  von  9  im  ersten  negativ,  im  zweiten  positiv  ist. 
Dann  unterscheiden  wir  zwei  Fälle: 

Biemann- Web  er  f  Partielle  DilfereotialKleichangan.    II.    6.  Aufl.  9 
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1.  Ist  p  <  0,  80  liegt  keine  Wurzel  von  0  in  dem  Intervall 

2.  Ist  p  >>  0,  80  liegt  keine  Wurzel  von  <b  in  dem  Intervall 

und  daraus  folgt: 

jp  <  0.   Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  *i  sr  •  *  -  w  ;r  +  - , 

|> >  0.   Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  nn  —  —  • . .  nn. 

Eine  Ausnahme  bildet  im  Falle  1.  das  erste  Intervall  von 
0  bis  ^,  weil  hier  qp  r=  0  selbst  eine  Wurzel  ist.  In  diesem 
Falle  ist  für  unendlich  kleine  Werte  von  9 

*  =  9(i+j), 

Tt 

und  für  9  =  -  ist  0  =  -f-  °°  •    Hieraus  ersieht  man : 

Ist  0  >  I?  >  —  1,   so    liegt    eine  Wurzel    in   dem 
Intervall  0  •••  •^• 
Ist  p  >  0  oder  |)  <  —  1,  so  liegt  keine  Wurzel  in  dem 
Intervall  0  •  •  •  ~  • 

Daß  in  keinem  der  angegebenen  Intervalle  mehr  als  eine 
Wurzel  liegen  kann,  läßt  sich  so  einsehen.  Wenn  mehr  als  eine 
Wurzel  in  einem  dieser  Intervalle  liegen  sollte,  so  müßten  es 
mindestens  drei  sein,  und  zwischen  je  zweien  von  ihnen  müßte 
^  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  haben.    Es  müßte  also 

d«_  _1 ^  1^ 

in  einem  solchen  Intervall  mindestens  zweimal  =  0  werden. 

Wenn  aber  p  positiv  oder  kleiner  als  —  1  ist,  so  kann  dieser 
Ausdruck  überhaupt  nicht  verschwinden ,  und  wenn  |>  =  —  1 
oder  ein  negativer  echter  Bruch  ist,  nur  einmal  in  einem  Intervall. 

Man  kann  sich  die  Lage  der  positiven  Wurzeln  von  <b 
sehr  gut  graphisch  veranschaulichen,  wenn  man  9  als  variable 


§64. 


DiBkussion  der  transzendenten  Gleichung. 
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Abszisse  in  einem  rechtwinkeligen  Koordinatensystem  ansieht  und 
die  zwei  Linien 

(5)  r=tgy,  j^=r  —  |. 

konstruiert  Die  Gleichung  (3)  ist  dann  y  =r  Y,  und  die  Wurzeln 
sind  also  die  Abszissen  der  Schnittpunkte  dieser  beiden  Linien, 
von  denen  die  zweite  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Gerade 
ist  (Fig.  12). 

Fassen  wir  das  Resultat  dieser  Untersuchung  kurz  zusammen, 
so  hat  sich  also  ergeben,  daß  die  transzendente  Gleichung  (2) 


Fig.  12. 


unendlich  viele  positive  Wurzeln  hat.  Für  p  =  0  sind  dies  die 
ungeraden  Vielfachen  von  ^r-,  für  j)  >  0  liegt  von  den  Wurzeln 
je  eine  im  2ten,  4ten,  6ten  ...  Quadranten  und  zwar  so,  daß  sie 
sich   mit  wachsender  Größe    den    ungeraden   Vielfachen   von  -^ 

schnell  annähern. 

Ist  p  ein  negativer  echter  Bruch,  so  liegen  die  Wurzeln  im 
Iten,  Sten,  5ten  ...  Quadranten  und  nähern  sich  ebenfalls  den 

ungeraden  Vielfachen  von  ■^• 

Der  Fall  p  <C  —  l    kann   nach   der   Bedeutung   von  p  in 
unserem     physikalischen    Problem    nicht    vorkommen.      Mathe- 

9* 


(6)  Ä  =  ^rx^+'=o. 
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matisch  yerhält  sich  der  Fall  aber  ebenso  wie  der  vorige,  nur 
daß  keine  Wurzel  im  ersten  Quadranten  liegt 

Die  Wurzeln  lassen  sich  nur  näherungsweise  berechnen,  was  mit 
Hilfe  der  trigonometrischen  Tafeln  ziemlich  leicht  ausgeführt  werden 
kann.  Bei  Euler,  ^Introductio  in  analysin  infinitorum^,  tomus  II, 
cap.  XXII,  problema  IX,  ist  die  Aufgabe  für  p  =  l  behandelt. 

Wir  wollen  noch  die  Frage  beantworten,  ob  unsere  Gleichung 
0  =  0  rein  imaginäre  Wurzeln  haben  kann;  auf  die  Frage  nach 
den  komplexen  Wurzeln  werden  wir  später  zurückkommen.  Wir 
setzen  also  q>  •=  i^  und  erhalten  aus  (3)  die  Gleichung 

Diese  Gleichung  hat  die  Wurzel  |  =  0  und  es  fragt  sich, 
ob  sie  noch  andere  reelle  positive  Wurzeln  hat  Wir  bilden  zu 
diesem  Zwecke  den  Differentialquotienten 

dg_  4  1 

d|  -  (e€  +  c-5)i  +  p  ' 

dieser  Ausdruck  verschwindet  nur,  wenn 

ist.  Dies  tritt  niemals  ein,  wenn  p  positiv  oder  ein  negativer 
echter  Bruch  ist  und  in  diesen  Fällen  kann  also  S  von  Null  an 
nur  wachsen.  Es  hat  also  S  außer  0  keine  reelle  Wurzel.  Wenn 
dagegen  p  <^  —  1  ist,  so  hat  die  Gleichung  (7)  eine,  aber  auch 
nur  eine  reelle  positive  Wurzel.  Die  Funktion  S  wächst  anfangs 
und  nimmt  dann  fortwährend  (bis  —  oo )  ab.  Es  hat  also  (6) 
eine  und  nur  eine  positive  Wurzel. 

Die  Gleichung  (3)  hat  daher  nur  in  dem  Falle  p  <i  —  1, 
der  für  das  physikalische  Problem  nicht  von  Interesse  ist,  zwei 
konjugierte,  rein  imaginäre  Wurzeln.  Dies  war  zu  erwarten,  denn 
läßt  man  p  stetig  wachsend  durch  —  1  hindurchgehen,  so  dreht 
sich  die  gerade  Linie  unserer  Fig.  12  um  den  Nullpunkt  Bei 
p  =  —  1  fallen  zwei  Wurzeln  in  den  Wert  0  zusammen,  und 
werden  bei  weiterer  Drehung  imaginär. 

§  55. 
Bestimmung  der  Koeffizienten. 

Wir  haben  in  §  53  gesehen,  daß  die  Funktion 
1)  c-«*^»«  sinilr. 
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wenn  A  eine  Wurzel  der  transzendenten  Gleichung 

(2)  A cos  A  c  -f-  (i ]  sin  A  c  =  0 

oder 

igkc  _     cl     _  __  c 

^"^^  k     —l-c~       p 

ist,  für  V  gesetzt,  den  Bedingungen  I,  III,  IV  genügt.  Bezeichnen 
wir  die  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung,  der  Größe  nach 
geordnet,  mit  A^,  A,,  A3,  ...,  so  genügt  denselben  Bedingungen 
auch  eine  Summe  von  der  Form 


00 


n=l 

worin  die  A^  unbestimmte  Koeffizienten  sind.  Es  fragt  sich,  ob 
man  diese  Koeffizienten  so  bestimmen  kann,  daß  auch  noch  die 
Bedingung  II: 

V  =  rF{r)    für  t  =  0 

befriedigt  ist,  wenn  F(r)  eine  willkürliche  Funktion  von  r  ist. 
Nach  (4)  müßte  also 

(5)  rF{r)^  ^A^sink^r 

n  =  l 

sein.  Dies  ist  eine  Entwickelung  der  Funktion  rF(r)  ganz  analog 
der  Fourierschen.  Wir  setzen  hier  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Entwickelung  für  die  Funktion  rF(r)  voraus,  und  suchen  die 
Koeffizienten  A»  zu  bestimmen.  Wir  multiplizieren  beide  Seiten 
der  Gleichung  (5)  mit  sinA^rdr  und  integrieren  zwischen  den 
Grenzen  0  und  c. 
Es  ist  aber 

(6)  sin  A^  r  sin  A„  r  =  I  [cos  (A^  —  A„)  r  —  cos  (A«  +  A„)  r], 
und  folglich,  wenn  m  von  n  verschieden  ist, 

fsinA  rsinA  rdr  —  ?*5l^i=LJZ_^        sm(A^  +  A,)c 
JsmA^rsmA^rdr-     2(A,,_;i,)  2(A,.  +  A„) 

0 

—  A«  cos  A«  c  sin  k^c  '\-  A^  sin  A«,  c  cos  A»  c 

und  dies  verschwindet,  da  Am,  A^  verschiedene  positive  Wurzeln 
der  Gleichung  (3)  sind.     Wir  haben  also: 
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c 

(7)  I  sin  A^r sin knfdr  =  0,    m  =|=  n. 

0 

Ist  aber  m  =r  n,  so  ergibt  sich  aus  (6) 

/  •    1     \a        1  —  cos  2  A^r 
(sm  Xn^ry  = 2 

und  daher 


j(8i 


sin  A„r)»ar  =  -^  — 


-tiL 


Es  ist  aber,  da  Im  der  Gleichung  (3)  genügt 

sin^A^c  -  1  +  tgU^c  -  ~  i^c ~  ly -j- klcH» 
und  folglich  ist 

(8)  J  (sm A.r)«dr  =  ^  ,^,.^4  (,_;).■ 

0 

Das  Resultat  der  vorgenommenen  Integration  beschränkt 
sich  also  auf  der  rechten  Seite  auf  ein  Glied,  und  wir  erhalten 

0 

oder 

0 

Geben  wir  den  Koeffizienten  in  der  Beihe  (4)  die  durch  (9) 
ausgedrückten  Werte,  so  genügt  die  Funktion  v  den  sämtlichen 
Bedingungen. 

Vorausgesetzt  ist  hier  freilich,  daß  die  Funktion  rF(r)  sich 
überhaupt  in  eine  Reihe  von  der  Form  (5)  entwickeln  läßt  Dies 
ist  für  solche  Funktionen,  die  sich  in  Fouriersche  Reihen  ent- 
wickeln lassen,  mit  Benutzung  eines  Gedankens  von  Christoffel 
durch  Fudzisawa  nachgewiesen  i). 

^)  über  eine  in  der  Wärmelei tnngstheorie  auftretende,  nach  den  Wur- 
zeln einer  transzendenten  Gleichung  fortschreitende  Beihe  (Inauguraldisser- 
tation der  Universität  Straßburg  1886),  Journal  of  the  College  of  Science 
Imperial  University,  Japan,  vol.  IL 
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Wir  wollen  noch  einige  Bemerkungen  an  die  gefundenen 
Formeln  knüpfen.  Aus  (4)  ergibt  sich  für  die  Temperatur  u 
selbst  die  Formel 

(10)  M  =  AiB-^^x* 1-  -4aC-«*V* = h  ••• 

T  T 

Hierin    ist    X^c  <in   und   folglich   auch   l^r  <^n.     Es  ist 

aber 

d   sin  A^ r rX^  cos  A^ r  —  sin  A^  r 

dr      r  r^  ' 

also  negativ,  solange  X^r  <^x  ist.  Demnach  nimmt  der  Faktor 
sin  Ai  r/r  des  ersten  Gliedes  mit  wachsendem  r  stetig  ab,  und 
zwar  von 

wnVc  ^  _Aj 

Es  ist  ferner,  da  der  Fall  p  <  —  1  nicht  vorkommt, 


AiC<-,           A,c>3r, 

für  p  <0, 

AiC<3f,                 ^jC>-|^, 

fürp>0, 

also  unter  allen  Umständen 

^2         ^  -^  2c'                  ^2  "T  ^1   >   ^  1 

la  —  1«  - 

ar« 


folglich  ist 

und  ebenso  ergibt  sich  aus  §  54,  3.,  4.  für  ein  größeres  A^ 

Diese  Verhältnisse  nehmen  also  mit  der  Zeit  sehr  rasch  ab, 
und  wenn  also  der  Bruch 

a_yT 

c 

einen  hinlänglich  großen  Wert  hat,  so  wird  schon  das  erste  Glied 
der  Reihe  (10)  die  Temperatur  mit  genügender  Genauigkeit  dar- 
stellen, also 

.         .,2,  sinA^r 
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gesetzt  werden  können.  Dies  wird  um  so  früher  erlaubt 
sein,  je  kleiner,  bei  sonst  gleichen  Verhältnissen,  der 
Radius  c  der  Kugel  ist. 

Mit  wachsender  Zeit  wird  sich  auch  das  erste  Glied  der 
Grenze  Null  nähern,  und  schließlich  wird  die  ganze  Kugel  die 
Temperatur  der  Umgebung  annehmen. 

Es  ist  hier  vorausgesetzt,  daß  A-^  von  Null  verschieden  ist. 
Wäre  ^1  =  0,  so  würde  das  zweite  Glied  ausschlaggebend  sein. 
Es  würde  dann  also  die  Temperatur  noch  weit  schneller  der 
Grenze  Null  zustreben. 

Wenn  der  Radius  c  im  Vergleich  zur  Länge  l  unendlich 
wird,  dann  gehen  die  Wurzeln  der  transzendenten  Gleichung 
§  54  (3),  wie  ein  Blick  auf  die  Fig.  1 2  lehrt,  in  die  ungeraden  Viel- 
fachen von  \n  über.  Führt  man  den  Grenzübergang  aus,  so  er- 
gibt sich  die  Lösung  des  Problems,  das  wir  im  §  39  auf  andere 
Weise  behandelt  haben. 

Die  Formeln,  die  wir  für  die  Bestimmung  der  Konstanten  der 
Entwickelung  von  v  abgeleitet  haben,  erlauben  uns,  eine  Lücke 
zu  ergänzen,  die  in  der  Diskussion  der  transzendenten  Gleichung 
geblieben  ist,  nämlich  den  Nachweis  zu  führen,  daß  diese  Glei- 
chung keine  komplexen  Wurzeln  hat.  Es  hat  sich  nämlich  er- 
geben, daß,  wenn  A,  k*  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sind,  und 
A^  von  k*^  verschieden  ist,  immer 


c 

(il)  j 


sin  Ar  sin  A'rdr  =  0. 


0 

Dies  würde  auch  noch  gelten,  wenn  k  und  k*  komplex  wären. 

Wenn  aber 

A  =  a  -j-  /3i 

eine  Wurzel  ist,  so  ist  auch 

A'  =  a  —  ßi 
eine  Wurzel  und  es  wird 

sin  Ar  r=  R  -\-  Si^ 

sin  k*r  =  R  —  Si, 

worin  R  und  S  reelle  Größen  sind.     Dann  würde  aber  aus  (11) 
folgen 


I 


(-f>»  +  Ä»)rfr  =  0, 
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was  nur  möglich  ist,  wenn  R  und  S  verschwinden.  Es  können 
also  komplexe  Wurzeln  nicht  vorhanden  sein.  Die  Frage  der 
rein  imaginären  Wurzeln  ist  bereits  oben  erledigt. 

§56. 

Wärmeleitung  in  einer  Kugel  bei  gegebenem 

Anfangs  zustand. 

Wir  wollen  noch  ein  auf  die  Kugel  bezügliches  allgemeineres 
Problem  der  Wärmeleitung  behandeln,  das  uns  ein  schönes  Bei- 
spiel für  die  Anwendung  der  Kugelfunktionen  bietet  Das  Pro- 
blem besteht  darin,  daß  der  Anfangszustand  im  Innern  der  Kugel 
eine  gegebene  Funktion  F  des  Ortes,  also  der  drei  Koordinaten 
r,  0",  q>  sei,  während  die  Temperatur  der  Oberfläche  konstant  auf 
Null  gehalten  wird. 

Es  ist  dann  die  Differentialgleichung  §  51  (2) 

n\        ^_    J8^ru  1       ^^^^     d»  1      d^u 

^^      ^  dt  ~^   \  dr^  '^  rund-        d^        "*"  rsin«^  oy»^ 

unter  den  Bedingungen  zu  integrieren: 

.  .  u  =  0    für  r  =  1, 

^  ^  u  =  F    „     t=0, 

wenn  der  Einfachheit  halber  der  Kugelradius  =  l  gesetzt  wird. 
Wir  suchen  ein  partikulares  Integral  in  der  Form 

(3)  u=TBX, 

worin  T  nur  von  ^  R  nur  von  r,  X  von  d*  und  9  abhängig  sei. 
Setzt  man  also  (3)  in  (1)  ein  und  dividiert  durch  rTRXy 
so  ergibt  sich 

T  dt  ~^ 
g«  d^rR         a^    [     l     ^^^°^  8^  1      d^  X 


rR   dr^     ^    r^ X  ysin-O-         ö»  '    sin^lt  dco^ 

Wir  machen  nun  weiter  die  Annahme,   daß  X  eine  Kugel- 
funktion nter  Ordnung  sei,  und  also  der  Gleichung 

genüge  [Bd.  I,  §  119  (7)].    Dann  geht  (4)  über  in 
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l  dT        a«   d^rR        a«n(n 4-1) 


(6) 


Tdt~rR    dr^ 


und  da  die  eine  Seite  dieser  Gleichung  nicht  von  r,  die  andere 
nicht  von  t  abhängt,  so  müssen  beide  gleich  einer  Konstanten 
sein,  die  wir  mit  — k^a^  bezeichnen.    Dadurch  ergibt  sich 

(7)  |f=-"»'J'. 

m  ^'  +  ['■  -  »-i^]r«  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist 

Die  Integration  der  Gleichung  (7)  ergibt 
(11)  T=c-^*"^S 

woraus  man  schließt,  daß  A^  positiv  sein  muß,  da  T  mit  der 
Zeit  abnehmen  muß.    Wenn  wir  ferner 

kr  =  X 

setzen,  so  erhält  die  Gleichung  (8)  die  Form: 

Setzt  man  endlich  noch 

R  =  x-  'i2  S{x), 
so  ergibt  sich  für  die  Funktion  S  die  Differentialgleichung 

und  da  R  für  x  =  0  nicht  unendlich  werden  darf,  so  muß  S(0) 
verschwinden.  Die  Gleichung  (13)  hat  nun  genau  die  Form  der 
Differentialgleichung  für  die  Bosse  Ischen  Funktionen  [Bd.  I, 
si;  72  (12)],  nur  daß  die  Ordnungszahl  keine  ganze  Zahl,  sondern 
n  -\-  i/s  ist.  Man  kann,  wie  dort,  zeigen,  daß  nur  eines  der 
beiden  partikularen  Integrale  für  x  =  0  endlich  bleibt.  Man  findet 
einen  Ausdruck  für  diese  Funktion  geradezu  aus  der  Potenzreihe 
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für  die  Beseel  sehe  Funktion  Jni^\  wenn  man  n  durch  n  -^  Vs 
ersetzt  und  man  erhält,  da  es  auf  einen  konstanten  Faktor  nicht 
ankommt  [Bd.  I,  §  71  (1),  §  123  (9)] 

S{x)  =  x^^ V.  -2j2.4...2v(2n  +  3)(2n+5)...(2n+2v+l) ' 

ein  Ausdruck,  von  dem  man  leicht  nachweist,  daß  er  der  Glei- 
chung (13)  wirklich  genügt 

Demnach  wird  die  Lösung  der  Gleichung  (12) 
(U)    ^(^)  =  ^'' 22.4...2v.(2n  +  3)(2n  +  5)...(2n  +  2v+l)' 

§  57. 
Geschlossene  Ausdrücke  für  die  Funktion  R. 

Wenn  man  die  halbkonvergenten  Entwickelungen,  die  wir 
früher  für  die  B esse  Ischen  Funktionen  aufgestellt  und  unter- 
sucht haben,  auf  diese  Funktionen  /$  zu  übertragen  sucht,  so 
kommt  man  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  daß  diese  Reihen 
abbrechen  und  also  geschlossene  Ausdrücke  für  diese  Funktionen 
liefern.  Um  diese  Entwickelungen  zu  finden,  setzen  wir  in  der 
Differentialgleichung  (8),  §  56 

(1)  rlt==e^^^0, 
wodurch  sich  für  0  die  Differentialgleichung  ergibt 

(2)  ^  +  2U^-"<"t'^<P  =  0- 
V  /  dr^^      ,    dr  r» 

Da  wir  auf  einen  geschlossenen  Ausdruck  kommen,  so  ist 
es  gleichgültig,  ob  man  hier  nach  fallenden  oder  nach  steigenden 
Potenzen  von  r  entwickelt.    Tun  wir  'das  letztere  und  setzen 


00 


0  =   y,  a»r-"  +  » 


80  ei^ibt  sich: 


-  =  —  ^ar(w  —  i/)r-»-^'-V 


d 

»=0 


äi0  • 


dr2 
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Demnach  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 


-  ^(^v[n(n  +  1)  —  (n  —  r)  (n  —  V  +  1)]  r-»  + 


00 


»—2 
lÄy  |_f»  I /»  — j—    A.J  in   i^j   I  y»  1^   — r—    xyj  r 

*  =  0 

»=o 
und  dies  soll  identisch  verschwinden.  In  der  ersten  dieser 
Summen  verschwindet  aber  das  erste  Glied  mit  i;  =  0,  und  wir 
können  daher  auch  mit  der  Summation  bei  v  :=l  beginnen. 
Setzen  wir  dann  in  der  zweiten  Summe  v  —  1  für  v,  und  be- 
achten die  Identität: 

ti  («  +  l)  —  (n  —  v)  (n  —  1/  -f  1)  =  V  (2  n  —  V  +  1), 

so  folgt: 


00 


,.-.„  +  .-2  [a,v(2n  —  V  +  1)  -|-  2aa,_i  (n  —  v  +  l)]  =  0, 

also: 

...  n  —  V  -|-  1 

a,  =  —  2txa,_i  —775 ,    ,x, 

v{2n  —  V  -f"  1) 

und  wenn  man  Uq  =  l  setzt,  so  ergibt  sich  hieraus: 

(6)      a.  —  (-ziA.)    i.2....i/.2n(2n-l)...(2n  — 1/+1) 

Man  sieht  hieraus,  daß  a^  +  i  und  alle  höheren  a*  ver- 
schwinden, und  daß  demnach  die  Reihe  0,  die  so  dargestellt 
werden  kann: 

/A\       ^  «  '^z      0-1  \v         w(n— -l)...(n  —  v+1) 

nach  dem  (n  -f-  l)ten  Gliede  abbricht^). 

Wenn  man  in  der  Summe  (4)  die  Reihenfolge  der  Summa- 
tion umkehrt,  oder,  was  dasselbe  ist,  v  durch  n  —  v  ersetzt,  so 
erhält  man: 

^  ^  iTo  (n-v)l(n-|-i'+l)(n+v+2)...2n' 

ein  Ausdruck,  der  sieb  mit  Benutzung  des  Zeichens  11  einfacher 
so  darstellen  läßt: 

n{2n)  ^^^    ^*  '^^     n(n-  V) n(y) • 


^)  PoisBon,  Theorie  mathimatique  de  la  chaleur.     Nr.  82  (1885).  y 
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Demnach  erhalten  wir  als  partikulares  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung §  56  (8),  wenn  wir  einen  konstanten  Faktor  weg- 
lassen: 

und  das  zweite  partikulare  Integral  erhält  man,  wenn  man  i  mit 
—  i  vertauscht. 

Man  kann  diesem  Resultate  verschiedene  andere  Formen 
geben,  unter  denen  wir  noch  eine  hervorheben  wollen: 

Wir  setzen  in  der  Differentialgleichung  §  56  (9) 

und  erhalten  daraus  die  Differentialgleichung  für  X„: 

oder  wenn  man 

(7)  X^ri  =  2x 
setzt: 

(8)  2.^-  +  (2«  +  3)^+X»  =  0. 

Differenziert  man  diese  Formel  nochmals  nach  x  und  setzt 

80  folgt 

(9)  2x^  +  i2n  4-5)  ^-  +  X;  =  0, 

und  diese  Gleichung  geht  aus  (8)  hervor,  wenn  man  n  durch 
n  -{-  1  ersetzt  Ist  also  Xn  eine  Lösung  von  (8),  so  ist  dX^/dx 
eine  Lösung  von  (9),  und  daraus  ergibt  sich 

dXn 


(10)  X„  +  ,  = 


dx  ' 


und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel: 


d"  Xq 


dx"" 
Für  Xo  erhalten  wir  aus  (6)  die  Gleichung: 
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und  diese  Gleichung  ist  befriedigt  durch 
und  folglich  ergibt  sich 

worin  x  durch  (7)  als  Funktion  von  r  bestimmt  ist. 

Verwandelt  man  %  in  —  i,  so  erhält  man  sowohl  aus  (12) 
als  aus  (4)  ein  zweites  partikulares  Integral,  und  wir  können 
hiemach  die  Differentialgleichung  §  56  (8)  durch  diese  ge- 
schlossenen Ausdrücke  vollständig  integrieren. 

Wenn  man  in  (12)  %  mit  — i  vertauscht  und  dann  die  Summe 

und  die  Differenz  der  beiden  Ausdrücke  nimmt,  so  erhält  man 

zwei  partikulare  Integrale  der  Differentialgleichung  §  56  (8)  in 

reeller  Form: 

,.  ^    rf«    cosAr  „         ^    d»   sin  Ar 

dx^       r  *  dx^      r 

von  denen  das  zweite  bei  der  Entwickelung  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  r  keine  negativen  Potenzen  ergibt,  weil  die  Reihe 
für  sin  Ar/r  keine  negativen  Potenzen  enthält 

§58. 
Integraleigenschaften  der  Funktion  K 

Für  die  Funktion  R  gelten  gewisse  Sätze,  die  wir  zur  Lösung 
unserer  Aufgabe  nötig  haben,  die  ganz  analog  sind  den  Sätzen, 
die  wir  früher  über  die  Bosse  Ischen  Funktionen  abgeleitet 
haben  (Bd.  I,  §  83). 

Es  seien  zunächst  A',  A"  zwei  beliebige  Größen  und 

R^  =  R{X'r\    R^  =  R{rr). 
Dann    bestehen  nach  §  56  (10)  die  Differentialgleichungen* 

^^   _      /i',      »»(»4-  1) 


dr 
dr' 


dRt 


dr 


dr 

und  wenn  man  die  erste  mit  üj,  die  zweite  mit  Ri  multipliziert 
und  subtrahiert 
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Wenn  wir  diese  Formel  in  bezug  auf  r  zwischen  den  Grenzen 
0  und  1  integrieren  und  mit  B'(x)  den  Differentialquotienten  von 

Ii{x)  bezeichnen,  so  folgt: 

1 

0 

=  r  K  (A')  JB'  (A")  —  x'K  (r )  m  (a'). 

Wenn  nun  A',  A"  zwei  Wurzeln  der  transzendenten  Gleichung: 

(2)  iJ(A)  =  0 

bedeuten,  und  A'»  —  A"*  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  (1) 

die  erste  der  gesuchten  Relationen: 

1 

(3)  [  JS(A'r)iJ(A"r)r2dr  =  0, 

0 

woraus  man  schließen  kann,  daß  die  Gleichung  (2)  keine  kom- 
plexen Wurzeln  hat  (vgl.  §  55).  Daß  sie  auch  keine  rein 
imaginären  Wurzeln  haben  kann,  sieht  man  unmittelbar  aus  der 
Reihe  (14),  §  56.  Dagegen  hat  sie  unendlich  viele  reelle  Wurzeln, 
von  denen  hier  nur  die  positiven,  denen  die  negativen  gleich 
und  entgegengesetzt  sind,  berücksichtigt  zu  werden  brauchen. 
Man  schließt  dies  am  einfachsten  aus  dem  Satze  §25,  4.,  wenn 
man  die  Differentialgleichung  für  R  in  der  Form  §  56  (12)  an- 

nimmt   Da  der  Koeffizient  1 T   ^  sobald  x  >  ^n(n  +  1) 

ist,  immer  positiv  bleibt,  so  hat  diese  Differentialgleichung  nach 
dem  erwähnten  Satze  oszillatorische  Integrale. 

Setzen  wir  aber  zunächst  für  A"  eine  Wurzel  A  der  Glei- 
chung (2)  und  lassen  dann  A'  gleichfalls  in  A  übergehen,  so  er- 
hält man  aus  (1)  durch  Differentiation  nach  A': 

1 

(4)  JÄ(Ar)«r2dr  =  i[Ä'(A)p. 

0 

§59. 
Lösung  des  Wärmeproblems  für  die  Kugel. 

Um  nun  das  in  §  56  gestellte  Problem  vollständig  zu  lösen, 
lassen  wir  n  alle  ganzen  Zahlen  von  Null  bis  unendlich  durch- 
laufen und  nehmen  zu  jedem  n  die  Kugelfunktion  X<">,  die  2n-\-l 
willkürliche  Konstanten   enthält  (Bd.  I,  §  121  (12)].      Zu  jedem 
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n  nehmen  wir  die  sämtlichen  positiven  Wurzeln  A«  der  Gleichung 
§  58  (2),  und  bilden  dann  die  Summe  aller  partikularen  Integrale 
§  56  (3).     Dadurch  erhalten  wir 

(1)  ^  =  2  '^er-'l^^M{Kr)X(-\ 

und  hierdurch  ist  nicht  nur  die  Differentialgleichung  (1),  sondern 
auch  die  erste  der  Bedingungen  (2),  §  56  befriedigt.  Es  bleiben 
demnach  die  Kugelfunktionen  X<'*)  so  zu  bestimmen,  daß  auch 
die  zweite  dieser  Bedingungen 

(2)  F=^^BiX,r)Xi'') 

befriedigt  wird. 

Nan  können  wir  aber  nach  Bd.  I,  §  118  (4)  die  Funktion  F 
für  ein  unbestimmtes  r  nach  Kugelfunktionen  entwickeln: 

(3)  F=-;£^^^^F,P,{cosy)do, 
oder 

(4)  F  =  2;  Y^'\ 
wenn 

(5)  r(-'  =  ^^^[f,  Pn  (cos  y)  do 

ist.  Hierin  bedeutet  y  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Rich- 
tungen nach  p  und  nach  g,  und  do  ist  das  auf  der  Richtung  q 
liegende  Element  der  Einheitskugel.  Diese  Funktionen  F(">  sind 
Kugelfunktionen,  in  denen  die  Konstanten  noch  von  r  abhängig 
sind,  und  wenn  die  Funktion  F  gegeben  ist,  haben  wir  also  auch 
die  Funktionen  F<**)  als  gegeben  anzusehen.  Die  Vergleichung 
von  (2)  und  (4)  ergibt  nun 


^« 


(6)  r(»)  =  ;2li(A„r)X(-), 

und  wenn  wir  mit  einem  bestimmten  R{Xn'r)r^dr  multiplizieren 
und  von  r  =  0  bis  r  =  1  integrieren,  so  erhalten  wir  nach  den 
Integralformeln  (3)  und  (4)  §  58 

(7)  \  R'  (A„)«  X<")  =  f  r<»)  R  (A„  r)  r»dr, 

0 

wodurch  auch  X<">  bestimmt  ist. 
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AUgremelne  Theorie  der  Blastlzlt&t. 


§60. 
Äußere  Kräfte  und  innere  Druckkräfte. 

Wir  haben  im  neunten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  die 
geometrischen  Eigenschaften  stetiger  Ortsveränderungen  inner- 
halb einer  einen  Raumteil  stetig  erfüllenden  Materie  betrachtet. 
Wollen  wir  diese  Sätze  auf  physikalische  Probleme  anwenden,  so 
müssen  wir  also  eiue  stetige  Erfüllung  des  Raumes  voraussetzen, 
was  möglicherweise,  wenn  die  atomistische  Anschauung  im  Rechte 
ist,  der  Wirklichkeit  nur  angenähert  entspricht  i). 

Unter  diesem  Vorbehalt  sind  die  erwähnten  Sätze  anwendbar 
auf  Flüssigkeiten  und  Gase,  auf  zähe  Substanzen  und  elastische 
Körper. 

Von  den  geometrischen  Betrachtungen  müssen  wir  zu  djna- 
mischen*  übergehen,  um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  und 
der  Bewegung  solcher  Substanzen  unter  dem  Einfluß  von  Kräften 
in  Form  von  Differentialgleichungen  aufzustellen.  Wir  beginnen 
mit  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Wir  denken  uns  also 
einen  begrenzten  Raum  x  stetig  mit  einem  Stoff  erfüllt,  dessen 
Teile  beweglich  sind,  und  diesen  nichtstarren  Körper  unter  dem 
Einfluß  von  Kräften,  die  teils  auf  sein  Inneres,  teils  auf  die 
Oberfläche  wirken,  im. Gleichgewicht  Im  Innern  möge  auf  ein 
Massenelement  gdx  eine  Kraft  wirken,  deren  Komponenten  nach 
drei  rechtwinkligen  Achsen  mit 

(1)  QdxX,      gdxY,      gdtZ 


')  Man  kann  bei  dieser  Aniohauung  stetig^e  Funktionen  des  Ortes  als 
Mittelwerte  über  Bäume  betrachten,  die  zwar  sehr  klein  sind,  aber  trotz- 
dem noch  sehr  viele  Moleküle  enthalten. 

10* 
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bezeichnet  werden.  Es  bedeutet  bierin  q  die  Massendichtig- 
keit, und  X,  Y,  Z  sind  dann  die  auf  die  Masseneinheit  be- 
zogenen Kraftkomponenten. 

Gegen  die  Oberfläche  0  von  r  wirken  von  außen  angebrachte 
Druckkräfte,  und  wir  bezeichnen  die  Komponenten  des  gegen  ein 
Oberflächenelement  do  wirkenden  Druckes  mit 

(2)  Xdo,       Ydo,      Zdo, 

so  daß  X,  Y,  Z  die  Komponenten  des  auf  die  Flächeneinheit 
bezogenen  Druckes  sind.  Dieser  äußere  Druck  steht  natürlich 
im  allgemeinen  nicht  senkrecht  auf  der  Oberfläche.  Ist  Pdo 
die  Größe  der  Druckkraft,  so  wird  seine  Richtung  durch 

X  =  Pcos(P,  x\     Y  =  Pco8(P,  y),    Z=  Pcos(P,  z) 

bestimmt  Nach  W.  Voigt  bezeichnen  wir  die  X,  F,  Z  als 
äußere  Volumkräfte,  die  X,  Y,  Z  als  äußere  Flächen- 
kräfte*). Die  Kräfte  X,  Y,  Z,  X,  Y,  Z  denken  wir  uns  ge- 
geben und  nennen  sie  die  ^äußeren  Kräfte^.  Diesen  äußeren 
Kräften  wird  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  „inneren 
p.    jQ  Kräfte",  die   durch   die  Einwirkung 

der  äußeren  Kräfte  hervorgerufen 
werden,  und  einen  Spannungszustand 
erzeugen. 

Um  diese  inneren  Kräfte  und  die 
allgemeinen  Voraussetzungen  genauer 
zu  charakterisieren,  denken  wir  uns 
aus  dem  Räume  r  durch  eine  beliebige 
geschlossene  Fläche  Sl  einen  Raum  x^ 
abgegrenzt.  Nehmen  wir  nun,  ohne  Veränderung  der  Kräfte  X,  Y,Z 
den  Teil  r"  von  x  hinweg,  der  außerhalb  t'  liegt,  so  werden  wir, 
um  das  Gleichgewicht  wieder  herzustellen,  neue  Kräfte  hinzu- 
fügen müssen.  Wir  wollen  annehmen,  daß  das  Gleichgewicht 
herstellbar  sei  durch  Flächenkräfte,  die  gegen  die  Elemente 
d(o  der  Fläche  Sl  wirken,  und  dies  sind  die  inneren  oder 
molekularen  Druckkräfte,  die  man  als  die  Wirkung  des 
Raumes  r"  auf  r'  betrachten  kann.  Ist  v  die  Richtung  der 
Normale  an  do,  von  x'  nach  r"  positiv  gerechnet  (Fig.  13),  so 

^)  W.  Voig-t,  Der  ^genwäriige  Stand  unserer  KenntniBse  der  Kristaü- 
elastizität.  Referat  für  den  internationalen  physikalischen  Kongreß  In  Paris 
vom  6.  bis  12.  Angust  1900.     (Göttinger  Nachrichten  1900,  Heft  8.) 
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bezeichnen  wir  den  Druck  gegen  das  Element  d  o    und  seine 
Komponenten  mit 

(3)  Ilwdaj      X^dm^       Y^dcD,      Z»(2o, 

und  dies  sind  die  Kräfte,  die  den  äußeren  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  die  den  Spannungszustand  charakterisieren. 

Wir  machen  über  die  inneren  Druckkräfte 
die  Annahme,  daß  sie  vollständig  bestimmt 
seien  durch  den  Ort  des  Elementes  den  und 
durch  die  Richtung  v  seiner  Normalen,  daß  sie 
also  nicht  abhängig  sind  von  der  Größe  und 
Gestalt  des  Raumes  r',  wenn  dieser  Raum  r'  nur 
so  gewählt  wird,  daß  das  Element  dfo  an  seiner 
Grenze  liegt,  und  daß  die  Normale  v  von  z' 
nach  außen  führt. 

§61. 
G 1  ei  chge  Wichtsbedingungen. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  sind  die  inneren  Druck- 
kräfte an  die  aUgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen 
starren  Körper  gebunden;  denn  denken  wir  ims  den  Körper 
t'  erstarrt,  nachdem  er  durch  die  Druckkräfte  (3)  und  die 
äußeren  Kräfte  (1)  ins  Gleichgewicht  gesetzt  ist,  so  wird  dadurch 
ein  bestehendes  Gleichgewicht  nicht  gestört. 

Nun  hat  man  aber,  wenn  an  einem  System  starr  miteinander 
verbundener  Punkte  Kräfte  angreifen,  sechs  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  zu  befriedigen,  die  aus  der  Statik  bekannt  sind  ^). 
Diese  Bedingungen  lauten,  wenn  x^  y,  jg  die  Koordinaten  der  An- 
griffspunkte, X,  y,  Z  die  Komponenten  der  Kräfte  bedeuten: 

£X=zO,  i:(yZ  —  zY)  =  0, 

(1)  2:r  =  o,  (2)  i](ßX  —  xZ)  =  o, 

2;Z  =  0,  zlxY  —  yX)  r=0. 

Die  drei  Summen  (I)  sind  die  Komponenten  der  resul- 
tierenden Kraft,  und  die  Summen  (2)  die  Komponenten  des 
resultierenden  Drehmomentes  um  den  Koordinatenanfangs- 
punkt 


^)  Man  findet  diese  Bedingungen  in  jedem  Lehrbache  der  Mechanik. 
Nach  Lagrange  (m^c.  analytique)  ilnd  sie  zuerst  von  d'Alembert  auf- 
gesteUt;  man  vgl.  z.  B.  Bchell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 
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In  unserem  Falle  sind  die  zu  berücksichtigenden  Kräfte 
einerseits  die  äußeren  Kräfte  p  X,  p  Y,  qZ,  andererseits  die 
Druckkräfte  Xr,  F»,  Z^  und  die  Summen  werden  zu  Integralen, 
die  sich  auf  das  Volumen  t'  und  auf  seine  Oberfläche  Sl  er- 
strecken. 

So  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (1) 


(3) 


[c»Xdr'  +  [ 


Xrdcö  =  0, 


wenn  dr'  die  Volumenelemente  von  t',  do  die  Oberflächenele- 
mente von  Sl  durchläuft,  und  v  die  nach  außen  gerichtete 
Normale  bedeutet. 

Diese  Formel  wenden  wir  zunächst  an  auf  einen  unendlich 
kleinen  Zylinder  mit  den  beiden  Endflächen  da  und   der  un- 

Fig.  U.  «  Fig.  15. 


endlich  kleinen  Höhe  A.  Ist  dann  n  die  Normale  an  die  Grund- 
fläche tu  o  dieses  Zylinders,  in  das  Innere  des  Zylinders  positiv 
gerechnet,  v  die  äußere  Normale  an  die  Peripherie  von  do),  und 
ds  ein  Element  dieser  Peripherie,  so  ist  hdm  das  Volumen  des 
Zylinders,  und  der  Ausdruck  (3)  zerfällt  in  folgende  Bestandteile: 

QXhd(0-\-h{x,ds  +  (x^n   +    Xn    +    ^  h\  d  iD. 

Da  man  hierin  A,  unabhängig  von  dco,  unendlich  klein  an- 
nehmen kann,  so  folgt  aus  (3) 

X,  +  X_„  =  0 


oder 


Xn  X_„, 


und  darin  kann  n  jede  beliebige  Richtung  sein. 

Wenn  wir  den  bei  dieser  Betrachtung  benutzten  Zylinder 
an  die  Oberfläche  des  ursprünglich  gegebenen  Raumes  t  legen, 
so  haben  auf  der  einen  Grundfläche  die  Flächenkräfte  die  ge- 
gebenen Werte  §60(2),   und  wenn  wir  also   die  nach  außen 
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gerichtete  Normale  an_^e  Oberfläche  0  von  x  mit  n  bezeichnen 
(Fig.  14),  80  ist  X  +  i.n  =  0  und  folgUch  nach  (4)  ){ 

(5)  \      X„  =  Z  '^ 

An  der  Oberfläche  also  müssen  die  inneren  Druck- 
kräfte mit  den  äußeren  übereinstimmen. 

Wir  wenden  femer  die  Formel  (3)  auf  ein  unendlich  kleines 
Tetraeder  an,  dessen  drei  aufeinander  rechtwinkelige  Kanten,  von 
der  Ecke  aus  gerechnet,  mit  den  positiven  Koordinatenachsen 
parallel  sind.  Ist  e/co  die  Hypotenusenfläche  dieses  Tetraeders, 
und  V  die  nach  außen  gerichtete  Normale  an  diese,  so  sind  die 
drei  Kathetenflächen  (Fig.  15): 

dfOjc  =  d(o  cos  (v,  x)^ 
d(Oy  =  rföj  cos  (v,  y), 
dcDg  =  d&  cos  (f,  e)^ 

und  die  äußeren  Normalen  an  diese  drei  Flächen  fallen  mit  der 
negativen  x^  y,  ^-Richtung  zusammen.  Da  nun  hier  wieder,  wenn 
man  das  Tetraeder  unendlich  klein  werden  läßt,  die  äußere  Kraft 
IgXdx  als  mit  dem  Volumen  proportional  unendlich  klein  von 
höherer  Ordnung  wird,  so  ergibt  sich  aus  (3)  mit  Benutzung 
von  (4) 

(6)  X,  ==  Xaj  cos  (v,  x)  -(-  Xy  cos  (v,  y)  -j-  X,  cos  (v,  z). 

Diese  Formel  besagt,  daß  X^,  Xy,  X,  die  Komponenten  eines 
Vektors  H  sind,  dessen  nach  einer  beliebigen  Richtung  v  genom- 
mene Kompon'ente  Xy  ist,  und  wenn  man  daher  auf  das  Flächen- 
integral in  (3)  den  Gaußschen  Integralsatz  anwendet  (Bd.  I, 
§  95),  so  folgt 

(7)  f(C»X  +  divX)dT'  =  0. 

Diese  Formel  muß  nun  für  jeden  beliebigen  Raumteil  t'  des 
ursprünglichen  Gebietes  x  gelten,  und  dies  führt  zu  den  in  jedem 
Punkte  von  x  gültigen  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

(8)  pX  +  div3e  =  0. 

Dieselbe  Beti*achtung  gilt  auch  für  die  beiden  anderen  Kompo- 
nenten, und  so  erhält  man  aus  (6)  drei  Gleichungen: 

Xr  =  Xx  cos  {y  x)  -{-  Xy  cos  (y  y)  +  X,  cos  (y  a) , 
(ö)  r,  =  r«  cos  (vx)  4-  Yy  cos  (vy)  +  Y,  cos  (vjs), 

Zy.z=  ZxCOs(vx)  -f-  Zy  cos  (vy)  -f-  ZgCOs(vjs), 
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Die  Gleichungen  (8)  lassen  sich  explizite  so  darstellen: 

(10)  o  r  +  4^  +  ^  + 1^  =  0, 

^    ^  "     ^   dx   ^   dy    ^   de  ' 

und  aus  (5)  erhält  man  die  Oberflächenbedingungen 

Xx  cos  (nx)  +  ^v  cos  {n y)  -f-  X,  cos  {nz)  =  X, 

(11)  Y«  cos  (nx)  +  Fj,  cos  (ny)  +  F,  cos  (»^)  =  F, 
Za:COs{nx)  -|-  Zj,co8(ny)  -\-  ZgC06{nsf)  =  Z, 

worin  n  die  nach  außen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Es  bleiben  für  das  Gleichgewicht  noch  die  Bedingungen  (2) 
zu  berücksichtigen.     Die  erste  von  ihnen  ergibt  für  unseren  Fall 

(12)  [Q{yZ—  zY)dz'  -\-[{yZ,  —  zY,)d(o  =  0. 
Es  folgt  aber  aus  (9),  daß  die  drei  Größen 

yZx  zYx  =  Lar, 

(13)  yZ,-zY,=L„ 

yZ,  —  zY.  =  L., 

die  Komponenten  eines  Vektors  8  sind,  der  in  einer  beliebigen 
Richtung  v  die  Komponente 

(14)  yZ,  —  zYy  =  Lr 
hat    Ferner  ergibt  sich  aus  (10): 


-  Qiyz-  ^D  =  ^  +  ^  +  ^  +  r,-  z, 


dx     *     dy  de 

=  div2  +  r,-Z,; 
hiemach  folgt  aus  (12): 

[div  2  dt'  —  {L,da  =  {{Zy—  Y.)  dx' 

und  mithin  nach  dem  Gaußschen  Integralsatz: 

{Zy  -  Y.)dif  =  0. 


1 


Da  diese   Gleichung  wieder  für   jeden   beliebigen  Raum  t^ 
gelten  soll,  so  muß  überall 
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(15)  Zy=Y, 

und  ebenso 

(16)  Xg  =z  Zx^  ^x  =   A'y 

sein  1). 

Um  also  den  Zustand,  der  durch  die  gegebenen  äußeren 
Kräfte  hervorgerufen  wird,  vollständig  zu  bestimmen,  hat  man 
die  Kenntnis  von  sechs  Ortefunktionen 

ly,  X,     =    Zxt 

Zg^  J:  X    =    -Xy 

nötig,  die  für  das  Gleichgewicht  noch  an  die  Differentialgleichun- 
gen (10)  mit  den  Grenzbedingungen  (11)  gebunden  sind.  Diese 
Bedingungen  reichen  aber,  wie  es  ja  auch  bei  der  Mannigfaltig- 
keit der  hierin  enthaltenen  Probleme  notwendig  ist,  zur  Bestim- 
mung der  unbestimmten  Funktionen  nicht  aus.  Die  weiteren 
Bestimmungsgleichungen  drücken  die  Besonderheit  des  gerade 
vorliegenden  Problems  aus,  und  können  nur  aus  physikalischen 
Tatsachen  abgeleitet  werden. 

Aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  können  wir  aber 
ohne  Schwierigkeit  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mit 
Hilfe  des  d'Alembertschen  Prinzips  ableiten,  indem  wir  an 
Stelle  der  beschleunigenden  Kräfte  X,  Y,  Z  setzen  X  —  x'\ 
Y —  y",  Z  —  je",  wenn  a:",  y",  e"  die  Beschleunigungen  der  Stelle 
Xy  y^  z  bedeuten.  Hiemach  gelten  alle  unsere  Gleichungen  (4), 
(5),  (6),  (15),  (16)  auch  für  den  Fall  der  Bewegung,  und  nur  die 
Gleichungen  (10)  werden  für  den  Fall  der  Bewegung  modifiziert 

§62. 

Die  elastische  Deformation. 

Bei  einem  elastischen  Körper  werden  die  inneren  Druck- 
kräfte hervorgerufen  durch  die  Deformation,  die  unter  dem  Ein- 
fluß der  äußeren  Kräfte  eingetreten  ist.    Wir  unterscheiden  den 

')  Die  Annahmen,  die  wir  gemacht  haben,  sind  nicht  aasreichend  zur 
Erklärung  aller  Erscheinungen  der  Kristallelastizität.  Wenn  die  Bedin- 
gangen  (15),  (16)  nicht  befriedigt  sind,  so  muü  man  aufier  den  inneren 
Drackkräften  noch  andere  molekulare  Kräfte  annehmen,  die  man  als  innere 
Drehmomente  bezeichnen  kann  (vgl.  den  Bericht  von  W.  Voigt,  Göttinger 
Nachrichten  1900).  Dem  ganzen  Plane  des  vorliegenden  Werkes  entsprechend 
dehnen  wir  unsere  Betrachtungen  nieht  auf  solche  Fälle  aus. 
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natürlichen  Zustand  des  Körpers,  der  ohne  die  Einwirkung 
äußerer  Kräfte  besteht,  in  dem  auch  keine  inneren  Kräfte  Yor- 
handen  sind,  von  dem  deformierten  Zustande. 

Ein  beliebiger  Punkt  m  des  Körpers  habe  in  dem  natür- 
lichen Zustande  die  Koordinaten 

^,  y,  ^,         (w) 
und  ein  Punkt  (i  seiner  Umgebung  habe  die  Koordinaten 

^  +  Si      y  4-  »^i      ^  +  £,      (#*) 

worin  £,  ij,  g  als  unendlich  kleine  Größen  erster  Ordnung  zu 
betrachten  sind. 

Wenn  nun  bei  der  Deformation  der  Punkt  m  eine  Ver- 
schiebung erleidet,  deren  Komponenten  mit  u,  t;,  ti^  bezeichnet 
werden,  durch  die  x^  i/,  js  in  ^,  y,  «'  übergehen,  so  ist 

(1)  x"  =  X  -}-u,    if  =  y  -\-  V,    e'  =  z  -\-  w, 

und  t/,  t;,  w  sind  Funktionen  von  x^  y^  z. 

Der  Punkt  ^  hat  also  eine  Verschiebung  erfahren,  deren 
Komponenten 

,    du  ^,    ,    du       ,    du. 

^    dx      ^    dy  dz 

y    dv  y    .    dv       i    dv  . 
^    dx      ^    dy  dz 

,    div  y    .    dw       ,    3m;  . 

sind,  und  wenn  wir  also  die  relativen  Koordinaten  von  (i  in 
bezug  auf  m  nach  eingetretener  Deformation  mit  |',  ij',  S'  be- 
zeichnen, so  ist 

/Qx  ,  .    dv  y    ,    dv       i   dv  . 

Die  hierdurch  dargestellte  infinitesimale  Deformation  wird 
nun  nach  Bd.  I,  §  90  in  zwei  andere  zerlegt,  von  denen  die  eine 
eine  Drehung,  die  andere  eine  Dehnung  ist  Die  Dehnung, 
die  hier  allein  in  Betracht  kommt,  wird  nach  Bd.  I,  §  90  (3) 
und  (5)  durch  die  Formeln  dargestellt: 
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(^)   ^    = -2(3^  +  8^)^  + 0  +  ä]^)^+  2  fe  +  ö7)^' 

Die  elastischen  Druckkräfte  sind  nur  Funktionen  der  rela- 
tiven Verschiebungen  der  Teilchen,  und  sind  also  unabhängig 
Yon  der  Drehung,  bei  der  sich  die  Umgebung  des  Punktes  in  wie 
ein  starrer  Körper  bewegt.  Nach  (3)  sind  also  diese  Druckkräfte 
Funktionen  von  den  folgenden  sechs  Variablen: 

3w  8ti;^^8t; 

W  ^*~8i'        ^'"-^'  — ä7  +  g^' 

_  8w;  _      _  8t;        8m 

"^'-87'         ''>'-^'— 8^"^'8^' 

Die  Verschiebungen  u^  v^  va  sind  hierin  beliebige  stetige 
Funktionen  von  x^  y^  z^  die  als  Komponenten  eines  Vektors  U 
betrachtet  werden  können.  In  der  Folge  werden  wir  sie  als 
unendlich  kleine  Größen  betrachten,  d.  h.  wir  nehmen  sie  mit 
einem  konstanten  Faktor  multipliziert  an,  dessen  höhere  Potenzen 
gegen  die  erste  yemachlässigt  werden  dürfen.  Damit  verzichten 
wir  auf  eine  allgemeine  Behandlung,  und  erhalten  Resultate,  die 
mit  den  Tatsachen  nur  angenähert  übereinstimmen  können. 

Diese  Voraussetzung  führt  zu  der  Grundannahme  der  Elasti- 
zitätstheorie, daß  die  sechs  Komponenten  des  inneren 
Druckes  X^,  l^y,  ^,,  Y*,  Z,,  Xy  lineare  homogene  Funk- 
tionen der  sechs  Variablen  x^,  yyyZg^  y^  Zg,  Xy  sind. 

In  den  Ausdrücken  dieser  sechs  Komponenten  durch  die 
sechs  Variablen  x«, ...  würden  also  36  Konstanten  eingehen,  die 
Yon  der  Natur  der  Substanz  abhängig  sind.  Die  Zahl  dieser 
Konstanten  vermindert  sich  aber  sehr  beträchtlich  durch  einige 
weitere  Annahmen. 

Die  Variablen  a:.,  y^,  z,,  y„  z,,  Xy  sind  immer  dann  und 
auch  nur  dann  gleich  Null,  wenn  u,  t;,  ijo  von  der  Form  sind: 

u  =  a  —  ry  -\-  qz, 
(ö)  v  ==  ft  —  pz  -{-  rx^ 

v)=  c  —  qx  4-JPyi 
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worin  a,  6,  c,  2^,  g,  r  Konstanten  sind,  d.  h.  wenn  u^  v^  w  solche 
Verschiebungen  sind,  wie  sie  ein  starrer  Körper  ausführen  kann. 

§63. 
Die  Energie. 

Wir  haben  oben  gesehen,  daß  wir  die  o:- Komponente  des 
inneren  Druckes  gegen  ein  Element  mit  der  Normalen  v  durch 
einen  Vektor  X  darstellen  können.  Grenzen  wir  ein  Volumen  r 
des  elastisch  deformierten  Körpers  ab,  so  ist  die  x- Komponente 
der  Kraft,  die  aus  den  gegen  die  Oberfläche  dieses  Volumens 
wirkenden  Druckkräften  resultiert,  nach  dem  G au ß sehen  Satze 
(Bd.  I,  §  95) 

I  X„do  =  I  div  X  dr, 

wenn  n  die  nach  außen  gerichtete  Normale  ist,  und  es  ist  also 

(1)  divJedr 

die  auf  das  Element  dt  wirkende  molekulare  Druckkraft  in  der 
a;-Richtung.  Diese  Druckkraft  ist  hervorgerufen  durch  den  Ver- 
schiebungsvektor  U,  der  seinerseits  eine  Folge  der  äußeren  be- 
schleunigenden Kräfte  und  Druckkräfte  ist,  und  diese  äußeren 
Kräfte  haben  bei  der  Verschiebung  U  gegen  die  inneren  Kräfte 
eine  gewisse  Arbeit  geleistet,  die  wir  bestimmen  müssen. 

Wir  denken  uns  einen  neuen  Verschiebungsvektor  U'  mit 
den  Komponenten  u',  v\  w'.  Dieser  wird  an  dem  Element  dt 
nur  mit  Aufwand  einer  gewissen  Arbeitsgröße  d  T  gegen  die 
molekularen  Kräfte  vollzogen  werden  können,  und  diese  Arbeit  ist, 
wenn  wir  mit  3£,  ?),  3  ^iß  Vektoren  der  drei  Druckkomponenten 
bezeichnen,  nach  (1) 

(2)  dT  =  —  (w'  div  H  +  v'  div  ?)  +  u;'  div  3)  dr. 
Nun  ist  aber 


%i' 


.■d,,?j  =  di,^.S-(Y.|^+  r,|^+  r.|^), 


und  hieraus  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  §  62  (4)  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Relationen  X^  =  F^,  ...  [§  61  (15),  (16)]: 
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(3)     w'divX  +  t/div?)  +  u;'div3  =  div(w'3e  +  v'3)  +  u/S) 

XcXi    XyOfy    XmX,    Yylfy    Yg  y'g    Zg  JSg. 

Führen  wir  also  die  Bezeichnung  ein: 

(4)  F(u,  U')  =  x,^;  +  x,4  4-x,fl?;, 

+  ^.^;, 

dann  wird  nach  (2) 

(5)  dT  =  —  div(u'X  +  v'^  +  u?'3)dr  +  F(U,  U')dT, 

und  wenn  wir  diesen  Ausdruck  über  den  Raum  r  integrieren,  so 
erhalten  wir  mit  abermaliger  Anwendung  des  Gauß sehen  Integral- 
satzes, wenn  do  die  Oberflächenelemente  von  r,  und  n  die  nach 
außen  gerichtete  Normale  an  do  bedeutet,  für  die  gesamte 
Arbeit  der  -Verschiebung  U'  gegen  die  elastischen  Kräfte : 

(6)  r  =  -  [(t*'X„  +  v'Yn  +  w'Z,)do  +  JF(U,U')dr, 
oder  nach  §  61  (5): 

(7)  r  =  —  [ (Xw'  +  Yv'  +  Zw')do  +  JF(U,  Vi')dt. 

Dieser  Ausdruck  stellt  den  Zuwachs  an  potentieller 
Energie  dar,  der  in  dem  elastischen  Körper  durch  die  Ver- 
schiebung U'  bewirkt  wird. 

Darin  ist  das  Oberflächenintegral  die  gegen  die  äußeren 
Druckkräfte  geleistete  Arbeit,  und  das  Raumintegral  in  (7)  ist 
die  im  Innern  von  t  enthaltene  Energiemenge.  Wir  können 
also  die  Funktion  F(U,  U')  definieren  als  die  auf  die  Volumen- 
einheit bezogene,  an  der  Stelle  x,  y,  g  vorhandene  und 
durch  die  nacheinander  ausgeführten  Verschiebungen 
U,  U'  aufgehäufte  elastische  Energie. 

Die  Funktion  F(U,  U')  ist  nach  der  Voraussetzung,  die  wir 
über  die  X«  ...  gemacht  haben,  eine  bilineare  Funktion  der 
beiden  Reihen  von  je  sechs  Variablen: 

/ox  ^«?   J/yi   ^*f   y«i   ^x^   ^y^ 

^xi   yy^   ^Mt   yti   ^x^   ^yt 

und  eine  solche  Funktion  hat  im  allgemeinen  36  konstante  Koeffi- 
zienten.    Wir  machen  aber  jetzt  die  fernere  Annahme 

(9)  F{Vi,  U')  =  F(U',  U), 

d.  h.  wir  nehmen  an,  daß  die  durch  die  beiden  Vektoren  U  und  U' 
erzeugte  Energie  von  der  Reihenfolge  unabhängig  sei,  in 
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der  diese  Verschiebungen  ausgeführt  werden.  Wollten  wir  diese 
Annahme  nicht  machen,  so  würde,  wenn  man  die  Verschiebungen 
U,  U',  — U,  — U'  nacheinander  ausführt,  der  elastische  Körper 
zwar  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückgekehrt  sein,  und 
es  wäre  also,  wenn  wir  die  äußeren  Kräfte  als  unveränderliche 
Funktionen  des  Ortes  ansehen,  gegen  diese  Kräfte  keine  Arbeit 
geleistet,  und  doch  wäre  Energie  gewonnen  oder  verloren  ^).  Dies 
nehmen  wir  nicht  an. 

Um  die  Folgerungen  aus  der  Relation  (9)  deutlich  zu  über- 
sehen, wollen  wir  für  den  Augenblick  die  Variablen  (8)  mit  :r,-, 
Xk  bezeichnen,  und  i  und  k  von  1  bis  6  gehen  lassen.  Es  ist 
dann 

(10)  F(U,  U')  =  2«^'*^»^*> 

worin  die  Ui^k  konstante  Koeffizienten  sind,  zwischen  denen  nach 
(9)  die  Beziehung 

besteht.  Führen  wir  also  eine  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  ein: 

(11)  F(U,  U)  =  F{x^X2  •••  ^e)  =  2  «1. k a:,- oTk, 
so  ergibt  sich 

(12)  F(\i,Vi')=^^F'{x,)x;, 
und  folglich,  in  der  früheren  Bezeichnung: 

Y.  =  \F'{y.l       Z.  =  »F'(r.),     X,  =  \F'{Xy), 

und  hierin  kommen  nur  die  21  Koeffizienten  der  Funktion  (10)  vor. 
Um  die  Bedeutung  der  Funktion  F  zu  erkennen,  setzen  wir 
die  Verschiebung  U  aus  den  Differentialen  dVi  zusammen,  und 
nehmen  U'  =  dU;  es  ist  dann  (12) 

(U)  F(U,  dU)  =  idFQl,  U), 

und  daraus  ergibt  sich  durch  Integration  in  bezug  auf  dU 

(15)  dT=  ^F{X:^  yy,  z,,  y„  ^„  xjdr  =  \Fdx 

für  die  im  Volumenelement  dz  enthaltene  Energiemenge,  die 
durch  die  Verschiebung  U  aus  dem  natürlichen  Zustande  erzeugt 


')  Ein  derartiges  Verhalten   könnte   möglicherweise  zu  berück  sichtigen 
sein  bei  den  Erscheinungen  der  sogenannten  elastischen  Nachwirkung. 


§64.      BediDfi^uxigen  des  Gleichfirewichts  and  der  Bewegung.     159 

ist  Diese  Funktion  betrachten  wir  als  das  Maß  für  die 
potentielle  Energie  der  elastischen  Spannung,  die 
an  der  Stelle  rr,  y,  e  stattfindet 

Die  Funktion  F  muß  eine  wesentlich  positive  Funk- 
tion sein,  sie  kann  also  für  kein  reelles  Wertsystem  der  Variablen 
einen  negativen  Wert  erhalten,  und  für  kein  von  Null  ver- 
schiedenes Wertsystem  der  Variablen  verschwinden  i). 

Denn  wenn  die  äußeren  Kräfte  alle  Null  sind,  so  ist  der 
natürliche  Zustand  des  Körpers,  bei  dem  alleVmablen  t«,  yy  ...^ 
und  also  auch  F^  verschwinden,  der  Gleichgewichtszustand.  Könnte 
^negative  Werte  annehmen,  so  müßte  ein  Verschiebungssystem 
existieren,  bei  dem  die  potentielle  Energie  noch  verkleinert 
würde,  und  der  natürliche  Zustand  wäre  also  kein  sta- 
biler Gleichgewichtszustand  (Bd.  I,  §  128). 

Daß  aber  die  Funktion  F  für  kein  von  Null  verschiedenes 
Wertsystem  der  Variablen  verschwinden  soll,  besagt,  daß  keine 
Verschiebung  aus  dem  natürlichen  Zustande,  bei  dem 
die  relative  Lage  der  Teilchen  geändert  wird,  ohne 
Arbeitsleistung  möglich  sein  soll^). 

§64. 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 

Die  21  Konstanten  der  Funktion  F  muß  man.  sich  durch 
Beobachtungen  für  jede  Substanz  besonders  bestimmt  denken, 
und  dann  stellen  sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  als  partielle  Differentialgleichungen  für  die  drei 
Funktionen  u^  v^  w  dar.  Diese  hängen  von  den  Koordinaten  x, 
y,  0  und  von  der  Zeit  i  ab,  und  die  Beschleunigungen  sind 

d^u       o^v        d^w 


(1) 


a^a'       8^2'       8^2 


*)  Eine  homogene  quadratische  Funktion  von  n  Variablen  läßt  sich 
auf  anendlich  viele  verschiedene  Arten  als  eine  Summe  von  höchstens  n 
positiven  oder  nefi^ativen  Quadraten  voneinander  unabhängiger  linearer  Funk- 
tionen d«r  Variablen  darstellen.  Die  Anzahl  der  positiven  und  der  negativen 
unter  diesen  Quadraten  ist  bei  einer  und  derselben  Funktion  bei  allen 
diesen  Darstellungen  dieselbe.  Die  Funktion  heißt  wesentlich  positiv,  wenn 
die  Anzahl  der  positiven  Quadrate  =:  n  ist.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra, 
2.  Aufl.,  8.  212,  Braunschweig  1898. 

')  Bei  reibungslosen  idealen  Flüssigkeiten  ist  die  Sache  anders.  Bei 
diesen  ist,  wie  man  annimmt,  jede  Verschiebung,  die  keine  Volumänderung 
zur  Folge  hat,  ohne  Energieverbrauch  ausführbar. 
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Zunächst  ergeben  sich  nach  §  61  die  drei  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen : 


^  ,(X-^)+divX  =  0, 


woraus  man  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  erhält,  wenn 
man  u,  t;,  w  von  der  Zeit  unabhängig,  also  die  Beschleunigungen 
gleich  Null  annimmt. 

Unter  Umständen  können  noch  andere  Bedingungen  hinzu- 
treten, durch  die  diese  Gleichungen  modifiziert  werden.  So'  hat 
Fresnel  zur  Erklärung  der  optischen  Erscheinungen  in  Kri- 
stallen die  Annahme  gemacht,  daß  die  Schwingungen  des  Licht- 
äthers ohne  Volumänderung  vor  sich  gehen,  daß  also  der  Äther 
inkompressibel  sei.  Dann  muß  diyU  =  0  sein,  und  es  besteht 
also  für  diese  Verschiebungen  u^  v^  w^  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen,  die  Bedingung  0  =  0.  Dann  treten  zu  den  Gleichungen 
(2)  noch  die  Glieder  hinzu: 

worin  A  ein  unbestimmter  Koeffizient  ist,  zu  dessen  Bestimmung 
die  Bedingung  0  =  0  dient.  Dies  wollen  wir  aber  hier  nicht 
weiter  berücksichtigen. 

Zu  den  Gleichungen  (2)  treten  noch  die  Grenzbedingungen 
für  den  OberflachendHick: 

(3)  X«  =  X,    r„  =  F,  Zn=z, 

und  für  den  Fall  der  Bewegung  die  Bedingungen  für  den  Anfangs- 
zustand, die  darin  bestehen,  daß  für  einen  Augenblick  ^  =  0 

/.x  du       dv       dw 

(*)  "'  "'  «''  87'    ä7'     dt 

als  Funktionen  des  Oi'tes  gegeben  sind. 
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§65. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Wenn  wir  für  den  Vektor  U'  die  in  dem  Zeitelement  wirklich 
eintretende  Verschiebung,  also 

setzen,  so  wird  wegen  §  63  (14) 

(2)  F(U,  UO  =  ^  ^^It^  <**. 
und  durch  Integration  über  den  Raum  r 

(3)  jj'(U,U')dr=^d<, 

worin  T  wie  in  §  63  (15)  die  durch  die  Verschiebung  U  hervor- 
gerufene potentielle  Energie  der  elastischen  Spannung  ist.  Multi- 
plizieren wir  die  Gleichungen  §  64  ('2)  mit  u'dr,  v'dt^  w*dr^ 
addieren  sie  und  integrieren  über  den  Raum  r,  so  ergibt  sich, 
wenn  wir 

"•  S + - 1^ + •- 1? = ^  Ä  [(!)■+  (fl)*+  (lf)"J  ^'■ 
<^)        -.=ll'[(lf)'+ (!!)+©>' 

setzen,  so  daß  Tq  die  kinetische  Energie  (lebendige  Kraft)  des 
Systems  ist,  und  wenn  wir  noch  beachten,  daß  pdr  als  die  Masse 
des  Elements  dx  von  t  unabhängig  ist: 

(5)  f  p  (Xu'  +  rv'  +  Zw')  dt 

-  [ (u'divX  -f  v'div?)  +  u;'div3)dT. 
Nach  §  63  (2)  ist  aber 

r  =  —  [(m'  divX  +  v'  div  ?)  +  w/  div3)dr 
die  Arbeit  der  Verschiebung  U',  die  nach  §  63  (7)  auch  gleich 
—  f  (Xm'  +  7v'  +  Zw*)do  +  [F(ir,  U')  dr, 

und  nach  (3) 

=  —  [  {Xu'  +  Yv'  +  Zu')  do  -\-^dt 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichnngen.    II.    6.  Aufl.  |]^ 


dt 
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ist    Es  ergibt  sich  also  aus  (5): 

(6)  Ü&+D,, 

=  [p(Xm'  +  Yt/  +  Zw')dt  4-  f  (X«'  +  Fl/  +  Zw")  do. 
Endlich  ist 

(7)  L  (Xu'  +  Yv'  +  Zw')dt  +  [ (Xm'  +  7v'  -f  Zw^)do  =  Ädt 

die  in  dem  Zeitelement  dt  bei  der  wirklich  eintretenden  Be- 
wegung von  den  äußeren  Volumen-  und  Flächenkräften  geleistete 
Arbeit  und  demnach  ergibt  sich  aus  (6): 

(8)  A- j-^ , 

d.  h.  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  ist  gleich  der  Ver- 
mehrung der  gesamten  potentiellen  und  kinetischen 
Energie. 

1.  Hieraus  ergibt  sich  sofort  der  Satz,  daß  die 
Differentialgleichungen  für  die  elastischen  Be- 
wegungen mit  ihren  Grenz-  und  Anfangsbedin- 
gungen, wenn  die  äußeren  Kräfte  gegeben  sind, 
nur  eine  einzige  Lösung  zulassen. 

Denn  sind  Ui,  Vj,  Wi  und  Us,  v^^  w^  zwei  Lösungen  desselben 

elastischen  Problems,  so  sind 

U  =  Ml  Mj,      t;   =  Vi   t72,      W  ^=  Wi  tTj 

gleichfalls  Lösungen  eines  elastischen  Problems,   bei  dem  aber 

die  äußeren  Kräfte  X,  Y,  Z,  X,  Y,  Z  alle  gleich  Null  sind, 
und  bei  dem  auch  die  Anfangswerte  §  64  (4)  verschwinden.  Für 
dieses  Problem  ist  also  nach  (7)  die  Arbeit  ^  =  0  und  folglich 
ist  die  Energie  T^-^-  T  von  der  Zeit  unabhängig,  und  da  sie  am 
Anfang  gleich  Null  ist,  so  ist  sie  überhaupt  gleich  Null.  Dies  ist 
nur  möglich,  wenn  To  und  T  einzeln  verschwinden.  Das  Ver- 
schwinden von  To  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Geschwindig- 

keitfiTi 

du/dt,         dv/dt,         dw/dt 

gleich  Null,  also  u^  v,  w  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Das 
Verschwinden  von  T  erfordert,  daß  die  sechs  Größen 

^a»      Vy^      ^*i      y*J      ^x^      ^y 

gleich  Null  sind,  und  daher  u,  v,  tv  die  Form  §  62  (5)  haben. 
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Die  Verschiebungen  Ui,  t\y  ti\  unterscheiden  sich  also  von 
den  11s,  i;^,  w^  nur  um  Größen,  die  die  Verschiebung  eines  starren 
Körpers  ausdrücken,  und  um  die  Funktionen  u,  v,  w  vollständig 
zu  bestimmen,  müssen  also  noch  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
Konstanten  hinzukommen,  die  ausreichend  sind,  um  die  Lage 
eines  starren  Körpers  zu  bestimmen. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  führt  eine  ähnliche 

Betrachtung  zum  Ziele.     In  diesem  Falle  sind  die  u,  v,  w  als 

Funktionen  von  rr,  y,  /s  unabhängig  von  t  zu  bestimmen  aus  den 

Gleichungen: 

p  X  4-  div  X  =  0, 

(9)  pr  +  div?)  =  o, 

(>z  +  div3  =  o, 

mit  den  Grenzbedingungen 

(10)  X,  =  A,      Y,=  Z      Zn  =  Z. 

Haben  diese  Gleichungen  zwei  verschiedene  Lösungen  Ui^Vi^w^ 
und  ti^,  V2i  w^,  so  genügen  die  Differenzen 

(11)  M  =  Ui  —  Mg,     V  =  Vi  —  Vj,     w  =  Wi  —  w^a 
den  Gleichungen 

divae  =  0,    div?)  =:  0,    div  3  =  0 

mit  den  Grenzbedingungen,  daß  an  der  Oberfläche  X,,,  Yn,  Z^ 
gleich  Null  sein  sollen.  Daraus  aber  ergibt  sich  nach  §  63  (2), 
daß  dT'  für  jeden  beliebigen  Verschiebungsvektor  Ungleich 
Null  ist,  also  nach  §  63  (7): 

(12)  [  (m'  X  +  v'  F+  U7'  Z)  do  —  [ -F(U,  Vr^dt  =  0. 

Setzt  man  hierin  u'  r=r  u,  t;'  =  t;,  w'  =  w  und  beachtet,  daß 
X,  r,  Z  verschwinden,  so  folgt 

(13)  F(U,  U)  =  0, 

also  Xx  =  0,  yy  =  0,  Zg  =  0,  y,  =  0,  0»  =:  0,  ar^  =  0,  woraus 
wieder  zu  schließen  ist,  daß  u,  v,  w  die  Ausdrücke  für  die  Ver- 
schiebung der  Punkte  eines  starren  Körpers  sind. 

Derselbe  Schluß  kann  aber  auch  gemacht  werden,  wenn  an 
der  Oberfläche  nicht  die  Druckkräfte,  sondern  die  Verschie- 
bungen u,  Vi  w  gegeben  sind.  Auch  dadurch  ist  die  Lösung 
des  Problems  eindeutig  bestimmt. 

Denn  wenn  unter  dieser  Voraussetzung  zwei  Lösungen  ti^,  v^^  Wi\ 
tif,  v^j  W2  vorhanden  wären,  so  wären   die  Differenzen   (11)  an 

11* 
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der  Oberfläche  gleich  Null,  und  in  (12)  würde  für  m'  =  ti, 
v'  =  i;,  u;'  =  u;  das  Flächenintegral  gleich  Null.  Es  würde  also 
wieder  die  Gleichung  (13)  erfüllt  sein  müssen.  Und  derselbe 
Schluß  kann  auch  unter  der  allgemeineren  Voraussetzung  ge- 
macht werden,  daß  an  der  Oberfläche  überall 

verachwindet.  '  ' 

2.  Es  folgt  hieraus,  daß  die  Lösung  des  statischen 
Problems  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  an  der 
Oberfläche  von  den  drei  Größenpaaren 

A,  ti,   y,  v,    z^  w 

je  eine  Größe  gegeben  ist 

§66. 
Isotrope  Körper. 

Die  Ausdrücke  für  die  molekularen  Drucke  durch  die  Ver- 
schiebungen vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn  wir  noch  gewisse 
Voraussetzungen  über  die  Symmetrie  des  Körpers  hinzunehmen. 
Es  genügt  dazu,  nach  §  63  (13)  die  quadratische  Funktion  F 
als  Funktion  der  Variablen 

du  dv    ^^  dw 

,,s  dv  dw    ^^du 

^^  yt/-9^i        '''  — 8^  +  g7' 

^  —  ^'     ^y  —  d^  +  'öi 

darzustellen. 

1.  Wir  machen  zunächst  die  Annahme,  daß  der 
Körper  sich  in  je  zwei  entgegengesetzten  Rich- 
tungen in  elastischer  Beziehung  gleichartig 
verhalte,  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  daß  zwei 
entgegengesetzte  Richtungen  gleichwertig  seien. 

Wenn  dann  ein  neues  Koordinatensystem  eingeführt  wird, 
in  dem  die  o^-Achse  die  entgegengesetzte  Richtung  erhält,  so  ist 
u  und  X  durch  — m,  — x  zu  ersetzen,  und  die  Funktion  F  muß 
also  bei  den  Zeichenänderungen 

^«9     Vm     ^»t     y*^     ^«1     ^yi 

^ar»      Vy^t      ^*?      y«?       ^xy  ^y 

ungeändert  bleiben. 


^x? 

yl 

''!, 

!/v^«> 

^«^ai 

^xVt, 

yh 

^1,, 

Xy 
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Es  fehlen  also  in  der  Funktion  F  die  Glieder  mit 

^x^jri      ^x^yi      Vy^xy      yy^m      ^»^x^      ^t'^yi      Vx^iy      Vx^y^ 

und  wenn  man  der  y-Achse  und  der  ^r-Achse  die  entgegengesetzte 
Richtung  gibt,  fallen  noch  weitere  entsprechende  Glieder  her- 
aus, und  in  F  bleiben  also  infolge  dieser  einen  Annahme  nur 
die  GUeder 

(2) 

Durch  die  Annahme  1.  reduzieren  sich  also  die  21  Konstanten 
der  Funktion  F  bereits  auf  9. 

2.  Wir  machen  ferner  die  Annahme,  daß  die  drei 
Achsen  rr,  y,  z  gleichwertig  seien. 

Daraus  folgt,  daß  je  drei  Glieder  von  F^  die  in  (2)  in  einer 
Reihe  stehen,  denselben  Koeffizienten  haben,  wodurch  die  Zahl 
der  Konstanten  auf  drei  reduziert  ist,  und  die  Funktion  F  erhält, 
wenn  diese  Konstanten  mit  x,  A,  fi  bezeichnet  sind,  die  Form 

(3)  F=x(xi+yi  -\'jsi)  +  2k(yyis,^z,x,  +  x^yy) 

und  für  die  inneren  Druckkomponenten  ergibt  sich  nach  §63  (13): 

(4)  Yy  ==  Aara:  +  ^Vy  +  ^^«i         ^*  =  f*-^*» 

Die  drei  Konstanten  x,  A,  ^  lassen  sich  aber  auf  zwei  re- 
duzieren durch  die  dritte  Annahme: 

3.  daß  überhaupt  alle  Richtungen  in  dem  elasti- 
schen Körper  gleichwertig  seien,  daß  also  der 
Körper  isotrop   sei. 

Dazu  ist  erforderlich,  daß  die  Ausdrücke  (4)  ihre  Form 
nicht  ändern,  wenn  man  zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Ko- 
ordinatensystem übergeht 

Es  seien  also  x\  y\  gf  die  Koordinaten  eines  Punktes  in  dem 
neuen  System,  das  mit  dem  ursprünglichen  durch  die  Formeln 
zusammenhänge : 

od  =ia^x  -^  a^y  +  a^z^    x  =  a^x!  +  h^y^  -f-  c^z\ 

(5)  y'  =  h^x  +  h^y  +  &8^»    V  =  «a^'  +  hv'  +  <^%^\ 
s/  =  c^x  -\-  c^y  -i-  c^Zy    z  =  Osx'  +  b^y^  -|-  Cj^z\ 

und  die  Koeffizienten  ai,  aj,  a^  ,..  sind  darin  den  aus  der  analyti- 
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sehen  Geometrie  bekannten  Relationen  unterworfen,  die  wir  nicht 
hierher  zu  setzen  brauchen. 

Nach  §  61  (9)  haben  wir  zunächst: 

^SC    =    «1  Xx    +    Oj  Xy    +    ÖTj  X,, 

(6)  rx'  =  a,rx  +  (i,r,-f  a,Y„ 

Zx'  =   Ol  Zx    4-   «2  Zy    -f"  ^8  ^«1 

und  wenn  wir  hieraus  die   Komponenten  nach  den  Richtungen 
Qrf  «y  bilden  * 

Y^  =  Äi  Xx'  -|-  6j  Y»'  -f-  fis  Zx', 
oder,  da  Zy  =  Tg  ist: 

(7)  Xi,  =  a'X,  4-  ai  Yy  +  a/Z, 

+  20^0^  Yg  4-  2ajaiZx  +  2aia2Xy, 

(8)  r;.  =  a,b,  Xx  4-  «2*2  ^1.  +  azb.Zg 

+  (öf  &8  +  *9 «a)  i".  +  (08*^1  +  *8  «i)  ^«  +  («1  fta  +  fri «a)  ^i 
und  hieraus  kann  man  die  übrigen  Komponenten  durch  zyklische 
Vertauschungen  leicht  ableiten. 

Ebenso  ist  nun: 

u'  =  a,u  4-  a^v  +  ««w?, 
und  daraus: 

8u'        du'       ,    8ti'        ,    8m' 


«Ou    ,      58t;    ,      ,8u; 

=  «1  ^5 r  öt,  5 h  «8  Ti- 

^  dx   ^        8y  (Ji^ 

,  /8t;    ,    dw\    ,  /dw    ,    du\    ,  /du    .    dv\ 

+  ^»«»  fe  +  8^)  +  ^»^^  fe  +  8l)  +  «^^«  W  +  d^J 
oder 

(9)  o^i/  =  a^Xx  +  aj2yy  -f-  o/isr,  -f  aja^y,  +  agflriiera,  4-  Oiü^Xy, 
und  ähnlich: 

(10)  2/:^/  =  2aibiXx  +  2a^b^yy  4-  2a36jir, 

4-  (ajfts  4-  ^«s)y*  +  («8*1  4-  *8«i)^x  +  («1*2  4-  *i«2)^y0- 

*)   Man   kann    diese   Transformationen    in   folgender  Begel  zusammen- 
fassen: Man  bilde  nach  (5)  die  Produkte 

x«,    y",    ^,    y'i',    «'x',    xW, 
aus  diesen  erhält  man 


/ 

wenn  man 

-A^e'f       -«■y'i      ^j'i       -^x*»      ^x'      '^»'               y 

a:*,    yS    -?*,        yzTzx,    xy,    ^       0 

durch 

^x*      ^y»      ^j»          ^«»      -^x»      ^v 

ersetzt,  und 

/r'         4i'         ^'.         1      '         1  ^'          1  t' 

'*'«'»    yy»!    *j'»     ä^*'*     ä   x'»     ä    »'• 

wenn  man 

ic*,      y*,      -8*,       y-g-,      zx,     xy 

durch 

^x»      yy»      -f..       li/f.     y'x»     5^y  ersetzt. 
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Wenn  wir  nun  die  Ausdrücke  (4)  in  (8)  substituieren,  so  er- 
hält das  Glied  mit  Xx  in  F^  den  Koeffizienten 

(mit  Hilfe    der   bekannten  Relation   a^b-^  -\-  a^h^  -f-  Og^s  =  ^)i 
und  es  ergibt  sich: 

r«'  =  (x  —  A)  (aiftix,  -f  a^b^yy  +  a^b^z,) 
+  ^[(»2*8  +  «sMy*  +  («»^  +  «i^s)^«  +  (»i^j  +  J,  (h)Xy\y 
und  mit  Hilfe  von  (10): 

F^  =  f*y«'  +  (x  —  A  —  2ft)  {a^\Xc,  +  a^Jj^y  +  «s^s^t)- 
Nach  der  Voraussetzung  3.  müßte  aber 

sein,  und  daraus  folgt  die  Relation 

(11)  x  =  A  +  2ft. 

Hiemach  ergeben  sich  für  die  Komponenten  des  molekularen 
Druckes,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

(12)  e  =  diyU  =  |^  +  |^  +  |^ 

^    ^  öx    *    dy    ^    dz 

setzen,  aus  (4)  die  Ausdrücke: 

Es  ist  daher 

(U)  divX  =  ^  +  ^  +  ^^' 


dx     '     dy     '     de 
wenn  ine  früher 

gesetzt  ist  Demnach  ergeben  sich  die  Differentialgleichungen 
für  die  Bewegung  eines  isotropen  elastischen  Körpers  nach  §  64 
(2)- in  der  Form: 
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(16)  p  (r  -  1^)  +  (A  +  ^)  II  +  ,»^r  =  0, 

und  für  das  Gleichgewicht: 

pX  +  (A  +  ^)^  +  fi.iu  =0, 

(17)  pr+(A  +  fi)||  +  Mt;  =0, 

pZ+(A  +  fi)||  +  f*z/u;  =  0. 

Wie  wir  aber  gesehen  haben,  sind  durch  diese  Gleichungen 
in  Verbindung  mit  den  Grenz-  und  Anfangsbedingungen,  die 
Funktionen  u,  v^  tv  noch  nicht  vollständig  bestimmt,  und  wenn 
Ui,  Vi,  Wi  eine  Lösung  ist,  so  ist  die  allgemeine 

M  =  «1  -\-  a  —  ry  -{-  q^^ 

(18)  V  ■=  t?i  +  *  —  P^  +  ^^^ 

w  =  Wi  -{-  c  —  qx  +  py, 

worin  a,  6,  c,  p,  9,  r  Konstanten  sind.  Um  diese  sechs  Kon- 
stanten zu  bestimmen,  können  wir  etwa  noch  die  Forderung  hin- 
zufügen, daß  für  den  Koordinatenanfangspunkt 

u  =  0,  t;  =  0,  w  =  0, 

(lü)      8^_8^_A      ?if!_^_o     ^_^_o 
'de       dy  ~    '     dx        dz  ~    '    dy       dx~ 

sein  soll,  d.  h.  daß  der  Koordinatenanfangspunkt  fest, 
und  die  Deformation  seiner  Umgebung  eine  reine 
Dehnung  sein  soll. 

Nach  (3)  und  (11)  erhält  die  Funktion  F  die  Form 

(20)  F^X{x.^yy-\-z,y  +  yL{2xl+2y^y+2z]^y:-\-zl  +  xl), 

woraus  zu  schließen,  daß  F  dann  und  nur  dann  eine  positive 
Form  ist,  wenn  k  und  fi  positiv  sind. 
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Statische  Probleme  der  Elastizltfttstheorle. 


§67. 
Lineare  Deformation. 

Wenn  wir  yon  der  Einwirkung  äußerer  Volumkräfte  abseben, 
also  X,  Y^  Z  =  0  setzen,  so  sind  die  Gleichungen  §  66  (17) 
befriedigt,  wenn  für  u,  v,  w  lineare  Funktionen  von  x,  y,  jg 
gesetzt  werden.  Dies  gibt  eine  lineare  Deformation  des 
ganzen  Systems,  und  diese  ist,  wenn  wir  die  Annahme  §  66  (19) 
für  einen  Punkt  machen,  für  den  ganzen  Körper  eine  reine 
Dehnung.     Wir  setzen  also  [Bd.  I,  §  89  (3)] : 

u  z=  ax  -j-  y' y  +  ß'ff, 

(1)  v  =  yx-i-ßy  +a'z, 

W  =  ß'x  -f-  a'y  -\-  yZy 

worin  die  «,  /3,  y^  a\  ß\  y'  Konstanten  sind.  Dadurch  sind  also 
die  Hauptgleichungen  des  Gleichgewichtes  befriedigt,  und  es  ist 
noch  die  Frage,  welchen  Grenzbedingungen  wir  durch  diese 
Annahme  genügen  können.  Dazu  bilden  wir  nach  §  66  (13)  die 
Komponenten  der  inneren  Druckkräfte: 

X,  =  A(a  +  /3  +  y)  +  2^a,     T,  =  2/ia', 

(2)  Y,  =  k{u-^ß-^y)-^2(iß,     Z,  =  2(iß\ 
Z,  =  A(a  +  ^4-y)  +  2fiy,     X,  =  2^/. 

Die  Deformation  (1)  läßt  sich  also  immer  durch  äußere 
Flächenkräfte  gegen  die  Oberfläche  hervorrufen,  deren  Kom- 
ponenten nach  §  61  (11)  durch  die  Gleichungen  bestimmt  sind: 

X  =  A  0  cos  (wx)  -f-  2  ^  [a  cos  (nx)  -\-  y'  cos  (ny)  -|-  ß'  cos  (nz)\ 

(.S)    Y  =  A  0  cos  (ny)  -\-2ii  [y'  cos  (rix)  -|-  ß  cos  (n  y)  +  a'  cos  {nz)\ 

Z=  A0cos(n^)+2fi[/3'cos(nÄ:)-f-w'cos(nt/)-f-  y  cos  (njer)]. 
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worin  n  die  nach  außen  gerichtete  Normale  und 

(4)  e  =  a  +  ^  +  y 

die    Vergrößerung    der    Volumeneinheit   oder    die    räumliche 
Dilatation  ist 

Ist  P  die  Kraft,  die  auf  ein  Oberfiächenelement  wirkt,  be- 
zogen auf  die  Flächeneinheit,  so  ist 

(5)  X=zFcos{Px),       T=Pco8(Py),       Z=Pco8(P4 

§68. 

Beispiel  L    Allseitig  wirkende  Zugkraft 

Wir  betrachten  einige  spezielle  Fälle.  Es  sei  die  äußere 
Kraft  P  konstant  und  habe  die  Richtung  der  (äußeren)  Nor- 
male n.    Dann  ist 

X  =  Pcos(na:),     Y  =  Pcos(«y),     Z  =  Pcos(«;er), 
und  die  Gleichungen  §  67  (3)  werden  befriedigt,  wenn 

(,)         e  =  3a,         P=(3A  +  2,)a  =  ®Ö^i4lM, 

e  = — - — p 

gesetzt  wird.     Wenn  also  gegen  die  Oberfläche  eines  isotropen 

elastischen  Körpers  eine  überall  gleiche  Zugkraft  ausgeübt  wird, 

so  tritt  eine  allseitig  gleichmäßige  Dehnung  ein  und  die  Volumen* 

2  u 
yergrößerung  ist  mit  der  Zugkraft  proportional.     Es  ist  A  -| — ^ 

o 

die  Flächenkraft,   die   erforderlich  wäre,   um  das  Volumen  auf 

das  Doppelte  zu  vergrößern  (wenn  bei  solchen  Kräften  die  hier 

angenommenen  Gesetze  noch  gültig  wären). 

Wenn  statt  der  Zugkraft  eine  Druckkraft  wirkt,  d.  h.  wenn 

P  die  Richtung  der  inneren  Normalen  hat,  so  tritt  an  Stelle  der 

Dilatation  eine  Kompression,  die  denselben  Gesetzen  folgt 

§69. 

Beispiel  II.     Konstante  Zugkraft  gegen  die  Endflächen 

eines  Zylinders. 

Wir  betrachten  zweitens  einen  geraden  Zylinder  von  be- 
liebiger Grundfläche,  gegen  dessen   beide  Endflächen   konstante 
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und  einander  entgegengesetzt  gleiche  Zugkräfte  P  wirken,  während 
die  Mantelfläche  nicht  von  Kräften  angegriffen  ist 

Legen  wir  die  jer- Achse  in  die  Richtung  der  Zylinder- 
Erzeugenden,  so  ist  an  der  einen  Endfläche,  wo  e  den  größeren 
Wert  hat, 

X  =  0,     F=0,    Z=  P,  cos(wa?)  =  0,  co8(ny)  =  0,  cos(wjer)  =  1 

und  an  der  anderen  Endfläche 

X  =  0,     Ft=  0,    Z  —  —  P,    cos(nj)  =  0,    co8(ny)  =  0, 

co8(n;ef)  =  —  1. 

Beide  Systeme  von  Gleichungen  sind  miteinander  verträglich 
und  geben  nach  §  67  (3): 

(1)  p  =  A0  +  2fiy,        a'  =  0,        /5'  =  0. 

Für  die  Mantelfläche  ist  X  =  0,  Y  =  0,  Z=  0 ,  cos  (n  ;er)  =  0 ; 
also  ergeben  sich  mit  Benutzung  von  (1)  noch  die  Gleichungen: 

(2)  A©-|-2fia  =  0,     Aö  4-2^/3  =  0,    /  =  0, 
also: 

(3)  «  =  /j  =  -— ,    0  =  2«4-y  =  — ^, 

P  =  _2f*(«-y), 

und  daraus: 

__(XJ-ji)P_ 

^        f*(3A  +  2/i)' 
(4)  —  a  = 


0  = 


2^(3;L  +  2ft)' 
P  -a 


3A  +  2^'  y     ""  2(A  +  ^) 

Man  sieht  hieraus,  daß  mit  der  Längendilatation  }/,  die 
durch  die  Zugkraft  P  hervorgebracht  ist,  immer  eine  Quer- 
kontraktion —  a  verbunden  ist,  die  durch  die  letzte  Formel  (4) 
bestimmt  wird.    Setzt  man 


^^fi(3A  +  2^)^      <,^z:f?  = 


k 


A  +  f*  '  -       y       ~2(A  +  f*)' 

so  ist  E  die  Zugkraft,  die  erforderlich  wäre,  um  7/  =  1  zu  machen, 
also  die  Länge  des  ganzen  Zylinders  zu  verdoppeln.  Diese  Größe 
heißt  der  Elastizitätsmodulus;  6  ist  eine  zweite  Konstante, 
nämlich  das  Verhältnis  der  Querkontraktion  zur  Längen- 
dilatation.      Da    eine  Zugkraft    das   Volumen   niemals   ver- 
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kleinert,    so  ist  —  2«  <  y  und    folglich  6  <  Vs-     ^i  ^  sind 
Eonstanten  der  Substanz,  die  an  Stelle  von  X  und  fi  eingeführt 
werden  können. 
Man  erhält: 

öE  E 


(1+(J)(1-2(J)'    '^        2(1  +(J)' 

^^^  =  2(l-f«j)(l_2<J)'^- 

Da  A  und  ^  positiv  sind,  so  ist  A/(A-|-fi)  ein  echter  Bruch 
und  folglich 

Für  die  Komponenten  des  molekularen  Druckes  erhält  man 
nach  §  67  (2): 

x.  =  o,  r,  =  o,         Z,  =  P, 

Ix  =  ^x  ^^^  ^y  =^  0» 

§70. 

Beispiel  III.     Konstante  Zugkraft  gegen  die  Mantel- 
fläche eines  Zylinders. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  gegen  die  Mantelfläche  des  Zylin- 
ders in  normaler  Richtung  eine  konstante  Zugkraft  P  wirkt, 
während  die  Endflächen  frei  sind.  Legen  wir  wieder  die  ^-Achse 
in  die  Richtung  der  Zylinder -Erzeugenden,  so  hat  man  wegen 
der  Endflächen  die  Bedingungen: 

(1)  /3'  =  0,         a'  =  0,  A0  +  2^y  =  O 
und  wegen  der  Mantelfläche: 

(2)  /  =  0,         A0  +  2^a  =  A0  +  2fi/J  =  P, 
also: 


^)  Die  Dimensionen  der  hier  auftretenden  Größen  sind: 

W  =  Ur»].  [X]  =  [««-*].  [5]  =  [p]  =  [«r»«-»] 

Die  Konstante  a  ist  eine  reine  Zahl,  deren  Wert  Poisson  aus  der 
Molekül artheorie  gleich  V^  abgeleitet  hat,  was  die  Kelation  A  =  ^  ergeben 
würde.  Spätere  Beobachtungen  haben  aber  diese  Annahme  von  Poisson 
nicht  bestätigt,  und  es  müssen  nach  unserer  jetzigen  Kenntnis  X  und  f* 
oder  E  und  o  als  zwei  voneinander  unabhängige  Elastizitätskonstanten  an- 
genommen werden. 
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'^  —  P—  2u(3A  +  2u)     ' 


^(3A  +  2,t) 
^^)  ^  "^  ft(3A  -f-  2/t)  ^' 


(3A  +  2ft)' 

und  für  die  Komponenten  des  molekularen  Druckes  aus  §  67  (2): 

X,  =  y,  =  P,     Z.  =  0 

J:  f  ^=  i^x  ^^^^  -^y   ^^^  0» 

§71. 
Torsion. 

Die  ersten  Lösungen  allgemeinerer  statischer  Probleme  der 
Elastizitätstheorie  hat  St  Venant  gegeben,  der  die  Biegung 
und  Torsion  eines  elastischen  Stabes  unter  gewissen  verein- 
fachenden Voraussetzungen  in  einer  großen  Zahl  von  Fällen  unter- 
sucht hat  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  der 
Torsion,  für  die  die  Formeln  die  einfachste  Gestalt  annehmen. 
In  bezug  auf  die  etwas  weitläufigere  Theorie  der  Biegung  ver- 
weisen wir  auf  die  Lehrbücher  der  Elastizitätstheorie  ^). 

Wir  betrachten  einen  zylindrischen  Stab,  und  sehen  von  dem 
Einfluß  äußerer  Volumkräfte  ab.  Die  Gestalt  des  Querschnittes 
dieses  Stabes  bleibt  einstweilen  unbestimmt.  Wir  nehmen  die 
Deformation  U  folgendermaßen  an.  Jeder  ursprünglich  ebene 
Querschnitt  erleidet  eine  Drehung  um  eine  den  Erzeugenden 
der  Zjlinderfläche  parallele  Achse.  Diese  Achse  ist  für  alle  Quer- 
schnitte dieselbe,  und  soll  die  Stabachse  heißen.  Der  Drehungs- 
¥rinkel  ist  proportional  mit  der  Entfernung  von  einem  festen, 
etwa  dem  mittleren  Querschnitt,  so  daß  der  mittlere  Querschnitt 
nicht  gedreht  erscheint. 

Außerdem  wird  noch  eine  Verschiebung  parallel  zur  Stab- 
achse angenommen,  wodurch  die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte 

^)  Saint  Yenant,  De  la  Torsion  des  Prismes,  aveo  des  considörations 
snr  leur  flezion.  M^moires  des  Bavants  ^ti^aiigers.  1855.  Liouville  Journal, 
n.  s^rie,  tome  I,  1855/56. 

Olebsch,    Theorie  der  Elastizität  fester  Körper,  S.  70 f.  Leipzig  1862. 

Love,  A  treatise  on  tlie  mathematical  tbeory  of  elasticity,  vol.  I,  p.  146  f. 
Cambridge  1892. 

Thomson  und  Tait,  Theoretische  Physik.  Deutsch  von  Helmholtz 
und  Wertheim.    Bd.  II,  8.  222  f. 
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gekrümmt  werden.  Diese  Formänderung  soll  für  alle  Querschnitte 
dieselbe  sein.  Es  ist  nicht  nötig  (z.  B.  bei  einem  Hohlzylinder), 
daß  die  Stabachse  der  Materie  des  Stabes  selbst  angehört.  Wenn 
es  aber  der  Fall  ist,  so  ist  die  Achse  eine  Faser  des  Stabes,  die 
keine  Verschiebung  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  erfahren  hat. 

Wir  legen  die  0 -Achse  in  die  Stabachse,  ihren  Nullpunkt  in 
den  ungedrehten  Querschnitt. 

Die  gemachten  Voraussetzungen  drücken  sich  dann  durch 
die  Formeln  aus: 

(1)  u  =  —  öxf«/,        V  =  coex^ 

worin  o  eine  Konstante  und  at^  der  unendlich  kleine  Drehungs- 
winkel für  den  Querschnitt  js  ist. 

Die  dritte  Komponente  w  ist  eine  Funktion  von  x^  y  allein. 

Wir  setzen 

(2)  •  xo  =  (oq>  {x,  y) 

und  fragen,  welche  inneren  Flächenkräfte  imstande  sind,  eine 
solche  Deformation  zu  bewirken. 

Eine  in  der  natürlichen  Lage  der  ^er- Achse  parallele  Faser 
X  =  x^,  y  =  y^  hat  nach  eingetretener  Deformation  die  Glei- 
chungen: 

X  =  Xo  —  cozyo^  y  r=  yQ  -\-  cogXo 

uud  ist  also   geradlinig,  aber  nicht  parallel  geblieben.     Durch 
eine  Drehung  des  Stabes  als  Ganzes  nach  der  Deformation  kann 
man  daher  jede  Längsfaser  des  Stabes  zur  Stabachse  machen. 
Aus  den  Annahmen  (1),  (2)  ergibt  sich: 

(3)  .®  =  |^  +  |!:  +  ^  =  o, 

^  ^  dx       dy    ^    cz 

und  für  .die  Komponenten  des  molekularen  Druckes  findet  sich 
nach  §  66  (13): 

X,  =  0,     Yy  =  0,    Z,  =  0,     Xy  =  0, 
(4)  X,  =  Z,  =  ^«,(-.v  +  ||), 

y,  =  Zy  =  ^a>^     a;  +  ^j, 

und  die  Differentialgleichungen  §66  (17)  reduzieren  sich  auf  die 
eine: 

rsi  ?!5?  .  ^  _  0 
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Wir  nehmen  ferner  an,  daß  gegen  die  Mantelfläche 
des  Stabes  keine  äußeren  Druckkräfte  wirken. 

Da  an  der  Mantelfläche  cos  (n;ar)  =  0  ist,  so  sind  von  den 
Bedingungen  §  61  (11)  die  beiden  ersten  nach  (4)  identisch  be« 
friedigt,  und  die  dritte  gibt 

Z:cCos{nx)  -|-  ZyCOs(ny)  =  0 
oder  nach  (4) 

(6)  T^  cos(njc)  -|-  ^  co8(ny)  —  ycos(nx)  -j-  x cos (ny)  =  0. 

Die  Bedingung  (6),  in  der  n  die  nach  außen  gerichtete 
Normale  bedeutet,  bezieht  sich  auf  die  Begrenzung  der  in  der 
^y- Ebene  gelegenen  Querschnittsfläche  und  ist  eine  Grenz- 
bedingung zur  Bestimmung  der  Funktion  9  aus  der  Differential- 
gleichung (5). 

Aus  (5)  und  (6)  ist  die  Funktion  tp  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt.  Zur  Bestimmung  dieser  Konstanten  können 
wir  annehmen,  daß  9)  =  0  sein  soll  für  a?  =  0,  y  =  0.  Dann 
haben  die  Punkte  der  Stabachse  überhaupt  keine  Verschiebung 
erfahren,  und  man  kann  sich  diesen  Zustand  z.  B.  dadurch  heryor- 
gerufen  denken,  daß  man  zwei  Punkte  der  Stabachse  in 
den  beiden  Endflächen  als  befestigt  annimmt. 

Über  die  auf  den  Endflächen  anzubringenden  Druckkräfte 
können  wir  jetzt  nicht  mehr  willkürlich  verfügen.  Da  an  diesen 
Endflächen  cos  (na?)  =  0,  cos  (wy)  =  0  und  an  der  einen 
cos  (n;er)  = -|-1»  ^^  der  anderen  cos(wi?)  =  —  1  ist,  so  ergibt 
sich  für  die  erstere,  die  wir  obere  nennen  wollen: 

(7)  F=Y,  =  f*ß,(     ^+||), 

Z  =  Z,  =  0, 

und  für  die  untere  Endfläche  erhält  man  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Druckkräfte. 

Die  gegen  die  Endfläche  wirkenden  Druckkräfte  sind  also 
tangential  Ihre  Verteilung  über  die  Flächen  ist  aber  erst 
bekannt,  wenn  die  Funktion  9  bestimmt  ist 

Die  Kräfte  X,  Y,  die  auf  die  obere  Endfläche  wirken,  geben 
ein  Drehungsmoment  M  in  bezug  auf  die  Stabachse,  und  auf  der 
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unteren  Endfläche  erhält  man  ein  gleiches  aber  entgegengesetztes 
Moment,  so  daß  sie  sich  am  starren  Stabe  aufheben  würden. 
Die  Größe  dieses  Drehungsmomentes  ist,  wenn  dq  ein  Element 
der  Querschnittsfläche  bedeutet,  und  die  Integration  über  die 
ganze  Fläche  des  Querschnittes  ausgedehnt  wird, 

(8)  J<=  f(*r-  fX)dq 

=,„[|(..+rt.',+j(.|f-,|l)Ä4 

und  man  kann  also  o  so  bestimmen,  daß  dieses  Mo- 
ment M  einen  gegebenen  Wert  hat. 

In  den  wirklich  vorkommenden  Fällen  der  Torsion  eines 
Stabes  wird  man  kaum  je  in  der  Lage  sein,  die  Verteilung  des 
Druckes  über  die  Endflächen  genau  zu  bestimmen;  wirklich  be- 
stimmbar wird  immer  nur  die  Resultante  sein.  Wenn  wir  aber 
die  Druckkräfte,  bei  Festhaltung  der  Resultanten,  anders  über 
die  Endflächen  verteilen,  so  wird  zwar  im  ganzen  Stabe  der 
Zustand  geändert,  die  Änderung  wird  aber,  wenn  die  Länge  des 
Stabes  groß  ist  im  Vergleich  zu  seinen  Querdimensionen,  nur  in 
der  Nähe  der  Enden  merklich  sein.  Darum  wird  man  die  Resul- 
tate der  Saint  Venant sehen  Theorie,'  trotz  der  unbekannten 
Verteilung  des  Druckes  auf  die  Endflächen,  doch  als  eine  gute 
Annäherung  an  die  Fälle  der  Wirklichkeit  betrachten  dürfen*). 

§  72. 
Zurückführung  auf  die  Funkiionentheorie. 

Die  definitive  Lösung  des  lorsionsproblems  in  einem  be- 
stimmten Falle,  d.  h.  für  eine  bestimmte  Gestalt  des  Querschnittes, 
ist  im  vorigen  Paragraphen  auf  die  Differentialgleichung: 

(1)  51?  +  ^  =  0 

mit  der  Grenzbedingung: 

(2)     -^  cos  (wx)  +  rp  COS  (ny)  —  y  cos  (nx)  -|-  ^  cos  (ny)  =  0 


*)  Bei  der  allfiremeinen  Saint  Venant  sehen  Theorie,  die  außer  der 
Torsion  auch  noch  die  Biegung  berücksichtigt,  werden  statt  der  einen  Kon- 
stante (o  deren  sechs  eingeführt.  Diese  lassen  sich  so  bestimmen,  daß  die 
resultierende  Kraft  und  das  resultierende  Drehungsmoment  der  Druckkräfte 
auf  einen  der  Endquerschnitte  beliebige  Werte  erhalten. 
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zuräckgeführt,  und  weist  also  auf  die  Theorie  der  Funktioneti 
eines  komplexen  Argumentes  hin.  Die  Gleichung  (1)  besagt  näm- 
lich, daß  (f  der  reelle  Teil  einer  Funktion 

(3)  x  =  9>  +  i^ 
des  komplexen  Argumentes 

js  z=  X  -\-  iy 

ist  (wobei  das  jetzige  js  nicht  mit  der  dritten  Koordinate  zu  ver- 
wechseln ist).  Der  Grenzbedingung  (2),  die  sich  auf  die  Begrenzungs- 
linie des  Querschnittes,  also  auf  eine  in  der  >^^  Fig.  16. 
^y-Ebene  geschlossene  Linie  bezieht,  können 
wir  auch  eine  andere  Gestalt  geben,  durch 
die  sie  vereinfacht  wird. 

Wir  bezeichnen  mit  s  die  auf  der  Be- 
grenzung gemessene  Bogenlänge,  positiv  in 
dem  Sinne  gerechnet,  daß  die  positiven  dn 
zu  den  positiven  ds  so  liegen,  wie  die  po- 
sitive 1*- Achse  zur  positiven  j^- Achse.  Dann 
ist,  wenn  wir  x^y  in  der  Nähe  des  Randes  als  Funktionen  von  n,  s 
betrachten  (Fig.  16): 

/.N  dx       dy  /     V         ^y  8a:  .     . 

(4)  -—  =  -i  =  cosCnxX        -^  =  —  -—  =  cos(»y); 
^  ^  dn       ds  ^     '         dn  ös  ^   ^'^ 

außerdem  ist 


.                           89       80 

8y 

dx' 

und  es  ergibt  sich  also  aus  (2): 

d^dy    .di^dx^  _     dy_    ,       d£ 

dy  ös'^  dxds  "^  ds    '    ''^  ös 
oder 

/ßx  d^       1  d{x^  +  y') 

w  ^  =  2 TTs 

Setzen  wir 

r2  =  j:2  4-  yr 

so  können  wir  die  Gleichung  (6)  in  bezug  auf  s  integrieren  und 
erhalten,  wenn  c  eine  Konstante  bedeutet, 

(7)  2  1/;  =  r»  —  c. 

Die    Funktion    ^    genügt    außerdem    derselben   Differential- 
gleichung wie  %  nämlich: 

(8)  ^4-^  =  0 

fiiemann-Weber,  Partielle  DifforcntialKleichungen.    II.    5.  AuH.  12 
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und  wir  haben  also  diese  Gleichung  unter  der  Voraussetzung  zu 
integrieren,  daß  i;  am  Rande  die  durch  (7)  gegebenen  Werte 
hat  Die  Aufgabe  ist  also  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung 
eines  logarithmischen  Potentials  bei  gegebenen  Rand- 
werten, die  wir  in  §  143  f.  und  §  181  f.  des  ersten  Bandes  be- 
handelt haben. 

Nach  (5)  und  §  71  (4)  ergeben  sich  für  die  Tangentialkräfte 
an  den  Querschnitten: 

öx 
und  hieraus  durch  Integration  nach  (7): 

(10)  i  i 

da  sich  die  einfachen  Integrale  über  dx  und  dy  auf  die  Grenze 
des  Querschnittes  beziehen. 

Die  tangentialen  Druckkräfte  ^„  Y,  oder  X,  Y  gegen  die 
Querschnitte  geben  also  außer  dem  Drehungsmoment  M  keine 
resultierenden  Kräfte.  Der  Stab  als  Ganzes  bleibt  also  durch 
die  äußeren  Druckkräfte  im  Gleichgewicht  0» 

Saint  Venant  hat  für  dieses  Problem  einen  Weg  ein- 
geschlagen, der  sehr  fruchtbar  an  einfachen  und  anschaulichen 
Resultaten  ist.  Dieser  Weg  besteht  darin,  daß  man  über  die 
Funktion  x  eine  einfache  Annahme  macht,  und  dann  aus  der 
Grenzbedingung  (7)  die  Gestalt  eines  Querschnittes  ableitet,  für 
die  diese  Annahme  eine  Lösung  gibt  Wir  geben  dafür  im 
folgenden  ein  einfaches  Beispiel. 


^)  Hierauf  hat  znerst  J.  A.  Yollj^raff  aufmerksam  gemacht  (Zur 
Elastizitatstheorie,  Aunalen  der  Physik,  4.  Folge,  Bd.  14,  1904). 

In  der  vorigen  Auflage  dieses  Werkes  (Bd.  II,  §  70)  war  dies  übersehen 
und  es  schien  daher,  als  ob  in  manchen  Fällen  zur  Herstellung  des  Gleich- 
gewichts des  Stabes  als  Ganzes  unter  Umständen  noch  ein  äußeres  Drehungs- 
moment oder  eine  Beschränkung  der  Beweglichkeit  nötig  sei. 
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§73. 
Beispiel 

Nehmen  wir  zunächst  %  =  consi,  so  ergibt  die  Grenz- 
bedingung §  72  (7)  einen  kreisförmigen  Querschnitt.  Die  Glei- 
chung §  71  (2)  zeigt,  daß  die  Verschiebung  in  der  Richtung  der 
Stabachse,  u?,  über  den  ganzen  Querschnitt  konstant  ist. 

Für  die  Druckkomponenten  X,,  Y,  erhalten  wir  aus  §71  (4): 

|X,  =  — ftcoy,     Yg  =  n&x, 
und  daraus  die  Resultante 

S,  =  yX/  +  Y;  =  ftairV 

Diese  Kraft  steht  senkrecht  auf  dem  Radius  r.  Sie  wirkt 
in  der  Ebene  des  Querschnittes  auf  Zerreißung  des  Stabes,  und 
wird  die  scherende  Kraft  genannt  Wir  wollen  sie  auch  kurz 
als  Spannung  bezeichnen.  Die  Spannung  wächst  also  in  diesem 
Falle  mit  r  und  ist  am  größten  an  der  Peripherie. 

Wir  wollen  ferner  für  %  eine  Potenz  von  js  nehmen: 

fl)  3:  =  —  iaz^^ 

worin  a  ein  konstanter  Faktor  und  m  eine  ganze  positive  Zahl 
ist.  Den  Faktor  a  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 
reell  und  positiv  annehmen.  Es  ergibt  sich  daraus,  wenn  wir 
Polarkoordinaten  r,  ^  einführen  und 

(2)  z  =  re^^ 
setzen : 

(3)  q>  =  ar^  sinwO",     ^  =  —  ar"^  cosmO', 

und  es  ist  also  die  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Stabachse: 

(4)  tv  =  aar^  smmd'. 

Nehmen  wir  a  cd  positiv  an,  so  ist  die  Deformation  des  Quer- 
schnittes hier  so  beschaffen,  daß  vom  Nullpunkt  2m  Strahlen 
auslaufen,  in  denen  die  Verrückung  gleich  Null  ist,  und  in  den 
2m  Sektoren,  die  hierdurch  gebildet  werden,  ist  w  abwechselnd 
positiv  und  negativ. 

Für  die  Komponenten  der  Spannung  erhalten  wir  nach 
§  72  (9): 

V  —        ^^  a(r«--2^) 
^'-"        "2  ^         ' 

12* 


> 
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und  mit  Rücksicht  auf 

dg) .d^ ^i_  '^ ^. 

dx  dy       8a;'      öx       dz' 

X,  -  i  r,  =  ^  ö  (— y  —  ix  +  ^) 

= — fiG)(r8in'9'-j-trco8^-|-iamr^~^[co8(w — l)^-\-is\ii{in — 1)^]}, 

also: 

.  .  Xs  =  —  fiö  [rsinO"  —  a»ir"*-^  8in(m —  1)0^], 

Yg  =  -j-  fico  [rcosd'  +  awr"*-^  co8(m —  1)^], 
und  wenn  man  daraus  die  Resultante  Sg  bildet: 

(7)  Sg  =  ^x'i  -f- 1}  =  ftö  Vr»  -f-  a^m^r^'"-^  +  2amr'«  cos  m^. 

Die  Spannung  kann  in  einzelnen  Punkten  =  0  sein.  In 
diesen  Punkten  muß  X,  =  0,  F,  =  0  sein.  Es  findet  dies  statt, 
entweder  wenn  r  =  0  und  m  >  1  ist,  also  in  der  Stabachse, 
oder  in  Punkten,  in  denen  sinm-ö"  =  0,  cosmO"  =  —  1,  also 

n  3n              (2m  —  l)7t 

^  ^                                   m  m                       m 
und 

(9)  mar^-^  =  1. 

Die  Spannung  ist  bei  gleichbleibendem  r  ein  Maximum,  wenn 
cosm^  =  1  ist,  also  bei 

(10)  ^  =  0,     — , ^ ^—' 

^    ^  mm  m 

Dies  Maximum  hat  den  Wert 

(11)  Sg  =  ftG)(r  4"  awr^-^), 
und  wächst  also  mit  wachsendem  r. 

§74. 
Elliptischer  Querschnitt 

Die  Begrenzung  des  Querschnittes,  für  den  die  im  vorigen 
Paragraphen  angenommene  Funktion  %  die  Lösung  gibt,  erhält 
man  aus  der  Gleichung  §  72  (7): 

r«  —  2  if^  =  c, 

also  für  unsere  Annahme,  §  73  (3): 

(1)  r2  -|-  2ar**  cosmO*  =  c. 
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Für  den  einfachsten  Fall  m  =  l  erhält  man: 

(2)  ^«  +  y2  _j_  2aa;  =  c, 

also  einen  kreisförmigen  Querschnitt,  bei  dem  die  Stab- 
achse aber  nicht  im  Mittelpunkte  liegt.  Die  scherende  Kraft  ist 
nach  §  73  (7) 

&  =  ftöV(a;  +  a)«  +  yS 

also  in  konzentrischen  Kreisen  konstant  und  an  der  Peripherie 
am  größten,  ebenso  wie  in  dem  Falle  des  konstanten  %- 

Für  m  =  2    ergibt    sich    als   Grenze    für    den   Querschnitt 
aus  (1): 

(3)  (1  +  2a)x^  4-  (1  —  2a)ya  =  c. 

Da  die  Kurve  geschlossen  sein  muß,  so  kann  dies  nur  eine 
Ellipse  sein.  Es  muß  also,  da  wir  a  positiv  angenommen  haben, 
c  positiv  und  2  a  <;  1  sein.  Dann  sind  die 
Halbachsen  dieser  Ellipse 


Fig.  17. 


(4) 


"=)/r 


ß 


=  f. 


21'     "<^' 


und  können  also  durch  Verfügung  über  a  und  c 
beliebig  vorgeschriebene  Werte  haben.  Für  die 
Verschiebung  w  ergibt  sich  aus  §  73  (4): 

(5)  to  =  cjif  =  2a(X}xy^ 

und  die  Kurven  eines  konstanten  to  sind  gleich- 
seitige Hyperbeln.    In  den  Achsen  der  Ellipse  ist 
w  =  0   und   in  den  vier  Quadranten   abwechselnd   positiv   und 
negativ.    Für  die  Spannung  erhält  man  nach  §  73,  (6),  (7): 

(6)  X,  =  —  ftö(l  —  2a)y,  T,  =  (liö(1 -f  2  a)a; 


(7) 


^'=/^-ys+|-; 


Die  Linien  gleicher  Spannung  sind  also  hier  ähnliche  Ellipsen, 
aber  sie  weichen  stärker  von  der  Kreisgestalt  ab,  als  die  Grenz- 
ellipse des  Querschnittes  (Fig.  17).  Man  sieht,  daß  die  am 
stärksten  durch  die  Spaimung  beanspruchte  Faser  nicht  am  End- 
punkte der  großen,  sondern  am  Endpunkte  der  kleinen  Achse 
liegt 
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§75. 
Kannelierte  Säulen. 

Wenn  in  dem  Beispiel  des  §  73  m  >-  2  ist,  so  gibt  es 
Punkte  in  der  Querschnittslinie,  in  denen  die  Spannung  gleich 
Null  wird,  und  wir  können  die  Konstanten  in  der  Gleichung  der 
Grenzkurve 

(1)  r^  —  2ilf  =  c 

so  bestimmen,  daß  diese  Punkte  auf  der  Grenze  liegen.  Diese 
Punkte  sind  dann,  wie  man  aus  der  Gleichung  §  73  (5)  ersieht, 
Doppelpunkte  der  Kurve  (1)  und  werden  sich  also  an  dem 
Stabe  als  scharfe  Kanten  darstellen.  Das  Beispiel  des  §  73 
bezieht  sich  also  bei  dieser  Bestimmung  der  Konstanten  auf 
kannelierte  Säulen  mit  m  Rippen.  Die  Spannung  ist  Null  an 
den  Kanten,  und  erreicht  ihr  Maximum  am  Boden  der  Rinnen. 
Der  Querschnitt  ist  in  2  m  Sektoren  geteilt,  in  denen  iv  abwech- 
selnd positiv  und  negativ  ist. 
Wenn  die  durch  (l)  oder 

(2)  r^  +  2ar"»  cosmO-  =  c 

dargestellte  Kurve  durch  die  Punkte  verschwindender  Spannung 
hindurchgehen  soll,  so  muß  sie  erfüllt  sein  für 


cosm^  =  —  1,        r  =  (may-'*'  [§  73,  (8),  (9)], 
und  daraus  ergibt  sich  für  c  der  Wert: 


*     m  —  2 


(3)  c  =  (may~*^ 

Die  Gleichung  (2)  stellt  eine  algebraische  Kurve  »wter  Ord- 
nung dar  und  man  kann  sie  in  rechtwinkligen  Koordinaten  in 
der  Form  darstellen: 

(4)  x^  +  y'  + 

^    /          m.m — l         «   „   ,  W.W — l.w — 2.WI — 3        ^  \ 

2a(^^«» x-^-^y^-\ HTTO j«-*y*-...j  =  c. 

Für  w  =  3  und  in  =  4  hat  die  Kurve,  bei  dem  Werte  (3) 
der  Konstante  c,  drei  oder  vier  Doppelpunkte,  und  muß  in  diesen 
beiden  Fällen  in  Kurven  niedrigeren  Grades  zerfallen. 

Für  w  =  3  erhält  man  c  =  1/27  a^  und  folglich  wird  die 
Gleichung  der  Grenzlinie: 

27tt2(a:2  +  y«)  -f  b4a^{x^  —  3xy^)  —1  =  0, 
die  sich  in  die  drei  Gleichungen: 
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Kannelierte  Säulen. 
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(ö) 


1  —  ßax  =  0, 
1  +  Sax  -\-  SySatj  =  0, 
1  +  Sax  —  sY^ay  =  0 
zerlegen  läßt.    Man  erhält  also  einen  dreikantigen  Stab,  dessen 
Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist.    (Fig.  18.) 

Fig.  18.  Fig.  19. 


Für  w  =  4  zerfällt  die  Kurve  (4)  in  zwei  Hyperbeln  (Fig.  19), 
die  man  leicht  auf  folgende  Weise  erhält    Es  ist  hier  c  =  l/Sa 

und  also  nach  (2): 

16a«r*  cos4^  -f  8ar«  =  1, 

und  durch  Auflösung  dieser  für  r*  quadratischen  Gleichung: 

(6)  4ara  C084^  ==  —  1+  y^cos2^. 
Es  ist  aber 

C0S4Ö'  =  {^2  cos2'&  -f  1)  (^2  cos 20-  —  1), 

und  daher  nach  (6): 

4ar2  (1  ±Y2  C082'9'J  =  1, 

oder  in  rechtwinkligen  Koordinaten: 

(7)  (1  ±  )f2)x>  +  (1  +  V2)y*  =  ^, 

wodurch  zwei  kongruente  Hyperbeln  dargestellt  sind,  die  um  90<> 
gegeneinander  gedreht  sind,  die  sich  in  vier  reellen  Punkten 
schneiden.  In  diesen  Schnittpunkten  ist  x^  =  y^^  und  für  ihre 
Entfernung  vom  Koordinatenanfangspunkt  erhält  mau: 

1 

'  2fä" 

Die  reelle  Achse  ß  der  Hyperbeln  erhält  man  aus  (7),  wenn 
man  x  oder  ^  =  0  setzt: 

p._  1  _    ^       ' 

2V^yi  +  V2    yi  +  >^ 

Das  Maximum  u  von   r  ist  also  ungefähr  lV2nial  so  groß^ 
als  das  Minimum  ß. 


a 
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Druck  auf  eine  elastische  Unterlage, 


§76. 

Gleichgewicht    eines  von    einer    unendlichen   Ebene 

begrenzten  Körpers. 

Wir  denken  uns  einen  elastischen  Körper,  der  von  einer 
Ebene,  die  wir  zur  ^ry- Ebene  nehmen,  einseitig  begrenzt  ist^ 
sonst  aber  keine  Begrenzung  hat.  Gegen  diese  Fläche  sollen 
äußere  Flächendrucke  wirken.  Von  äußeren  Volumkräften  sehen 
wir  wieder  ab.  Gegen  das  Innere  des  Körpers  wollen  wir  sf 
positiv  nehmen.  Im  Unendlichen  soll  der  Körper  in  seinem 
natürlichen  Zustande  verharren,  was  dadurch  ausgedrückt  sei, 
daß  die  Deformationskomponenten  u,  v,  w  im  Unendlichen  so 
verschwinden,  daß 

(1)  -Rw,     liv,    Rw, 

wenn  R  die  Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  .von  einem 
festen  Punkte  bedeutet,  mit  unendlich  wachsendem  R  endlich 
bleiben. 

Der  Gleichgewichtszustand  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  an 
der  Oberfläche  js  =  0  noch  die  Komponenten  der  Flächenkräfte 

(2)  X  =  X„     Y=  r„    Z=Z, 

gegeben  sind.  Ebenso  ist  aber  auch  das  Problem  bestimmt,  wenn 
für  jer  =  0  die  Komponenten  der  Verschiebung 

(3)  u,    v,    w 

gegeben  sind,  oder  noch  allgemeiner,  es  ist  bestimmt,  wenn  von 
jedem  der  drei  Paare 

(4)  X„  u;     r„  v;     Z„  w 
eine  Größe  für  z  =  0  gegeben  ist  (§  65,  2.). 
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Das  Problem  ist  allgemein  gelöst  von  Boussinesq^)  durch 
Anwendung  der  Theorie  der  Potentiale,  auf  anderem  Wege  von 
Geruti^)  unter  Benutzung  von  Sätzen,  die  man  Betti>)  ver- 
dankt, nach  einer  Methode,  die  mit  der  Green  sehen  Methode  in 
der  Potentialtheorie  verwandt  ist  (Bd.  I,  §  103).  Wir  wollen  hier 
einen  anderen  Weg  gehen,  der  von  der  Fouriersche  Methode 
der  partikularen  Lösungen  Gebrauch  macht. 

Wir  wenden  den  Fourierschen  Lehrsatz  für  Funktionen 
zweier  Variablen  in  der  Form  an,  die  wir  ihm  im  ersten  Bande 
§  21  (4)  gegeben  haben: 

4-00      4-00  -4-00      4-^ 


—  gt>       -^  X  —  00       —  00 


und  hierin  kann  die  Funktion  fixy)  auch  komplex  sein,  d.  h.  die 
Form  haben: 

/■(^.  y)  =  /i  C^.  y)  +  ifi  (^.  y)- 


§77. 

Darstellung  der  Verrückungen  m,  v,  iv  durch 

Doppelintegrale. 

Wenn  wir  mit  X,  Y,  Z  die  Komponenten  des  gegen  die 
Fläche  g  =  0  gerichteten  äußeren  Druckes  bezeichnen,  so  haben 
wir,  weil  jetzt  die  innere  Normale  mit  der  Richtung  der  posi* 
tiven  ir-Achse  zusammenfällt,  nach  §  61  (11)  für  die  Fläche  jer  =  0 

-Äj  ==  -X.,        Xg   =   —    JL  ,      j!jz  ^^^  ^, 

und  das  in  §  76  gestellte  Problem  erhält  nach  §  66  (17)  folgen- 
den Ausdruck: 

Es  sollen  t«,  t;,  w  als  Funktionen  der  Koordinaten 
ar,  y,  0  für  positive  js  und  für  alle  x,  y  bestimmt  wer- 
den, so  daß  überall  im  Innern  dieses  Gebietes  die 
Differentialgleichungen 


^)  Boussinesq,  Applications  des  potentiels  directes,  inverses,  loga- 
rithmiqaes.    Paris  1895. 

*)  Ceruti,  Bicerohe  intorno  all'equilibrio  de  corpi  elastici  isotropi 
Accademia  dei  Lincei  1882. 

*)  Betti,  Nuovo  Oimento  1872. 
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„  du    .    dv    .    dw 

~dx~^  dy  "•"  8«' 

a  4-  /*)  II  +  M-^w  =  0 

erfüllt  sind,  und  daß,  wenn  für  xr  ==  0 

gesetzt  wird,  von  jedem  der  drei  Funktionenpaare  f/,  X; 

F,  Y\   W,  Z  eine  eine  gegebene  Funktion  von  x,  y  sei. 

Außerdem  sollen  m,  v,  Wy  S  für  unendliche  Werte 
von  X,  y  und  für  unendlich  große  positive  Werte  von 
z  verschwinden. 

Da  die  Differentialgleichungen  (l)  linear  sind,  so  kann  man 
aus  mehreren  partikularen  Lösungen  u^^  v^^  i/o^\  «^2)  ^2)  ^2  ••- 
allgemeinere  Lösungen 

(3)  u  =  tii-|-W2-| ,    t;  =  t;, +  ^2H >     M?  =  Wi  +  M^2  H 

zusammensetzen,  und  wenn  man  unendlich  viele  partikulare  Lö- 
sungen hat,  so  kann  man  auf  diesem  Wege  Lösungen,  je  nach 
Umständen  in  Gestalt  von  unendlichen  Reihen  oder  von  bestimmten 
Integralen  ableiten.  Es  kommt  also  jetzt  zunächst  darauf  an, 
geeignete  partikulare  Lösungen  zu  finden,  die  noch  die  hinläng- 
liche Anzahl  unbestimmter  Parameter  enthalten,  daß  man  auch 
den  Grenzbedingungen  genügen  kann. 

Ein  solches  partikulares  Integral  finden  wir  durch  die  An- 
nahme: 

(4)  t;  =  (6  +  iÄ/J^)6»<«'+/*y  +  y'), 
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worin  a,  b^  c^  u,  ß,  y,  h  Konstanten  sind,  über  die  noch  nähere 
Bestimmungen  getroffen  werden  sollen.  Wir  nehmen  zunächst 
die  Relation  zwischen  a,  ß,  y  ah: 

(ö)  a«  -f  /Ja  -I-  yä  ==  0 

und  erhalten: 

(6)  ö  =  [a«  +  fc/J  +  (c  -|-  A)y]tc»(«'  +  '*«'+y') 
und  ferner: 

(7)  ^v  =  —  2Ä/Jye»>^  +  /*>'  +  y'>, 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Differentialgleichungen  (1) 
ein,  so  findet  man,  daß  diese  alle  drei  befriedigt  sind,  wenn  man 
zwischen  den  Konstauten  die  Relation  annimmt: 

(8)  _(^-|_3p)Äy  =  (A  +  ^:j(a«  +  J^  +  cy), 

wodurch  h  als  Funktion  der  übrigen  Konstanten  bestimmt  ist. 
Wir  nehmen  a  und  ß  reell  an  und  setzen  nach  (5) 

(9)  Y  =  i  V«^  +  /5S 

worin  das  positive  Zeichen  der  Wurzel  genommen  ist,  damit 
ti,  r,  w  für  jg  z=  -]-  CD  verschwinden.    Wir  setzen  dann 

a  =  A{a,  ß)ductß  =  Adadß, 

(10)  b  =B(a,  ß)dadß  =  Bdadß, 

c  =  C(a,  ß)docdß  =  Cdudß, 

und  verstehen  unter  -4,  2/,  C  willkürliche  Funktionen  der  Argu- 
mente of,  ßy  ferner  setzen  wir 

(11)  h  =  //(«,  ß)  dudß  =  Hdadß, 
und  nach  (8) 

(12)  yH  =  -  x^^  («^  +  ßBJrYC)- 

Dann  ergeben  sich  aus  (4)  allgemeine  Ausdrücke  für  u^v^w: 

+  00 

u  =  {{dadß(^A-\-  tai[;8r)e''(«'  +  /*y +  >''>, 


—  OD 


(13)  t;  =  [[dad/3(ß4-y/Jif^)e'>«  +  /*i'  +  y'>, 


+  « 


w 


=  [  [  da  d/J(C  +  t>H-2')e»^«' +  ^i' +  y). 


00 
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Die  Funktionen  A^  B^  C  und  folglich  auch  H  werden  im 
allgemeinen  komplex  sein,  während  doch  ti,  t?,  u?  in  (13)  reell 
sein  müssen.    Dies  wird  unter  folgender  Voraussetzung  eintreten*: 

Die  Funktionen  A{ — a,  — /J),  JS( — a,  —  ß)y 
C{ — a,  — ß)  sollen  konjugiert  imaginär  mit 
JL(a,  /3),  JS(a, /J),  C(a, /3)  sein  oder  anders  aus- 
gedrückt, die  reellen  Teile  dieser  Funktionen 
sollen  gerade,  die  imaginären  Teile  ungerade 
Funktionen  von  «,  ß  sein. 

Es  ergibt  sich  dann  aus  (12),  daß  dieselbe  Eigenschaft  auch 
den  Funktionen  i aH^  iß H^  iy H  und  folglich  auch  den  Funk- 
tionen 

A'\'iaüz,    B-^ißHz,     C+iyHz 

zukommt.  Daraus  ergibt  .sich  aber,  daß  die  Ausdrücke  (13) 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  i  durch  —i  ersetzt,  weil  man 
gleichzeitig  unter  dem  Integralzeichen  die  Integrationsvariablen 
a,  ß  durch  — a,  — ß  ersetzen  kann.  Folglich  sind  die  in  (13) 
für  M,  v,  IC  gegebenen  Ausdrücke  reell. 

§78. 

Bestimmung  der  willkürlichen  Funktionen. 

Sind  die  Funktionen  A,  B,  C  bestimmt,  so  ist  unsere  Auf- 
gabe vollständig  gelöst.  Diese  Bestimmung  ist  nun  sehr  einfach, 
wenn  wir  annehmen,  daß  an  der  Oberfläche  -?  =  0  die  Ver- 
schiebungen u,  V,  w  selbst  gegebeil  seien: 

(1)  u  =  U{x,  y),    V  ==  V  (x,  //),     tv  =  W(x,  y). 

Dann  müssen  die  A^  JS,  C  den  Bedingungen  genügen: 

U{x,  ij)  =  [[^(«,  /?)e«(«*  +  /*yN/ac/i3, 


—   CO 
+    00 


(2)  y{JC,  y)=  [[i?(«, /3)e""*  +  '='«'>(/«rf/3, 


—    X 


W{x,y)  =  [[c{a.  /3)e«(«*  +  .^y)f/ad/3, 

X 

und  die  allgemeine  Formel  Bd.  I,  §  21  (4)  ergibt: 
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+  CO 


—  00 
+    00 


(3)  5(«,/J)=j^jJF(S,,,)c-(-«^-^i)dSdi,, 


—   OD 

+    00 


C(«, /J)  =  j^  jf>V(|,  ./)«-'("5 +  /».,)  dS d ,,. 


—  OD 


Um  die  Funktionen  A,  B^  C  auch  unter  den  in  §76  ge- 
machten allgemeineren  Bedingungen  zu  bestimmen,  müssen  wir 
die  Ausdrücke  für  die  Druckkräfte  X,,  F„  Z,  für  £f  =  0  ab- 
leiten.   Es  ist  aber  nach  §  66  (13): 


,  ,  „  /dw    .    dv\ 


z.  =  xe  ^  2i*^"' 


dg' 

dw 


Wir  bezeichnen  diese  drei  Größen  als  Funktionen  von  x,  y  mit 

-X(x,y),    -Y{x,y),     -Z(x,y),    [§77(2)]. 
Nach  §  77  (13)  ist  aber  (immer  für  jer  =  0): 

du 


-  =  /  {{e^^^'^t^y^uAdadß, 


d 

—  go 

+   00 


(5)  l^  =  *  {{e^("'^i^y^ßBdadß, 


00 

+    00 


woraus  nach  §  77  (12),  wenn  man  den  Wert  von  0  für  g  =  0 
mit  B  bezeichnet : 

+    00 

(6)  §  =  -  j^  f  f  c'("  +  /»»)  yH(a,  ß)  dadß. 


—   OD 
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Ferner  ist  f ür  £r  =  0  nach  §  77  (13): 

8 
8 


—  00 

+  « 


8 
8 


^  =  i  f  [€•(«*  +  /»»>  (yJB  +  ßH)dudß, 


—  00 

+  « 


(7)  |^=t  Jfe'(«'  +  /»v)y(C+fl)dad^, 


—   00 
+   00 


y^=i  [[c»<«'  +  /*v>aCdad/J, 


—  00 

+  « 


ay 


=r  t  f  fe«(«*  +  /*y)/3Cdad/J, 


00 


und  daraus  erhält  man  nach  (4): 

+    00 


X(x,y)=  f  f  ^'(a, /3)e»(«*  +  /*y>dad/3, 


—   00 

+  « 


(8)  Y(x,  y)  =  \\  ^'(«1  /3)6»(«*  +  /*v)  dad/5, 


—   00 


worin  gesetzt  ist 

A'ia,  ß)  =  -i(i\yA  +  «(C  +  H)], 

C'{a,  ß)  =-.  -2 »>y  (C  +  ^^ fl), 

und  hierzu  kommt  noch  die  Gleichung  §77  (12): 

(10)  yH=—^^^(aA^ßli^yC), 

woraus  man,  wenn  A'^  B\  C  bekannt  sind,  auch  A^  B^C^R  be- 
rechnen kann,  oder  allgemeiner  aus  dreien  der  Größen  Ay  B^  C, 
A\  B\  C\  H  die  übrigen. 
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Die  Funktionen  A!^  B\  C\  H.  können  aber  ebenso  aus  den 
Funktionen 

Z(t,  y),      r(a;,  y),      Z{x,y),      Ö(^,  y) 

bestimmt  werden,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  A^  B^  C  aus 
£7,  7,  W  bestimmt  haben.    Es  ergibt  sich  nämlich  aus  (6): 

+   00 
—  Ja 

und  aus  (8): 


—   00 
+  00 


(12)       £'(«,/j)  =  ^[|y(l,  ,,)«-*<««  M'ödid,, 


—  OD 
+    00 


C  («,  /J)  =  jij  j  j  2f  (1, 1,)  c-c « + 1*  'i>  rf  I  rf ,,. 


—  00 


§79. 

Eindruck  eines  schweren  Körpers  auf  eine  elastische 

Unterlage. 

Boussinesq  hat  seine  Methode  auf  ein  Problem  angewandt, 
das  wir  hier  auch  nach  unserer  Methode  behandeln  wollen. 

Wir  denken  uns  auf  eine  elastische  horizontale  Unterlage 
einen  Stempel  vom.  Gewicht  P  aufgesetzt,  den  wir  uns  aber  als 
starr  vorstellen  wollen  (er  möge  etwa  aus  einem  sehr  viel 
schwerer  deformierbaren  Stoffe  bestehen  als  die  Unterlage). 
Dieser  Körper  K  habe  die  Gestalt  eines  Zylinders,  dessen  Basis 
eine  gegebene,  beliebig  gekrümmte,  von  der  Ebene  unendlich 
wenig  abweichende  Fläche  ist.  Die  Randkurve  ö  dieser  Fläche, 
längs  der  sie  an  den  Zylindermantel  anstößt,  sei  eben  und  senk- 
recht auf  den  Erzeugenden  des  Zylinders. 

Diese  Randkurve  sei  bis  zur  Tiefe  k  in  die  Unterlage  ein- 
gesunken. 

Die  Gestalt  der  Basisfläche  soll  dadurch  bestimmt  sein,  daß 
ihre  ir- Ordinate,  von  der  Ebene  des  Randes  an  gerechnet,  eine 
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gegebene  Funktion  q  (x^  y)  sei,  die  am  Rande  gleich  Null  ist. 
Wenn  q(x^  y)  überall  gleich  Null  ist,  so  ist  die  Basisfläche  eben. 
Endlich  wollen  wir  die  Projektion  jder  Basis  auf  die  a:y-Ebene 
mit  S  bezeichnen  (Fig.  20). 

Wir  nehmen  also  an,  daß  der  Körper  K  seiner  Gestalt  nach 

unveränderlich  sei,  und  daß  sich  die  Unterlage  unter  dem  Ein- 

Fig.  20.  flusse  des  Druckes  I*  der  Gestaltdes 

Körpers  genau  anschließt.  Diese 
letztere  Voraussetzung  wird,  nament- 
lich in  der  Nähe  des  Randes,  wo  sieb 
unendlich  große  Druckkräfte  ergeben 
werden,  nicht  genau  erfüllt  sein.  In- 
dessen werden  wir  bei  dieser  Annahme 
doch  ein  Resultat  erhalten,  was  in  hinlänglicher  Entfernung  von 
dem  Rande  die  wirklichen  Verhältnisse  mit  einer  gewissen  An- 
näherung darstellt. 

Wir  haben  hier,  mit  Rücksicht  darauf,  daß  der  Druck  des 
Körpers  K  überall  nur  vertikal  (in  der  Richtung  der  positiven  z) 
wirkt,  wenn  wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  den  Fall  einer 
ebenen  Grundfläche  des  Körpers  K  beschränken,  also  ^  =  0 
setzen,  für  das  elastische  Problem  in  der  Unterlage  die  folgenden 
Grenzbedingungen  für  z  =  0: 

(1)  Xg  =  0,     Yg  =  0,    in  der  ganzen  Ebene  ;er  =  0; 

(2)  Zg  =  0     außerhalb  S, 

(3)  w   =  k     innerhalb  S, 

Diese  Grenzbedingungen  haben  das  Eigentümliche,  daß  sie 
nicht  einheitlich  für  die  ganze  Ebene  gegeben  sind,  sondern 
sich  zum  Teil  auf  Z„  zum  Teil  auf  w  beziehen,  und  dieser 
Umstand  ist  für  die  Integration  im  allgemeinen  eine  große 
Schwierigkeit.  Einem  hierher  gehörigen  Falle  sind  wir  in  der 
Elektrostatik,  Bd.  I,  §  140,  141,  begegnet,  bei  der  Bestimmung 
des  elektrischen  Gleichgewichtes  einer  ebenen  leitenden  Fläche, 
der  eine  gewisse  Elektrizitätsraeuge  mitgeteilt  ist,  und  wir  haben 
dort  das  Problem  für  den  Fall  einer  elliptischen  Scheibe  gelöst 

Es  ist  ein  höchst  bemerkenswertes  Resultat 
von  Boussinesq,  daß  sich  das  elastische  Problem 
auf  das  erwähnte  elektrostatische  Problem 
zurückführen  läßt. 
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§80. 
Bedingungen  für  die  willkürlichen  Funktionen. 

Die  Bedingungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen,  die  sich  auf 
die  ganze  Ebene  £  =  0  beziehen,  ergeben  nach  §78  (12): 

(1)  A'  =  0,        B'  =  0, 

und  daher  nach  §  78  (9): 

und  nach  §  77  (5)  (—  y«  =  a»  +  /J«) : 

(3)  o^-f/J£  =  y(C7  4-lf), 

also  nach  §  78  (10): 

und  nach  (2): 

(5)  ^ 

und  nach  §  78  (9) : 

Es  ist  aber  für  ;?  =  0  nach  §  77  (13): 
(7)  w  =  ff  Ce»(«^  +  /»v>d«d/!^, 


—  00 


und  nach  §  78  (8): 


(8)  Z=       f  f  C"e«<«*  +  /*«')dad/3 


—  oo 


=  -^^^^4^+^Mfcye>^(«^  +  />v)rf«d/?. 


—  00 


Demnach  ist  die  Funktion  G  nach  §  79  (2),  (3)  so  zu  be- 
stimmen, daß 
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(9)  ff  Ce«(«*  +  /*«'>dad/J  ==  k  innerhalb  8, 


—  00 
+    00 


(10)  1  f  Ce*<«*  +  /*«^)yd«d/3  =  0        außerhalb  S, 


—    00 


und  die  Formel  (7)  ergibt  dann,  wenn  man  sie  auf  einen  Punkt 
außerhalb  S  anwendet,  die  Einsenkung,  und  (8),  auf  einen 
Punkt  innerhalb  S  angewandt,  den  Druck,  den  die  Unterlage  zu 
tragen  hat. 

Aus  §  77  (13)  erhält  man  dann  die  Verschiebungen  u,  t;,  w 
für  jeden  Punkt  im  Innern  des  Körpers  und  an  der  Oberfläche. 

§81. 

Zurückführung  auf  das  elektrostatische  Problem. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  S  in  der  xy -Ebene  als  Scheibe 
aus  einem  homogenen  Leiter  der  Elektrizität  gebildet,  der  eine 
gewisse  Elektrizitätsmenge  mitgeteilt  ist,  so  wird  das  elektrische 
Potential  tp  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  daß 

1.  im  ganzen  Räume  -^9  =  0, 

2.  für  ;ßf  =  0  innerhalb  S 

(f  =  k  (gleich  einer  Konstanten), 

3.  für  g  =  0  außerhalb  S 

q>  und  seine  Ableitungen  nach  z  stetig. 

4.  Im  Unendlichen  verschwindet  qp  wie  die  reziproke  Ent- 
fernung eines  Punktes  vom  Koordinatenanfangspunkt. 

Setzt  man  an  Stelle  der  Bedingung  2.  die  Bedingung 

(1)  9^1  =  1, 

so  genügt  q)  =zkfp^  der  Bedingung  2.  und  zugleich  den  übrigen 
Bedingungen  1.,  3.,  4.  Die  Konstante  k  wird,  wenn  das  Problem 
gelöst  ist,  aus  der  Menge  m  der  mitgeteilten  Elektrizität  be- 
stimmt 

Aus  der  Symmetrie  der  Bedingungen  1.  bis  4.  ergibt  sich, 
daß  (p  eine  gerade  Funktion  von  z  ist,  d.  h.  daß 

^>{pc,  y,  —z)  =  tp{x,  y,  z) 

seiu  muß.  Daher  kann  die  Bedingung  3.  auch  durch  die  Be- 
dingung 
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(2)  |5?.  =  0,    für  j?  =  0,    außerhalb  S 
^  ^  de 

ersetzt  werden,  und  es  genügt,  wenn  qp  für  positive  Werte  von 
e  bestimmt  ist. 

Die  Fläcbendichtigkeit  6  der  Elektrizität  an  einer  Stelle  ^,  y 
der  Fläche  S  erhält  man,  wenn  9  bekannt  ist,  aus 

(3)  2  Ä ö  =  —  ^,    innerhalb  S 

[Bd.  I,  §  141  (2)]. 

Diese  Funktion  9  läßt  sich  wegen  der  Differentialgleichung  1. 
nach  der  Methode  der  partikularen  Lösungen  durch  ein  Integral 

darstellen : 

+  00 

(4)  qP  =  f  [^{p^^  /J)e*(«^  +  i*v  +  y')dad/J, 


—  OD 


worin  y  =  i  y«*  -j-  ß^  und  0  (a,  /S)  eine  aus  den  Grenzbedingungen 
zu  bestimmende  Funktion  von  a,  ß  ist 

Wenn  an  Stelle  der  Bedingungen  2.,  3.  die  Funktion  9  in 
der  ganzen  £bene  jer  =  0  gegeben  wäre,  so  wäre  die  Funktion  0 
durch  den  Fouri ersehen  Lehrsatz  bestimmt  So  aber  erhält 
man  zur  Bestimmung  der  Funktion  <b  die  folgenden  beiden  Be- 
dingungen : 
+  « 

(5)  [  f  0  (a,  /J)  e'  <« '  +  /*y)  rf  a  d  /J  =  *        innerhalb  S, 


—   00 

+    OD 


(6)  [  f  0 (a,  /3)  y  6« (««  +  /*y)  d a  rf  /J  =  0     außerhalb  S, 
und  für  die  elektrische  Dichtigkeit  erhält  man  aus  (3): 

(7)  2ar<j  =  —  *  1  |  *(«,  /J)y  e« <«*  +  /* v>  da  d/3,  innerhalb  & 


uo 


In  den  Fällen  also,  in  denen  das  elektrostatische  Problem 
für  die  Fläche  S  gelöst  ist,  können  wir  auch  die  Funktion 
0(a,  ß)  den  Bedingungen  (5),  (6)  gemäß  bestimmen. 

Die  Gleichungen  (5),  (6)  stimmen  aber  mit  (9),  (10)  des 
Yorigen  Paragraphen  überein,  wenn  wir 

(8)  C  =  0(a,/3) 

18* 


196  Zehnter  Abschnitt.  §81. 

setzen.     Es  folgt  dann   aus   §  80  (8)  für   den  Druck   auf  einen 
Punkt  im  Innern  von  S: 

(')  ^^^-Wr"'' 

und   es  wird   also   der  Druck   mit  der  elektrischen   Dichtigkeit 
proportional.    Ist  do  ein  Flächenelement  von  S  und 

P  =  \  Zdo,         m  =  \6do 

der  Gesamtdruck  und  die  Elektrizitätsmenge,  so  ergibt  sich: 

(10)  F  =  i^JlÄ+rt  „. 

Die  Einsenkuug  w  der  Ebene  j?  =  0  außerhalb  der  ge- 
preßten Fläche  S  erhält  man  nach  §80  (7): 

(11)  tc;  =  qp. 

Nehmen  wir  den  Querschnitt  des  Stempels  K  kreisförmig 
an,  so  können  wir  die  Formeln  aus  Bd.  I,  §  141  unmittelbar  an- 
wenden. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  den  Abstand  eines  variablen  Punktes 
von  der  Zylinderachse  mit  r  und  den  Radius  des  Kreises  mit  a 
bezeichnen,  für  die  Fläche  xr  =  0: 


00 


(12) 
also 

''-    «J        « 

0 

J(ar)  da, 

(13) 

m  n        , 
qp        —  -jr-        h 

innerhalb  S, 

(14)  qp  =  —  arc  sin  —        außerhalb  & 

(lo)  ö  = 


2  na  ^a>  —  r» 
und  nach  (10): 

(16)  m  =  ,  ^  +  ^,'*    ,  P. 

Demnach  wird  die  Tiefe  der  Einsenkung: 

^^  '  *-8ft(A4-,t)a 

und  die  Spannang  im  Innern  von  S: 

_  P 

(18) 


2nay  a 


I  n%  —  r2 
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Die  Spannung  wird  also  unendlich  an  der  Peripherie  der 
eingedrückten  Fläche  S,  Daß  dies  in  Wirklichkeit  nicht  ein- 
treten kann,  ist  klar.  Der  Widerspruch  löst  sich  aber  dadurch, 
daß  die  Kante  des  drückenden  Stempels  in  der  Wirklichkeit 
nicht  scharf  bleiben  wird. 

Für  die  Depression  erhalten  wir  aber  aus  (11),  (13)  und 
(14)  einen  vollkommen  stetigen  Ausdruck,  nämlich 

(19)  w  =  (^  +  ^^)^  innerhalb  S, 

(20)  w  =  ,  ^^  "t  ^.^^  ,  —  arc  sin  -    auii^rhalb  S, 

und  f ür  r  =  a  geht  der  Ausdruck  (20)  in  den  Wert  (19)  über. 

§82. 
Die  horizontalen  Verschiebungen. 

Für  die  Verschiebungen  u,  v  parallel  der  Ebene  ;er  =  0  in 
dem  in  §  79  behandelten  Probleme  erhalten  wir  aus  §  77  (13), 
wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche,  d.  h.  auf  die  Ebene  g  =  0 
beschränken : 

+   00 


v  =  f  JBc'(''»  +  '»i')d«d/J, 


—   00 


und  wenn  wir  für  A^  B  die  Ausdrücke  §  80  (5)  substituieren  und 
C  =  0  (a,  ß)  setzen : 


+   00 


(2) 


V 


—  00 
+    00 


A  +  2 


-[[-<!>(«,  ß)e*^''-^fiv^dadß. 


—   OD 


Nun  ist  aber  nach  §  81  (4): 

+    00      . 


qp  =  {\0(a,  ß)e'^^'-^^y^Y'Uladß 
und  folglich 


—    X 
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00  V  • 


1 


||d*  =  —  [  f-0(«, /»)«'(-« +  "»  +  1")«?«^ ^, 


—  op 


also  wenn  man  js  =  0  setzt: 

+  • 


—  X  Ü 

und  also  für  jer  =  0 : 

ac 

f^        [  dtp  j 

(3) 

OD 

A  +  2fi  J  dy 

0 

Für    den  Fall    des    kreisförmigen   Querschnittes    ist  [Bd.  I, 
§141  (14)]: 

ac 

(4)  w  =  --^ — 1^5 — ;  ^  .        ß-«' J(ar)du, 

^  ^n(i{k  +  fi)a  J  a  v     /       » 

u 

also,    wenn  J^    die   Besselsche   Funktion    der   Ordnung   1    ist 
[Bd.  I,  §  72  (6)] : 

/-\        ^^  (^  +  2fi)P     a;  f      „     .  7  ,     X  . 

(o)        -^  =  —--^ — ;,    ,  ^  . e-«'sinaaJi(ar)da, 

^'^        8a;  47iii{k  -\-  ii)a  r  j  iv/ 

0 

und  wenn  wir  also  a:  =  r  cos  ^,  y  =  r  sin  ^  und 
(6)  u  =  —  Q  cos  -ö^,        V  =  —  ^  sin  ^ 

setzen : 

00 

/n\  -P  f  sin  a  a   ,  ,     .  , 

0 

und  hierin  bedeutet  q  die  horizontale  Verschiebung  gegen  den 
Mittelpunkt  hin,  die,  wie  zu  erwarten  war,  von  ^  unabhängig  ist. 


Elfter  Abschnitt. 

Bei^egrungr  der  grespannten  Saiten. 


§83. 
Die  Differentialgleichungen  der  schwingenden  Saite. 

Unter  den  Problemen  der  Bewegung  elastischer  Körper  be- 
handeln wir  zunächst  die  schwingende  Saite,  für  die  wir 
die  Differentialgleichungen  auf  dem  folgenden  direkten  Wege  er- 
halten können  ^). 

Wenn  die  Saite  hinlänglich  stark  gespannt  ist,  so  wird  die 
Schwerkraft  keinen  merklichen  Einfluß  mehr  auf  ihre  Bewegung 
haben,  und  wir  sehen  also  von  der  Wirkung  der  Schwere  der 
Saite  ab.  Dann  wird  die  Saite  in  ihrer  Gleichgewichtslage 
geradlinig  sein,  und  wir  zählen  auf  dieser  geraden  Linie  die 
Abszissen  x.  Den  Anfangspunkt,  rt;  =  0,  und  den  Endpunkt, 
X  =  1^  nehmen  wir  zunächst  als  fest  an.  Vor  der  Befestigung 
aber  soll  die  Saite  durch  ein  Gewicht  P  gespannt  sein.  Dann 
ist  die  Spannung  in  jedem  Punkte  ==  P,  d.  h.  wenn  wir  uns  die 
Saite  an  irgend  einer  Stelle  durchschnitten  denken,  dann  muß, 
um  das  Gleichgewicht  zu  erhalten,  an  jedem  der  beiden  freien 
Enden  eine  Kraft  von  der  Größe  P  in  der  Richtung  der  Saite 
angebracht  werden. 

Wir  nehmen  nun  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  an, 
dessen  x-Achse  mit  der  Gleichgewichtslage  der  Saite  zusammen- 
fällt, und  ei*teilen  einem  beliebigen  Punkte  Jlf  mit  der  Abszisse  o: 
eine  Verschiebung  (Jf  m),  deren  Projektionen  $,  %  i  heißen  mögen. 


^)  über  die  Geschichte  dieses  Problems  vergleiche  man  die  Abhandlang 
von  Biemann  „Über  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion  durch  eine  trigono- 
metrisohe  Beihe*^  (Biemanns  Werke,  2.  Aufl.,  8.227). 
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■  

Wir  nehmen  f ,  ly,  5  als  stetige  Funktionen  von  x  und  von  der 
Zeit  t  an,  und  ebenso  sollen  die  Differentialquotienten 

rn  dl    djn    dj_    dj,    dn    H 

^^  dx'    dx'    d^'    dt'    dt'    dt 

zunächst  noch  stetige  Funktionen  von  x  und  t  sein.     Wir  be- 
trachten aber  £,  17,  t  und  ihre  Differentialquotienten  als  unendlich 
P^    2«  kleine  Größen  erster  Ordnung,  deren 

höhere  Potenzen  gegen  die  niedrigeren 

vernachlässigt    werden    können.     Die 

^  y^'  ^*      Differentialquotienten    nach    x   sollen 

auch  mit  J'?  V\  t'  bezeichnet  werden. 
Wir  betrachten  (Fig.  21)  ein  Element  (MM*)  =  dx  der  Saite, 
das  durch  die  Verschiebung  in  (m  m')  =  d  s  übergegangen  sei,  und 
das  Element  ds  schließe  mit  den  Koordinatenachsen  die  Winkel 
«, /J,  y  ein.  Die  Verschiebung  {M'm')  wird  dann  ausgedrückt 
durch 

f +  dg  =  S  +  l'd^ 

(2)  ri  +  dri  =  rj-^ti^dx 

S+dt  =  t  +  t'dx 
und  wenn  also 

(3)  o:  +  f,  1?,  5 
die  Koordinaten  von  m  sind,  so  sind 

(4)  a;  +  da;  +  |  +  d|,     ri-{-drj,     g  +  dg 

die  Koordinaten  von  m'. 

Es  ist  daher  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen  . 


(5)  ds  =  \{dx  +  d^y  +  dri^  +  dg2  =  dx{l  +  1'). 

Die  Verlängerung  von  dx  ist  also  durch  ^*dx  ausgedrückt. 
Es  ist  nun  ferner  nach  (3)  und  (4) 

(6)  da; -f- dS  =  ds  cosa,    diy=ds  cos/3,     dS  =  dscosy, 
woraus  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

(7)  cosa  =  1,     cos/J  =  ri\    cosy  =  J;'. 

Es  ist  nun  die  Kraft  zu  bestimmen,  die  auf  das  Element  ds 
wirkt.  Diese  setzt  sich  aber  aus  zwei  Teilen  zusammen.  Es 
wirkt  zunächst  auf  jedes  der  Enden  m^  m'  in  der  Richtung  der 
Tangente,  die  ursprüngliche  Spannung  P,  und  zwar  in  m  gegen 
den  Nullpunkt,  in  m'  gegen  den  Endpunkt  der  Saite  gerichtet 
Außerdem  aber  wird  durch  die  Verlängerung,  die  das  Element 
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erfahren  bat,  eine  Vergrößerung  der  Spannung  herrorgerufen, 
die  man  mit  der  Vergrößerung  der  Längeneinheit,  hier  [nach  (5)] 
mit  {'  proportional  annimmt,  und  die  also  =  E^'  zu  setzen  ist. 
Der  Faktor  E  drückt  die  Kraft  aus,  die  erforderlich  wäre,  um 
irgend  ein  Stück  der  Saite  um  das  Doppelte  zu  verlängern  (vor- 
ausgesetzt, daß  dieses  einfache  Gesetz  auch  bei  so  starken  De- 
formationen noch  gültig  wäre,  was  natürlich  nicht  der  Fall  ist) 
und  heißt  nach  §  69  der  Elastizitätsmodulus. 

Demnach  wirken  an  dem  Punkte  m  die  Kraftkomponenten 

X  =  -  (P  +  E^^)  cos«  =  —  (P  +  ^10. 
Y  =  —  (P-{^  Ei^)  cos/3  =  —  Pri\ 
Z  =  —  {P+  Ei')  cosy  =  —  PS', 
und  an  dem  Punkte  m* 

X' =  P  +  £1' +  ii^-t^  da;, 

dPt' 

Z'  =  P5'  4-  '-|^  dx, 

und  folglich  wirken  auf  das  Element  äs  die  Kraftkomponenten 

8^^  ^«w  ?^^t 

w  ^W-^     ^§r«''-'     ^W^' 

Diese  Kräfte  müssen  nun  nach  dem  Grundgesetz  der  Dynamik 
(Bd.  I,  §  126)  dem  Produkte  aus  der  Masse  ^  des  Elementes  r/s 
mit  den  Komponenten  der  Beschleunigung  gleich  sein,  also  gleich 

/QN  8'f  8'^  8't 

(^)  ^-öT^^  ^-öt^^  ^JF' 

Um  fi  auszudrücken,  bezeichnen  wir  mit  p  das  Gewicht  der 
ganzen  Saite  von  der  Länge  !;  dann  ist  das  Gewicht  des  Ele- 
mentes von  der  ursprünglichen  Länge  dx  gleich  pdxil^  und 
wenn  wir  also  noch  das  Gewicht  der  Masseneinheit,  d.  h.  die 
Beschleunigung  der  Schwerkraft  mit  g  bezeichnen,  so  ist  dieser 
Ausdruck  gleich  (ig\  folglich 

(10)  M  =  -jj-, 

und  dies  läßt  sich  auch  auf  den  Fall  anwenden,  daß  die  Saite 
nicht  durchweg  von  der  gleichen  Dicke  und  Dichte  ist, 
nur  ist  dann  p/l  keine  Konstante,  sondern  eine  gegebene  Funk- 
tion von  X, 
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Danach  erhalten  wir  aus  (8)  und  (9)  die  Gleichungen: 

^  ^  dt^  ~    p     dx^' 

öt^  p     dx^' 

Die  drei  Komponenten  $,  17,  i  sind  also  in  diesen  Gleichungen 
vollständig  voneinander  getrennt,  und  jede  von  ihnen  wird  durch 
eine  Gleichung  der  gleichen  Form  bestimmt.  Zu  ihrer  voll- 
ständigen Bestimmung  treten  noch  die  Nebenbedingungen,  daß 
für  a:  =  0  und  x  =  l  alle  drei  Komponenten  |,  i?,  t  für  jeden 
Wert  von  t  verschwinden  sollen,  und  die  Bedingungen  des 
Anfangszustandes,  nach  denen  für  ^  =  0  die  sechs  Größen 
fi  Vt  S»  <^f/8^  ^V/^U  di/dt  in  gegebene  Funktionen  von  x 
übergehen  sollen.  Diese  Funktionen  sind  aber  nur  in  dem  Inter- 
vall (0,  l)  für  X  gegeben. 

Die  Funktion  |  bestimmt  die  longitudinalen  Schwin- 
gungen. Diese  allein  hängen  von  der  Konstanten  £  ab,  17  und  t 
sind  die  beiden  Komponenten  der  transversalen  Schwingungen, 
und  es  genügt,  wenn  wir  uns  in  der  Folge  mit  einer  von  den  drei 
Komponenten,  etwa  mit  iy,  beschäftigen,  für  die  wir,  wenn  wir 

(12)  ««  =  ^1^ 

P 

setzen,  die  Differentialgleichung  erhalten: 

mit  den  Nebenbedingungen: 

(14)  ij  =  0  für  X  =  0  und  x  =  l 

(15)  ti  =  f(x) 


(16)  II  =  Fix) 


für  <  =  0,    0  <  a:  <  ?. 


Bei  der  homogenen  Saite  ist  a  konstant,  bei  der  inhomogenen 
eine  gegebene  Funktion  von  x. 
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§84. 
Partikulare  Lösungen. 

Wir  suchen  zunächst  partikulare  Lösungen  der  Gleichungen 
(13),  §  83,  indem  wir  für  ly  ein  Produkt  TJV  einer  Funktion  U 
von  t  allein  und  einer  Funktion  V  von  x  allein  setzen.  Es  ergibt 
sich  dann  durch  Division  mit  TJV: 

U    di^   ~  V   di^' 

Es  müssen  also  beide  Seiten  dieser  Gleichung  gleich  einer 
und  derselben  Eonstante  sein,  die  wir  mit  —  m^  bezeichnen 
wollen,  so  daß  sich  die  beiden  Gleichungen  ergeben: 

dt^ 

d^V    _    _     »W*    TT 

dx^  a^ 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  gehört,  wenn  a  eine  Funktion 
von  X  ist,  zu  dem  Typus  von  Differentialgleichungen,  die  wir  in 
§  25  f.  betrachtet  haben,  und  die  dort  abgeleiteten  allgemeinen 
Theoreme  erhalten  also  hier  ihre  physikalische  Bedeutung.  Wir 
wollen  uns  aber  jetzt  nur  mit  dem  Falle  beschäftigen,  wo  a  kon- 
stant ist,  also  mit  der  homogenen  Saite.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung haben  die  vorstehenden  Differentialgleichungen  die  parti- 
kularen Integrale: 

U  =  cosm^,       sin  nit 

^r  f*^x        .    mx 

V  =  cos  — ,      sm  —  • 
a  a 

Unter  diesen  suchen  wir  solche  aus,  die  der  Bedingung  (14) 
in  §  83  genügen,  also  f ür  rc  ==  0  und  x  =  1  verschwinden.    Dies 

wird  erreicht,  wenn  wir  V  =  sin  — ,  und  m  =  ann/l  setzen, 

a 

worin  n  eine  ganze  Zahl  ist,  die  positiv  angenommen  werden 
kann. 

Wenn  man  dann  mit  r  und  A  noch  zwei  willkürliche  Kon- 
stanten bezeichnet,  so  erhält  man  ein  partikulares  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  §  83  (13): 

,-.                                  .           jta(t  —  t)    .       Jtx 
(1)  rin  =  A  cosn ^    — ^  sm  n    -- , 

und  hierin  kann  n  jede  ganze  positive  Zahl  bedeuten. 
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Wenn  die  Saite  nach  diesem  Gesetze  schwingt,  so  ist  der 
Vorgang  in  bezug  auf  die  Zeit  periodisch,  und  die  Schwingungs- 
dauer  Tn  ist  gleich  2  7/aw.  Der  reziproke  Wert  der  Schwingungs- 
dauer  heißt  die  Schwingungszahl: 

und  dies  ist  die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  in  der  Zeiteinheit 
(der  Sekunde)  ausgeführt  werden.  Von  dieser  Zahl  hängt  die 
Tonhöhe  ab.  Den  tiefsten  Ton,  den  die  Saite  geben  kann,  erhält 
man  für  n  =  1.  Er  heißt  der  6  rund  ton  der  Saite.  Die 
übrigen  heißen  die  harmonischen  Obertöne.  Für  »i  =  2 
erhält  man  die  Oktave  des  Grundtones,  f ür  n  =  3  die  Quinte 
der  Oktave,  für  n  =  4  die  zweite  Oktave,  für  n  =  5  die  große 
Terz  der  zweiten  Oktave. 

Der  Ausdruck  (1)  zeigt,  daß,  wenn  x  ein  Vielfaches  von  l:n 
ist,  rin  fortdauernd  =  0  bleibt.  Es  teilt  sich  so  die  Saite  in 
n Teile,  deren  jeder  für  sich  so  schwingt,  wie  wenn  eine  Saite 
von  der  Länge  ?/n  mit  ihrem  Grundton  schwingt.   Die  Teilpunkte 

Fig.  22.  Fig.  23. 


Q  =  l 

dieser  Strecken,  deren  Zahl  n  —  1  beträgt,  heißen  die  Knoten- 
punkte (Fig.  22,  23). 

Die  Formel  (2)  zeigt  die  Abhängigkeit  der  Höhe  des  Grund- 
tones von  der  Länge  7,  der  Spannung  P  und  dem  Gewicht  p  der 
Saite.  Der  Faktor  A  heißt  die  Amplitude  der  Schwingung.  Ihr 
Quadrat  bestimmt  die  Stärke  oder  Intensität  des  Tones. 

Wenn  wir  mehrere  Ausdrücke  von  der  Form  (1)  addieren,  so 
erhalten  wir  kompliziertere  Schwingungsformen  der  Saite,  bei 
denen  der  Grundton  und  mehrere  der  harmonischen  Obertöne 
zusammenklingen,  die  ein  geübtes  Ohr  auch  wieder  voneinander 
zu  trennen  weiß.  Von  der  relativen  Stärke  der  Obertöne  hängt 
nach  Helmhol tz  die  Klangfarbe  ab. 

Um  diese  allgemeineren  Schwingungsformen  darzustellen,  zer- 
legen wir  den  Kosinus  in  der  Formel  (1)  und  erhalten,  wenn  wir 

.  .  Ttat        ^  .   .       Ttaz 

An  =  ^cosn  — j— ,       Jjn  ==■  A&mn  —j— 
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setzen  und  mit  T  die  Schwingungsdauer  des  Grundtones  be- 
zeichnen : 

(3)        ^  =^  (^«cosn  ^r  +  -Bnsmn  -yj  smn  -y, 

worin  sich  die  Summe  auf  beliebige  Werte  von  n  erstrecken  kann. 
Durch  Bestimmung  der  Konstanten  An  uud  B^  haben  wir  dann 
noch  die  Möglichkeit,  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  Ton  An- 
fangszuständen zu  berücksichtigen,  und  wenn  wir  die  Annahme 
machen,  daß  die  Formel  (3)  auch  noch  gültig  sei,  wenn  wir  die 
Anzahl  der  Glieder  unendlich  nehmen,  so  können  wir  auch  noch 
die  Bedingungen    eines  willkürlichen  Anfangszustandes  erfüllen. 


§85. 
Einführung   des  Anfangszustandes. 

Wir  nehmen  also  jetzt  die  Lösung  des  Problems  der  schwin- 
genden Saite  in  der  Form  an: 

(1)  71  =  2j  [Ancosn  — j \-  Un 81U n  — ^ j  sm n  -p 

und  Terlangen,  daß  die  Konstanten  An^  Bn  so  bestimmt  werden, 
daß  dieser  Ausdruck  für  f  =  0  einen  gegebenen  Anfangszustand 
darstelle.  Dieser  Anfangszustand  ist  nach  §  83  (15),  (16)  durch 
zwei  Funktionen  f{x)^  ^  (x)  bestimmt,  so  daß  für  ^  =  0, 
0<x  <  i 

(2)  v  =  nx).   ^  =  ^W 

wird.  Diese  Funktionen  f  (j;),  F  (x)  sind  nur  in  dem  Intervall 
(0,  l)  gegeben.    Es  muß  dann  nach  (l) 

00 

2  A„  sin  n  -|-    =  f{x), 
(3)  "=• 

*  7 

"S^  nl^nsinn  -r-  =  —  F(x) 

n=o 

gesetzt  werden. 

Hieraus  lassen  sich  An  und  B^  berechnen,  wenn  man  nach 
§  35  des  ersten  Bandes  die  Funktionen  f{x)^  ^  {^)  ^^  Sinus- 
reihen entwickelt    Man  erhält: 
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(*) 


Elft 

er 

AbBohnitt. 

2 
l 

< 

0 

/•(«) 

sin 

2 

l 

f 

V(t,\ 

flin 

n^ra 

Die  Formeln  (3)  gelten  zunächst  nur,  solange  x  im  Inter- 
vall (0,  0  Uegt,  und  wenn  wir  für  andere  Werte  yon  x  die 
Formeln  (3)  als  Definition  für  f(x)  und  F{x)  ansehen,  so  er- 
gibt sich: 

/.x       f(.-^)     =-f(^),        F(-x)     =-F{x), 
^^^       f(x  +  2l)  =  f{x),  F{x^lV)  =  F{x), 

und  erst  durch  diese  Funktionalgleichungen  sind  die  Funktionen 
f{x\  F{x)  für  alle  Werte  von  x  eindeutig  bestimmt,  wenn  sie 
zwischen  a;  =  0  und  x  =  l  gegeben  sind.    Aus  (5)  folgt: 

(6)    f  Q -\- X)  =  -  fQ  -  x),      F(l-\-x)  =  -F{l-x),- 

und  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  leiten  wir  durch  Integration 
in  bezug  auf  x  die  Formel  her: 


(^)  2  ^"  ^^  ~1  ~  ^^ I  ^(^)^^  +  const. 


die  dann  gleichfalls,  wenn  die  Konstante  richtig  bestimmt  wird, 
worauf  es  hier  nicht  ankommt,  für  beliebige  x  gilt.  Nun  läßt 
sich  die  Formel  (1),  mit  Benutzung  elementarer  trigonometrischer 
Formeln,  so  darstellen: 

1  '^   A    /  '        ^  (x  —  at)    ,     .        n  (x  A-  at)\ 

»2  =  2-^"  V^°  ^  ~^~l +^^^  — ^— ;- -) 

(8)  -' 

+  1  2-B«  (cosn  ^^i^p^^  -  cosn  ?L(^«0), 

und  hieraus  ergibt  sich  mit  Hilfe  der  Formeln  (3)  und  (7)  die 
folgende  Darstellung  der  Funktion  rj: 

xi-at 


(9)      1  =  1  [n=^  +  at)  4-  /-(z  _  aO]  +  ^  j F{x)dx. 


X — at 


Diese    zweite   Form    der   Lösung    des   Problems    rührt    von 
d'Alembert  her  und  ist  älter  als  die  durch  die  Fouriersche 
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Reihe,  die  auf  Daniel  Bernoulii  zurückzuführen  ist  Wir 
haben  hier  die  eine  aus  der  anderen  abgeleitet;  jedoch  läßt  sich 
auch  die  d^Alembertsche  Lösung  direkt  verifizieren. 

§  86.      . 
Diskussion  der  Lösung« 

Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  ri  gefunden  haben: 
(1)       V  =  l  [f(^  -^at)  +  fix-  ao]  +  ^  j  F(x) dx, 

ac— a  t 

genügt  der  Differentialgleichung  §  83  (13)  identisch,  wenn  die 
Funktionen  f{x)  überall  einen  bestimmten  zweiten  undl^(:r)  einen 
bestimmten  ersten  Differentialquotienten  haben,  mögen  übrigens 
f{x)  und  F{x)  sein,  was  sie  wollen. 

Die  Grenzbedingung  [§  83  ( 1 4)],  daß  97.  für  x  =  0  und  x  =  l 
verschwinden  soll,  ist  durch  (1)  befriedigt,  wenn  f(x)  und  F(x) 
den  Gleichungen  §  85  (5),  (6)  gemäß  bestimmt  sind,  und  wenn 
außerdem  f{x)  eine  stetige  Funktion  ist.    Dann  ist 

f(l  +  at)  +  f{l  -  at)  =  0, 

-t-a<  l-l-ut  +at 

\F(x)dx  =  0,     {F{x)dx  =  [F(l-]- x)dx-=Q. 

—at  l—at  — at 

Durch  diese  Voraussetzungen  ist  zugleich  die  Bedingung  er- 
füllt, daß  71  tüx  t  =  0  in  f{x)  übergeht 
Bilden  wir  aber  noch 

^^  =  ^in^  +  at)-f'ix-at)]  +  l[Fix-\-at)-^Fix-at)l 

so  erkennt  man,  daß  dies  für  t  =  0  nur  dann  in  F(x)  über- 
geht, wenn  auch  noch  f{x)  und  F{x)  stetige  Funktionen  sind. 
Diese  Voraussetzungen  wollen  wir  also  jetzt  machen. 

Zunächst  ziehen  ^ir  einen  allgemeinen  Schluß  aus  der 
Formel  (1).  Wir  setzen  at  =  l,  d.  h.  wir  gehen  in  der  Zeit  von 
t  =  0  aus  um  eine  halbe  Schwingungsdauer  des  Grundtones  vor- 
wärts (wobei  der  Anfangszustand  irgend  ein  im  Verlauf  der  Be- 
wegung eintretender  Zustand  sein  kann).    Es  ist  aber 

F{x)dx  =  0, 

je  — l 


1 
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was  man  ohne  Rechnung  aus  der  Fig.  24  einsieht,  die  den  Ver- 
lauf der  Kurve  y  =  F{x)  darstellt,   bei  der  der  Flächeninhalt 

Fig.  24.  Fig.  25. 


irgend  eines  Stückes,  dessen  Basis  21  ist,  immer  verschwindet. 
Daraus  folgt  also  für  at  =  l: 

V  =  l  [fi^  +  0  +  f(^  -  0]  =  -  f(i  -  X), 
dfi_ 


et 


=  -F{l-  x), 


und  es  ist  also  nach  einer  halben  Schwingungsdauer  sowohl  die 
Gestalt  der  Kurve  als  die  Geschwindigkeit  in  doppelter  Hinsicht 
umgekehrt,  sowohl  von  rechts  nach  links,  als  von  oben  nach 
unten  (Fig.  25). 

§87. 
Fortschreitende  Wellen. 

Wir  wollen  noch  einen  Fall  betrachten,  der,  obwohl  bei 
Saiten  nicht  unmittelbar  realisierbar,  doch  in  mancher  Beziehung 
lehrreich  ist  Wir  wollen  nämlich  eine  beiderseits  unendlich 
lange  Saite  betrachten,  so  daß  die  Grenzbedingungen  wegfallen. 
Dann  sind  die  Funktionen  f(x)  und  F(x)  durch  den  Anfangs- 
zustand für  alle  Werte  von  x  bestimmt,  und  r^  ist  durch  die 
Formel  (1),  §  86  für  alle  Zeiten  bestimmt  Wir  betrachten  zwei 
Fälle. 

I.  Es  sei  F(x)  =  0  für  alle  Werte  von  a;,  f{x)  nur  in  einer 
endlichen  Strecke,  —  a  <C  a:  <  «,  von  Null  verschieden.  Dann 
ist  also: 


0) 


ri  =  l  [f{^  +  «0  +  f{^  -  «Ol; 


betrachten  wir  irgend  einen  festen  Wert  von  ^,  so  hat  f(x  -{■  at) 
nur  so  weit  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  als  x  -\-  at 
zwischen  — a  und  ~\-a  liegt,  also  so  lange 

(2)  — at  —  a  <i  X  <Z  — at  -\-  a 

ist,  und  f{x  —  at)  ist  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn 

(3)  at  —  a  <i  X  <i  at  -\^-  a. 
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Wenn  daher  at  —  a  >  —  at  -^  a^  d.  h.  a^  >  a  ist,  so  ist 
1}'=  0,  wenn  keine  der  beiden  Ungleichungen  (2),  (3)  befriedigt 
ist,  also  wenn  entweder 

X  <i  —  ai  —  a 
oder 

—  at  -}-  a  <i  x  <i  at  —  oe 
oder  endlich 

at  -{-  a  <C  x^ 

und  ri  ist  nur  von  Null  verschieden,  wenn  eine  der  beiden  (ein- 
ander ausschießenden)  Ungleichungen  (2),  (3)  erfüllt  ist. 

Bis  pflanzen  sich  also  von  der  anfänglich  erregten  Stelle  aus 
nach  beiden  Seiten  Wellen  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit 
a  und  der  Breite  2  a  fort,  deren  Höhe  halb  so  groß  ist  als  die 
Höhe  der  ursprünglichen  Welle.  Außerhalb  dieser  fortschreitenden 
Wellen  befindet  sich  die  Saite  in  der  Gleichgewichtslage  (Fig.  26). 

^g.  26. 


H.  Es  sei  f{x)  =  0  für  alle  Werte  von  a:,  und  F{i)  sei 
von  Null  verschieden  in  der  Strecke  —  a  <  a:  <  a;  außerhalb 
dieser  Strecke  sei  auch  F(x)  =  0.    Dann  ist 


z  -^^  at 


(4)  ,,  =  ^  [  Fix)  dx. 


X  —  at 


Hieraus  ergibt  sich,  wenn  wir  wieder  einen  Wert  von  t  fest- 
halten, daß  1^  =  0  ist,  wenn  x  —  af  >a,  oder  wenn  x--\-nt<^  —  «, 
also  wenn 

X  <i  —  at  —  a  oder  x  '^  at  -\-  a, 

Ist  aber  x  —  a<  <  —  a  und  x  -(-  «^  >  +  «»  also 

—  at  -\-  u  <Ci  X  <^  at  —  a 
(was  voraussetzt,  daß  a<  >  a  ist),  so  hat  ri  den  konstanten  Wert 


^jF(x)dx  =  c, 


—  a 
Riemann-Weber,  Partielle  Dtfferentialgloichuugen.    II.    5.  Aufl.  -^^ 
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der  durch  den  Flächeninhait  der  Kurve  mit  der  Ordinate  F{x) 
dargestellt  werden  kann.    Wenn  x  zwischen  at  —  a  und  at  -\-'  a 

Fig.  27. 


liegt,  so  wird  17  stetig  von  dem  Werte  c  zu  Null  abfallen,  und 
ebenso,  wenn  x  zwischen  —  at  -\-  a  und  —  at  —  a  liegt  Die 
Fig.  27  veranschaulicht  den  Verlauf  von  ij. 

§88. 
Unstetigkeiten. 

Wir  haben  in  §  86  ausdrücklich  die  Forderung  gestellt,  daß 
die  Funktionen  f{x\  f{x\  F(x)  stetige  Funktionen  von  x  sein 
sollen.  Es  kommen  aber  in  den  Anwendungen  Fälle  vor,  die 
sich  einem  Zustande  stark  annähern,  in  dem  diese  Voraussetzung 
nicht  erfüllt  ist  Wir  erinnern  an  das  Beispiel  der  gezupften 
Saite,  d.  h.  einer  Saite,  die  etwa  durch  einen  schmalen  Stift 
seitwärts  gedrängt  und   dann  sich   selbst  überlassen  ist    Dann 

Fig.  28.  Fig.  29. 


wird  die  Kurve  y  =  f{x)  nahezu  aus  zwei  geraden  Linien  be- 
stehen, die  in  einem  Punkte  x  unter  einem  Winkel  aneinander 
stoßen  (Fig.  28).  In  diesem  Falle  ist  also  f{x)  unstetig.  Ebenso 
können  wir  uns  vorstellen,  daß  F(x)  unstetig  sei.  Dagegen  ist 
eine  Unstetigkeit  der  Funktion  f  (x)  physikalisch  nicht  zulässig, 
weil  sonst  der  Zusammenhang  der  Saite  aufgehoben  wäre. 

Fig.  30. 


Nun  zeigt  uns  die  Betrachtung  des  §  85,  daß  auch  diese 
Fälle  durch  die  bisherige  Theorie  erledigt  werden.  Denn  wenn 
wir  uns  in  den  Reihen  §  85  (3)  auf  eine  beliebige,  aber  endliche 
Anzahl  von  Gliedern  beschränken,  so  erhalten  wir  die  Bewegung 


§8a 


ünBtetigkeitexL 
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der  Saite,  die  einem  stetigen  Anfangszustande  entspricht,  der 
sich  aber  dem  tatsächlich  gegebenen  unstetigen  (der  ja  auch  nur 
eine  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  ist)  bis  zu  jedem  Grade 
nähert,  und  wir  werden  daher  auch  die  Formeln  §  88  (8),  (9), 
die  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  darstellen,  als  eine  An- 
näherung an  den  wirklichen  Vorgang  betrachten  können. 

Um  nach  dieser  Methode  z.  B.  die  gezupfte  Saite  zu  be- 
handeln, setze  man 

und  man  kann  leicht  die  aufeinander  folgenden  Gestalten  der 
Saite  durch  eine  geometrische  Konstruktion  finden,  wenn  man 
die  Kurven  f{x  +  at)  und  f{x  —  ai)  gleichzeitig  zieht,  und  das 
Mittel  zwischen  ihren  Ordinaten  sucht;  man  erhält  so  eine  Ge- 
stalt der  Kurve,  die  aus  drei  oder  aus  zwei  geradlinigen  Strecken 
zusammengesetzt  ist  Die  Fig.  29  und  30  geben  zwei  dieser  Ge- 
stalten. 

Man  sieht,  daß  sich  der  eine  Unstetigkeitspunkt  beim  Be- 
ginne der  Bewegung  in  zwei  teilt,  die  nach  vorwärts  und  nach 
rückwärts  mit  der  Geschwindigkeit  at  fortschreiten. 

Eine  andere  Behandlung  dieser  Probleme,  bei  der  auf  die 
Unstetigkeiten  von  vornherein  Bücksicht  genommen  ist,  hat 
Christof  fei  gegeben^),  der  aus  den  geometrischen  und  mechani- 
schen Bedingungen  der  Auf-  Fig.  31. 

gäbe  Gleichungen    für    die  7iJ!L »?       '^l^^CjyJ 

Bewegung  der  Unstetigkei- 
ten hergeleitet  hat.  Wir  ge- 
langen zu  diesen  Gleichuu-  p 
gen   auf   folgendem   Wege. 

Es  sei  auf  der  Saite  in 
einem    bestimmten   Augen-  I  I' 

blick  i  ein  Punkt  mit  der  Abszisse  |,  wo  die  DiSerential- 
quotienten  irijdx  und  dri  dt  unstetig  sind,  und  also  die  i^-Kurve 
eine  Ecke  %  bildet. 

Wir  unterscheiden  die  Werte  der  Funktionen  vor  und  hinter 
der  Unstetigkeitsstelle  durch  den  Index  1  und  2  (Fig.  31).  Wir 
wollen  nun  weiter  annehmen,  daß  diese  Unstetigkeitsstelle  in  dem 
Zeitelement  dt  um  eine  Strecke  d|  mit  der  Geschwindigkeit  c 

*)  Untersuchnngen  über  die  mit  dem  Fortbestehen  linearer  partieller 
Differential srleichan^en  verträglichen  Unstetigkeiten.  Annali  di  Matematica, 
tomo  VIII  (1876).    Gesammelte  Abhandlungen,  Bd.  II,  B.  51. 
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fortrücke,  so  daß  d^  =  cdt  ist,  und  es  sei  infolgedessen  der 
Unstetigkeitspunkt  x  in  der  Zeit  dt  nach  x'  fortgerückt. 

Die  erste  der  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  erhalten 
Avir,  wenn  wir  die  Koordinate  des  Punktes  x'  in  zweierlei  Weise 
ausdrücken,  einmal  als  Punkt  der  Kurve  17 1,  dann  als  Punkt  der 
Kurve  i^s  und  beides  einander  gleich  setzen. 

Wir  erhalten  so 


(1) 


^dä  +  ^''-l  dt  =  ^-«  da  4-^  dt     oder 
dx  ^    '     dt  dx  ^^  dt 


Diese  Bedingung,  die  die  Forderung  enthält,  daß  die  Kurven 
i;i,  i}j   zusammenhängend    bleiben    sollen,    kann    auch    so  aus- 

gedrückt  werden,    daß  die  Verbindung  ^0"^  +  "^    ohne  Un- 

stetigkeit  über  den  Punkt  x  hinweggehen  muß. 

Die  zweite  Bedingung  ist  mechanischer  Natur,  und  beruht 
auf  dem  Satze,  daß  ein  Körper  von  der  Masse  ft,  der  während 
einer  unendlich  kurzen  Zeit  dt  von  einer  Stoßkraft  Q  angegriffen 
wird,  eine  Geschwindigkeitszunahme  von  der  Größe  Qdt/n  in  der 
Bichtung  der  Kraft  erfährt. 

Das  Element  der  Saite,  das  hier  eine  plötzliche  Geschwindig- 
keitsänderung erfährt,  können  wir  wegen  der  unendlich  kleinen 
Winkel,  die  hier  überall  vorausgesetzt  sind  (§  83),  von  der 
Länge  d^  annehmen,  und  seine  Masse  ^  ist  also  gleich  pd^jyl 
[§  83  (10)].  Da  dieses  Element  plötzlich  von  dem  Teil  i}«  auf 
dei^  Teil  i^i  übergeht,  so  ist  seine  Geschwindigkeitszunahme  gleich 


(dri\  _  (dri\ 
\dtj,       \dt), 


Die  Stoßkraft  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Spannung  P  am 
Anfang  des  Elementes  in  der  Richtung  )}^,  am  Ende  in  der 
Bichtung  1^2  angreifen  lassen,  und  die  Summe  der  Komponenten 
dieser  beiden  Kräfte  nach  der  Richtung  der  j^-Achse  nehmen.  So 
erhalten  wir,  da  wir  bei  den  unendlich  kleinen  Winkeln  den  Sinus 
durch  die  Tangente  ersetzen  dürfen,  für  diese  Stoßkraft: 


LVdJa       \cx),y 


und  es   ergibt    sich    also    nach    dem  angeführten  mechanischen 
Prinzip  die  Gleichung: 
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'[(S)-(S)J-=[©-(lf).]f' 

also  wenn  wir  d{  =  cdt  und  Plg/p  =  a^  setzen  [§  83,  (12)]: 

«     «■©.+'©).=«-©).+'C^).. 

und  die  zweite  Bedingung  ist  also  die,  daß  auch  a*  ^  +  Ctt 

ox  öt 

ohne  Unstetigkeit  über  den  Punkt  x  hinweggehen  muß. 
.   Setzen  wir  zur  Abkürzung 

60  können  wir  die  beiden  gefundenen  Bedingungen  auch  so  dar- 
stellen: 

und  wenn  nun  der  Punkt  x  wirklich  ein  Unstetigkeitspunkt  ist, 
also  K  und  K'  nicht  beide  verschwinden,  so  folgt  aus  (3) 

(4)  c^  =  a^^        c  =  ±  a. 

Die  Unstetigkeit  rückt  also  mit  der  Geschwindigkeit 
a  entweder  nach  vorwärts  oder  nach  rückwärts,  und  aus 
(3)  folgt  noch  • 

(5)  K"K  =  ip  o. 

Wenn  nun  aber  an  einer  Stelle  x  eine  Unstetigkeit  £,  K' 
beliebig  gegeben  ist,  die  der  Bedingung  (5)  nicht  genügt,  so 
müssen  wir  eine  solche  Uustetigkeitsstelle  als  durch  das  Zu- 
sammenfallen zweier  entstanden  betrachten,  von  denen  die  eine 
vorwärts,  die  andere  rückwärts  läuft.  Haben  diese  beiden  die 
Unstetigkeiten  iT,,  Ki]  K^^  Ki^  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
dieser  Größen 

//>\  ö-^i  —  J^i  =  0,      Kl  -{-  Kq  =  K^ 

^^  aZa  +  J^Ta  =  0,      K\  +  X2  =  K\ 

woraus  K^^  K^,  K{^  Ki  aus  K  und  K*  eindeutig  bestimmt  sind. 
Alle  diese  Verhältnisse  lassen  sich  leicht  auch  an  den  Aus- 
drücken für  ri  durch  die  trigonometrische  Reihe,  oder  was  das- 
selbe ist,  durch  die  willkürlichen  Funktionen  nachweisen,  so  daß 
sich  diese  Ausdrücke  auch  bei  dieser  Betrachtungsweise  als  gültig 
erweisen.     Es  ist  nämlich  nach  §  85  (9): 
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2^  =  r{x  +  at)-i-r{x-at)+lF{x-^at)^^^F{x-at) 

2^=af{x+at)—af(x—at)'^    F{x-^at)  +     F{x  —  at). 

Wenn  also  die  Funktionen  f{x)  und  F{x)  bei  :c  =  {  eine 
Unstetigkeit  haben,  so  gehen  auch  nach  diesen  Formeln,  wenn  t 
von  0  an  wächst,  von  diesem  Punkte  aus  je  eine  Unstetigkeit 
Ton  öri/dx  und  dti/dt  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  vorwärts 
und  nach  rückwärts,  und  wenn  af'(x)  -(-  F(x)  bei  |  stetig  ist, 
verschwindet  die  rückwärts  laufende,  und  wenn  — af{x)'j-F(x) 
stetig  ist,  die  vorwärts  laufende  Unstetigkeit.  Beachtet  man  noch, 
daß  der  Ausdruck 

•  «^J  +  If  =  «r(^  +  «o  +  i^(^  +  «o 

für  ein  feststehendes  t  bei  x  =  ^  -\-  at  stetig  ist,  so  erkennt 
man,  daß  die  Bedingung  erfüllt  ist,  daß  von  der  bereits  nach 
vorwärts  gewanderten  Unstetigkeit  nicht  abermals  eine  Unstetig- 
keit nach  rückwärts  läuft  Dies  würde  nur  dann  der  Fall  sein, 
wenn  |  -f-  af  =  |i  die  Abszisse  einer  zweiten  Unstetigkeitsstelle 
von  f  {x)  und  F(x)  wäre.  Es  würden  dann  die  von  |  und  |i 
auslaufenden  Unstetigkeitswellen  einfach  übereinander  hinweg 
laufen. 

§  89. 
Beispiel. 

Wir  können  in  manchen  Fällen  die  Bewegung  der  Saite  ohne 
die  allgemeine  Theorie,  mit  Benutzung  der  Bedingungen,  die  im 
vorigen   Paragraphen  für  die  Bewegung  der  Unstetigkeiten   auf- 

Fig.  32. 


gestellt  sind,  bestimmen.  Dies  soll  das  folgende  Beispiel  zeigen. 
Dazu  bemerke  man  zunächst,  daß  die  Hauptgleichung  [§83  (13)] 
identisch  befriedigt  ist,  wenn  r}  sowohl  in  bezug  auf  x  als  in 
bezug  auf  t  linear  ist.  Es  besteht  dann  die  Gestalt  der  Saite 
in  jedem  Augenblicke  aus  geradlinigen  Strecken.  Wir  wollen 
den  Fall  betrachten,  daß  sich  die  Saite  nur  in  zwei  solche  Strecken 
teilt  und  also  die  beistehende  Gestalt  hat  (Fig.  32). 
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Da  wir  den  Anfangspunkt  der  Zeit  beliebig  wählen  können, 
so  setzen  wir: 

worin  a^,  a^  zwei  Konstanten  sind,  und  wodurch  der  Bedingung 
genügt  ist,  daß  die  Saite  in  den  Punkten  x  ==r*0  und  x  =  l  fest 
sein  solL  Wir  berechnen  die  Abszisse  |  des  Schnittpunktes  x,  von 
dem  wir  annehmen,  daß  er  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  a 
nach  vorwärts  wandern  soll.    Wir  erhalten  |  aus  der  Gleichung: 

und  da  £  eine  ganze  lineare  Funktion  yon  t  sein  muß,  so  ergibt 

sich: 

—  Qi  =  a^  =  aa, 

worin  a  eine  neue  Eonstante  ist.    Es  folgt  dann 

also  l  =  a^i,  und  aus  (1)  folgt  nun: 

(2)  rix  z=  u{l  —  at)x^      r^^  =  a(l  —  x)at^ 

m 

und  wenn  wir  i^j  =  ijg  =  i^,  a;  =  |  setzen, 

ri—a{l  —  at)^    =  uQ  —  ^)ai, 

Es  ergibt  sich  aber  aus  (2): 

(4)  ||  =  «(J-aO,       '^  =  -«a^ 

(5)  gj'- =  —  aa^,  ^  =  aa(J  — a;), 
also,  wenn  man  x  =  ^  =  at  setzt, 

entsprechend  der  Bedingung  §  88  (1)  oder  (2). 

Für  ^  ==  0  hat  die  Saite  die  Gleichgewichtslage  und  besteht 
nur  aus  der  Strecke  1^2*  ^i^  Geschwindigkeit  wird  dann  durch 
die  Formel  (5)  bestimmt;  sie  ist  positiv  und  bei  a;  =  0  unstetig. 
Während  nun  at  von  0  bis  7  geht,  läuft  der  Punkt  x  mit  der 
in  der  a:-Richtung  konstanten  Geschwindigkeit  a  von  0  bis  l  und 
X  beschreibt  einen  Parabelbogen  [nach  (3)].    Für  at  =  1  ist  die 
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Saite  wieder  geradlinig.  Die  Geschwindigkeit  ist  durch  die  erste 
Formel  (2^)  bestimmt.  Sie  ist  negativ  und  bei  x  =  1  unstetig; 
von  nun  an  geht  der  Unstetigkeitspunkt  wieder  zurück,  ist  aber 
nach  unten  gekehrt 

Betrachten  wir  noch  die  Bewegung  eines  einzelnen  Punktes 
mit  der  Abszisse  x  als  Funktion  der  Zeit,  so  ergibt  sich,  daß 
dieser  Punkt,  solange  er  der  Linie  172  angehört,  also  während  at 
von  0  bis  x  geht,  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  die  Höhe 
steigt,  von  da  an  aber,  während  at  von  x  bis  l  geht,  wieder  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  bis  zur  Gleichgewichtslage  hinab- 
steigt.    Von   hier   an   wiederholt  sich   das   Spiel  nach   der   ent- 

Fig.  33. 


gegengesetzten  Seite.    In  der  Fig.  33  ist  tj  als  Funktion  von  at 
dargestellt  für  ein  x,  das  kleiner  ist  als  |7. 

Nach  Helmholtz^)  bewegt  sich  nahezu  nach  diesem  Gesetze 
die  Yiolinsaite.  Der  Bogen  erteilt  dem  Punkte,  in  dem  die  Saite 
gestrichen  wird,  eine  der  Fig.  33  entsprechende  Bewegung. 


*)  Die  Lehre  von  der  Tonempfindung,  2.  Auflage.  Braunschweig  IS65. 
Wissenschaft!.  Abhandlungen,  Bd.  1.  Leipzig  1881.  Vgl.  auch  Harnack, 
Mathem.  Annalen  29,  486  (1887). 
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§90. 

Allgemeine  {Integration  der  Differentialgleichung 

der  schwingenden  Saite. 

Wir  wollen  das  Problem  der  schwingenden  Saite  noch  nach 
einer  anderen  Methode  behandeln,  die  uns  die  Lösung  unter 
noch  allgemeineren  Voraussetzungen  geben  wird,  und  die  zugleich 
Aufschluß  gibt  über  die  Grenzbedingungen,  die  zur  yoUständigen 
Bestimmung  der  Lösung  notwendig  und  hinreichend  sind. 

Riemann  hat  diese  Methode  zuerst  auf  ein  allgemeineres 
Problem  angewandt,  wie  wir  später  noch  sehen  werden  9- 

Wir  betrachten  die  Differentialgleichung  §  83  (13): 

dp  gj:«       "' 

und  setzen  darin  zur  Vereinfachung 

(1)  at  =  y, 

80  daß  die  Differentialgleichung  die  Form  annimmt: 

(2)  ?^  -.  ^  =  0 

Zur  Veranschaulichung  wollen  wir  nun  :r,  y  als  rechtwinkelige 
Koordinaten  in  einer  Ebene  deuten.  Dem  Anfangswert  ^  =  0 
oder  y  =  0  entspricht  dann  die  :z:- Achse,  den  Enden  der  Saite 
X  =  0  und  X  =  l  entsprechen  die  y-Achse  und  eine  ihr  parallele 
Gerade. 


*)  tJber  die  Fortpflanzung  ebener  LuftweUen  von  endlicher  Schwingunga- 
weite.  Biemanns  gesammelte  Werke,  2.  Aufl.,  S.  171.  (Letzter  Abschnitt 
dieses  Werkes.) 
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Wir  wenden  nun  in  dieser  Ebene  das  Gaußsche  Theorem 
in  der  Form  an  [Bd,  1,  §  41  (9)]: 


(3) 


lKK-'äf)'"'*=^''^"+'''*^' 


worin  sich  das  Doppelintegral  über  ein  Flächenstück  S  erstreckt, 
in  dem  L\  V  stetige  Funktionen  des  Ortes  sind,  und  das  einfache 
Integral  auf  die  Begrenzung  dieses  Flächenstückes,  was  im  posi- 
tiven Sinne  zu  umkreisen  ist 
Darin  nehmen  wir 


(*) 


n  —  ^       F  —  ^ 


und  setzen    also    diese   beiden   Differentialquotienten  als  stetig 
voraus.    Dann  folgt  aus  (4)  und  (2): 


(6) 


KU  '>  +  r, "')  =  »■ 


Jetzt  wollen   wir   das  Flächenstück   5  folgendermaßen  an- 
nehmen.   Wir  ziehen  Yon  einem   beliebigen  Punkte  p^  der  die 


Fig.  34. 


Koordinaten  .r^,  y^  haben  mag,  für 
den  die  Funktion  rj  bestimmt  wer- 
den soll,  die  beiden  gegen  die  Ko- 
ordinatenachsen unter  45^  geneigten 
Geraden 


(6) 


-X 


X  —  y  =  x^  —  y^, 

und  begrenzen  das  Gebiet  S  durch 
diese  beiden  Linien,  und  eine  einst- 
weilen noch  unbestimmte  Kurve  c,  die  diese  Geraden  in  a,  /3 
treffen  soll,  wie  die  Fig.  34  zeigt 

Es  ist  dann  dx  =  dy  an  (a,  p)  und  dx  =  —  dy  an  (j3,  p). 
Folglich 

lai  'y+u '-) =1(11 '- + if "») = "  -  '■• 


P  V 

und  es  folgt  also  aus  (5): 


Kai  <" + If ") = -KS  "^ + ^  ^») = - .- + *. 
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(7)  2ri,  =  Va  +  ri,  +  j(||  dy +  ^  dx^ 

worin  das  Integral  von  a  bis  ß  über  die  Kurve  c  genommen  ist. 
Hieraus  ist  zu  sehen,  daß  die  Funktion  i]  in  dem  Punkte  p 
bis  auf  eine  additive  Konstante  eindeutig  bestimmt 
ist,  wenn  längs  der  Kurve  c  zwischen  a  und  ß  die  Differential- 
quotienten drj/dx  und  dij/dy  gegeben  sind.    Denn  dann  ist 

an  der  Kurve  c  gleichfalls  gegeben,  wenn  der  Wert  von  rj  außer- 
dem noch  in  einem  Punkte  dieser  Kurve  gegeben  ist  Man  kann 
auch  längs  der  Kurve  c  die  Funktion  tj  selbst  nebst  ihrem  nach 
der  Normale  genommenen  Differentialquotienten  gegeben  annehmen. 
Der  Wert  von  iy  im  Punkte  p  hängt  hiernach  nur  von  dem 
Teile  der  Kurve  ab,  der  zwischen  a  und  ß  verläuft. 
Um  aber  die  Frage  zu  beantworten,  inwieweit  der  gefundene 
Ausdruck  für  ijj,  den  Bedingungen  für  diese  Funktion  wirklich 
genügt,  setzen  wir  den  Ausdruck  (7)  nach  (8)  in  die  Form: 

oder:  ^  ^ 

«,  ^" =1(11  - 1?)  ("'  - "')  +1(0 + W  c«- + «• 

worin  die  Integrale  so  zu  verstehen  sind,  daß  sie  von  einem  be- 
liebigen unteren  Grenzpunkte  aus  längs  der  Kurve  c  bis  zu  dem 
Punkte  a  oder  ß  zu  führen  sind. 

Lassen  wir  nun  p  variieren,  also  x^^  yi  um  dxi^  dy^  wachsen, 
so  bleibt  a  nach  (6)  ungeändert,  wenn  Xi  —  j/i  ungeändert  bleibt, 
und  j3,  wenn  x^  -f~  Vi  ungeändert  bleibt,  und  es  ist 

(10)  dxa  —  dya  =  dx^  —  dy^,      dx^  +  dyß  =  dx^  -(-  dy^, 
also  durch  Differentiation  von  (9): 

(11)  2Ä,,=(|2_|l)^(rf^,_i,,, 
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Setzen  wir  längs  der  Kurve  c 

(12)  öi  =  ''>'       8^  =  9'« 

und  bezeichnen  mit  9?i(a),  9a(«)  die  Werte  dieser  Funktionen 
in  einem  Punkte  a,  so  ist  nach  (11) 

^  If  =        91  («)  -  9»  («)  +  91  (^)  +  9»  ißh 

(13)  o  ' 

2  ^  =  -  qPr  («)  4-  <?.(«)  +  <Pi  iß)  +  9«  (^). 

Durch  (9)  ist  rjp  in  zwei  Bestandteile  rj'p^  lyJJ  zerlegt,  wenn  wir 

* = ^jCäl  - 1?)  (^^-^*  '-■ = f  1(11 + W  ("«+''») 

setzen,  und  für  diese  ergibt  sich  wie  in  (13): 

^1^=       91  («)  -  9,  («).    2|^  =  <pi(^)+9,(ft, 

2|^  =  -9i(«)  +  9a(«),     2  Ig  =  <p. (^)  +  9« («, 
und  folglich 

und  daraus  folgt,  daß  die  Differentialgleichung  (2)  durch  rip  und 
durch  i^p,  also  auch  durch  i^p  =  ?^p  -|-  ?^p  befriedigt  ist,  wenn  a?,  y 
durch  fl?!,  t/i  ersetzt  wird. 

In  bezug  auf  die  Grenzbedingungen  haben  wir  aber  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wir  nehmen  ein  Stück  a,  b  der  Kurve  c,  das  von  keiner 
unter  45^  gegen  die  Koordinatenachsen  geneigten  Geraden  in 
mehr  als  einem  Punkte  geschnitten  wird  (Fig.  34).  Wenn  wir 
dann  den  Punkt  p  nach  a  rücken  lassen,  so  rückt  ß  zugleich 
nach  a,  und  die  Gleichungen  (13)  ergeben: 

C5^).=  *'«-      (&).=  *■«• 

und  Entsprechendes  gilt,  wenn  wir  p  nach  ß  rücken  lassen.  In 
diesem  Falle  also  können  die  Differentialquotienten  von  ri  an  der 
Kurve  ab  beliebig  gegeben  sein. 

2.  Anders  liegen  die  Verhältnisse  aber,  wenn  eine  unter  45® 
gegen  die  Achsen  geneigte  Linie  etwa  eine  Linie  x  -\-  y  =  const. 
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die  Kurve  zweimal  schneidet.  Dann  wird,  wenn  p  nach  a  rückt, 
ß  nicht  nach  a,  sondern  nach  einem  anderen  durch  oc  bestimmten 
Punkt  a'  rücken  (Fig.  35),  und  wenn  dann  die  Differential quotienten 
Ton  71  p  im  Punkte  a  in  <)Pi(a)  und  92 (^)  übergehen  sollen,  so 
muß  zwischen  diesen  beiden  Funktionen  nach  (13)  die  Relation 
bestehen : 

(14)  qPi  (a)  +  92  («)  =  9i  («')  +  9a  («  )i 

diese  beiden  Funktionen  sind  also  nicht  mehr  längs  der 
ganzen  Kurve  willkürlich. 

Ebenso  ergibt  sich,  wenn  eine  Linie  x  —  y  =  const.  die 
Kurve  c  in  zwei  Punkten  /3,  ß'  schneidet,  für  zwei  solche  Punkte 
aus  (13)  die  Bedingung: 

(1 5)  9,  (ß)  -  92  (/J)  =  9i  {ß')  -  92  in 

Wir  erhalten  hiernach  auf  der  Kurve,  längs  deren  die  Diffe- 
rentialquotienten von  Yi  gegeben  sind,  gewisse  kritische  Punkte 

Fig.  35.  Fig.  36. 


ci,  6,  die,  wenn  die  Kurve  stetig  gekrümmt  ist,  dadurch  bestimmt 
sind,  daß  die  Tangenten  dort  einen  Winkel  von  45^  mit  der 
a;-Achse  einschließen  (Fig.  36).  Längs  ah  können  dann  die  Diffe- 
rentialquotienten von  7]  beliebig  vorgeschrieben  sein  und  dadurch 
ist  die  Funktion  iy  in  dem  ganzen  Dreieck  abg  (sogar  in  dem 
Rechteck  gag'h)  eindeutig  bestimmt.  Über  a  und  b  hinaus  sind 
die  Differentialquotienten  von  1?  nicht  mehr  willkürlich,  sondern 
an  die  Relationen  (14),  (15)  gebunden  (wenigstens  wenn  in  ag 
und  bg  die  Differentialquotienten  von  ri  stetig  bleiben  sollen). 

Die  kritischen  Punkte  können  auch  Ecken  in  der  Kurve  c 
sein,  wie  wir  nachher  an  einem  Beispiele  sehen  werden. 

Die  Relationen  (14),  (15)  ergeben  sich  nach  der  Bedeutung 
(12)  der  Funktionen  9  auch  einfach  aus  der  d'Alembertschen 
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Form  des  Integrales  i?,  nach  der  iy  die  Summe  einer  Funktion 
von  X  -\-y  und  einer  Funktion  von  x  —  y  ist   Setzen  wir  hiernach 

n  =  f{?C'¥  V)  +  /i  (^  —  y> 


80  wird 


dx^  dy       '  y-^-r-y) 


eine  Funktion  von  x  -\-  y  allein,  und  kann  also  in  den  beiden 
Punkten  a,  a',  in  denen  x  -\-  y  denselben  Wert  hat,  keine  ver- 
schiedenen Werte  haben.  Dies  besagt  die  Relation  (14),  und 
ebenso  wird  (15)  abgeleitet. 

Die  Form  der  Grenzbedingungen,  die  hier  vorausgesetzt  ist, 
würde  auf  solche  Probleme  anwendbar  sein,  bei  denen  vor- 
geschriebene Werte  von  dri/dx^  8iy/8.v  nicht  in  einem  Augen- 
blick über  die  ganze  Saite  gegeben  wären,  sondern  nach  einem 
gegebenen  Gesetze  mit  der  Zeit  über  die  Saite  dahin  wanderten; 


Fig.  37 


dieses  Gesetz  ündet  dann  eben  in 
der  Kurve  c  seine  geometrische  Dar- 
stellung. 

Darauf  läßt  sich  auch  ein  prak- 
tisch wichtiges  Problem  zurückfüh- 
ren, das  von  Wirtinger  angeregt 
und  von  Radakovic  gelöst  ist^). 

Es  handelt  sich  dabei  um  die 
Bewegung  einer  Saite  unter  dem 
Einfluß  einer  Kraft  von  gegebener  (auch  in  der  Zeit  veränder- 
licher) Stärke,  deren  Angriffspunkt  nach  einem  gegebenen  Gesetze 
über  die  Saite  wandert. 

Es  sind  dies  Verhältnisse,  wie  sie,  in  großem  Maßstabe, 
etwa  bei  einer  Eisenbahnbrücke  bestehen,  während  ein  Zug  dar- 
über fährt. 

Wir  können  uns  den  Vorgang  so  vorstellen,  daß  im  Augen- 
blick t  an  der  Stelle  x  =  ^  eine  Stoßkraft  fiP  auf  ein  Massen- 
element (i  der  Saite  ausgeübt  wird,  worin  |  und  F  gegebene 
Funktionen  der  Zeit  sind.  Dieser  Stoß  wird  eine  plötzliche  Ge- 
schwindigkeitsänderung von  (i  hervorrufen,  die  gleich  P  ist. 

Die  Abhängigkeit  zwischen,  J  und  t  oder  zwischen  |  und  y 
wird  in  unserer  xy-Ehene  durch  eine  Kurve  c'  dargestellt  (Fig.  37), 

)  Kadakovic:  „Über  die  Bewegung  einer  Saite  unter  der  Einwirkung 
einer  Kraft  mit  wanderndem  Angriffspunkt".  Sitzungsberichte  der  Wiener 
Akademie  108,  577  (1899). 
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und  an  dieser  Kurye  besteht  mit  Rücksicht  auf  (1)  die  Bedingung 

während  17  selbst  an  dieser  Linie  stetig  sein  muß.  Denkt  man 
sich  fj  über  der  a;«/- Ebene  als  Ordinate  einer  Fläche  auf- 
getragen, so  hat  diese  Fläche  über  c'  eine  scharfe  Kante,  bleibt 
übrigens  stetig  zusammenhängend.  Die  Tangente  an  dieser  Kante 
wird  bestimmt  durch  das  nach  der  Richtung  c'  genommene  Diffe- 
rentialverhältnis dij,  dy^  das  den  Ausdruck  hat: 

dy       dy  dx 
und  dies  ist  längs  &  stetig.     Daraus  ergibt  sich: 

Die  Differentialquotienten  drj/dx^  dr^/dy  haben  also  an  der 
Kurve  c'  vorgeschriebene  Unstetigkeiten : 

Man  muß  dann  bei  Anwendung  des  Gaußschen  Satzes  auf 
die  Fläche  S  beide  Ufer  der  Kurve  c'  zur  Begrenzung  rechnen, 
und  erhält  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (7)  ein  Zusatzglied: 

-  j(Xdi/4-  Ydx), 

c' 

wobei  aber  nur  über  den  Teil  der  Kurve  c'  zu  integrieren  ist, 
der  innerhalb  S  liegt  Spezielle  Beispiele  dieses  Problems  sind 
in  der  erwähnten  Arbeit  von  Radakovic  enthalten. 

§91. 
Erzwungene  Schwingungen. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Me- 
thode läßt  sich  das  Problem  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen einer  Saite  behandeln.  Wir  verstehen  darunter  die 
Bewegung  einer  gespannten  Saite,  bei  der  die  Enden  eine  vor- 
geschriebene Bewegung  haben,  während  zugleich  irgend  ein 
Anfangszustand  gegeben  ist. 
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Fig.  38. 


m      B 


Ein  zpezieller  Fall  ist  es  dann,  daß  das  eine  oder  auch  alle 
beide  Enden  fest  sind.  Eine  solche  Bewegung  ist  realisierbar, 
wenn  etwa  die  Enden  mit  Stimmgabeln  verbunden  sind,  die  eine 
bekannte  Bewegung  haben. 

Die  Kurve  c,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  haben, 
setzt  sich  jetzt  aus  drei  geradlinigen  Zügen  zusammen,  von  denen 

der  eine  ein  Stück  der  o;- Achse  von  der 
Länge  der  Saite,  die  wir  hier  zur  Längen- 
einheit nehmen  wollen,  ist,  während  die 
beiden  anderen  der  ^/-Achse  parallel  nach 
der  Seite  der  positiven  y  ins  Unendliche 
verlaufen.  Die  kritischen  Punkte  sind  dann 
die  beiden  Ecken  a,  h  (Fig.  38).  Das  Gebiet, 
in  dem  die  Funktion  17  gesucht  wird,  ist 
der  in  der  Richtung  nach  J,  B  unbegrenzte 
rechteckige  Streifen  {ab AB).  Die  Grenz- 
bedingungen seien  die  folgenden: 

0  <  X  <  1: 

1^  =  Fix), 

öy  "^  ^' 


(2)      für  x^O, 


(3)      für  x=  l, 


y>0: 

V  =  9(y)y 

!/>0: 


dri  


dx 


=  ^{y)\ 


^_ 


dx 


=  «'(!/)• 


Hierin  müssen 
fix),  Fix),  fix);    ipiy),  Oiy),  ip'(y);    *(y),  gr(y),  ^'(y) 

stetige  Funktionen  der  Argumente  sein  und  wegen  der  Stetigkeit 
in  den  Ecken  muß 

f  (0)  =  fiO),      «  (0)  =  f  (0),       !F(0)  =  /"  (1) ; 
*  (0)  =  /•(!),      <JP'(0)  =  i-XO),      t'  (0)  =  Fil) 

sein.  Ferner  ist  dabei  zu  bemerken,  daß  f{x)  und  F(x)  nur  für 
die  Argumentwerte  zwischen  0  und  1,  <p(y\  t(y)  nur  für  positive 
Argumentwerte  gegeben  sind,  und  daß  ^(y),  ^{y)  durch  die 
übrigen  Funktionen  [nach  §  90  (14),  (15)]  bestimmt  sind,  worauf 
wir  nachher  zurückkommen. 


(4) 
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Wenn  wir  nach  der  Formel  §  90  (7): 

(5)  2r,,  =  r,,-^n,  +  \{^dy  +  ^dx) 

a 

die  Funktion  17  bestimmen  wollen,  haben  wir,  wie  die  Fig.  38  oder  39 
zeigt,  vier  Teilgebiete  I,  II,  III,  IV  zu  unterscheiden.  Bezeichnen 
wir  jetzt  die  Koordinaten  des  Punktes  p  (oder  p\  p",  p'")  mit 
x^  ify  so  haben  in  dem  Gebiete  I  die  Punkte  a,  ß  die  Koordinaten 
X  —  y,  x-{-y^  und  ähnlich  sind  die  Koordinaten  der  Punkte  a', /J'; 
a",  /3";  a'",  /3'"  für  die  drei  anderen  Gebiete  bestimmt.  Dann 
ergibt  die  Formel  (5),  wenn  wir  die  Integrationsyariable  mit  a 
bezeichnen : 

(6)  y  <x,    y  -^  X  <l: 

2rj  =  f{x  —  y)  +  fix-^y)  +  [ F(a)rfa  (im  Gebiet  I); 

(7)  y  >^,    y  +  ^<  1: 

y  —  x  v  +  ae 

2ti  =  q>(y  —  x)-\-  f{y  +  x)  -  | «  («)  d«  +  j  i^(«)  d« 

0  0 

(im  Gebiet  II); 

(8)  y  <x,    y  +  a;  >  1 : 

1  x  +  y— 1 

2i?  =  /^(x  -  y)  +  i^(^  +  y  -  1)  +  JF(a)da  +  [  9^(a)rfa 

(im  Gebiet  III); 

(9)  y  >  X,    y  +  j:  >  1 : 

y— -e  1  ar  +  y— 1 

2ij  =  9)(y— a;)+.<'(a;-f  y— 1)— I  «(«)d« +  l'F(a)d«+ f  »/'(a)da 

0  0  0 

(im  Gebiet  IV). 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Funktionen  <I>(y),  ^(y)  nach  §90 
(14),  (15)  zu  bestimmen.    Nach  §  90  (12)  ist  darin  zu  setzen: 

9?i  =  fipc)^      9?2  =  ^{^)    ^^  dör  Strecke  (a6), 

9i  =  ^{y\       9^2  =  9''(y)     7»      r>         j»        («^)i 

9i  =  ^(y>    92  =  ^'(y)    .    .      .      (6^), 

und  die   dort   mit  u,  a\  ß^  ß'  bezeichneten  Punkte  haben  die 

Koordinaten 

0,  y;      y,  0;       l,  y;       1  —  y,  0, 

wenn  y  <  1  ist,  und 

Bie  mann- Web  er,  Partielle  Ditfereotialgleichungeu.    II.    5.  Aufl.  jg 
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(10) 


(H) 


}' 


<1, 


«/>  1. 


0,  y;      1,  y  —  1;      1,  y;      0,  y  —  1, 
wenn  y  >  1  ist    Wir  erhalten  daher: 

«(;/)=  F(y)  +  r(y)-9''(y) 

!P(y)  =  -f  (1  -  y)  +  /"(l  -  y)  +  ,^'(y) 

«(y)  =  9r(y  -  l)  +  T/;'(y  -  1)  -  g)'(y) 

!F(y)  =  «(y  _  1)  _  ,,'(y  _  l)  +  *'(y) 

Für  y  =  1  ergeben  beide  Ausdrücke  nach  (4)  für  ^{l)  und 
^(1)  denselben  Wert,   und  es   sind  also   durch   (10)   und   (11) 

0(y)  und  ^(y)  als  stetige  Funktionen 
für  beliebige  Argumentwerte  bestimmt. 

Zur  Vereinfachung  wollen  wir  bei  der 
weiteren  Diskussion  dieser  Resultate  die 
Annahme  machen,  daß  ^(y)  =  0  ist.  Dies 
entspricht  dem  Falle  der  schwingenden 
Saite,  in  dem  das  eine  Ende,  x  =  1,  fest 
ist,  während  das  andere  Ende  rr  =  0  in 
einer  gegebenen  Bewegung  begriffen  ist. 

Dazu  kommt  ein  beliebiger,  an  die  Be- 
dingungen (4)   gebundener  Anfangszustand 

[^(1)  =  0,  AI)  =  0]. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich  aus  (10): 

*(y)=     -P'(y)  +  r(y)-v'(y), 

W(y)  =  -Fil-y)-^f'il-y), 
und  wenn  man  in  den  Gleichungen  (11)  hiervon  Gebrauch  macht: 


ßß'h 


(12) 


y<i, 


(13) 


*(y)  =  -F(2-y)  +  ^(2  -  y)  -  ^'(y), 


l<y<2. 


'F(y)=      Fiy  -  l)  +  /•' (y _  l)  _  2 9.'  (y -  1), 

Hierdurch  sind  die  Funktionen  0(y)  und  ^(y)  in  dem  Inter- 
vall 0  <  y  <  2  bestimmt. 

Ist  y  >  2,  so  wenden  wir  die  Formeln  (11)  an,  und  er- 
halten 

^(y)-=  ^{y-  i)-<3P'(^), 

^{y^  l)  =  a>(y_2)-9'(^-2), 
also  durch  Addition  dieser  beiden  Formeln: 
(14)  0{y)  =  0{y  -  2)  -  tf'(y)  -  ip'{y  -  2), 

und  ebenso  aus  (11): 
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W(J,)  =*(y_l)_g,'(y_l), 

0(y  -   1)  =  9r(y  _  2)  -  <p'(y  -  1), 

woraus  wieder  durch  Addition: 
(15)  y (y)  =  9r(y  -  2)  -  2  <p'iy  -  1). 

Daraus  ergibt  sich  dann  für  jedes  positive  y: 

*(y  +  2)  =  «(y)  -  9"(y)  -  ^'(y  +  2), 

«0/  +  4)  =  «(y  4-  2)  -  9>'(y  +  2)  -  q)'(y  +  4), 


und  folglich  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n: 

(16)  0(y  +  2w)  =  0(y)  -  9'(y)  -  2q>'(y  +  2) 

—  2i3p'(2/  +  2n  -  2)—  (p'{y-^2n), 

nnd  auf  demselben  Wege: 

(17)  W(f,  +  2n)  =  W(y)  -  29'(y  +  1)  -  2<p'(i/  +  3) 

-  29'(y +  2n  — 1). 

Wir  wollen  als  Beispiel  die  Annahme  machen  9'(y)  =  e"*^Vy 
worin  k  eine  reelle  Zahl  ist  Um  zu  reellen  Resultaten  zu  kommen^ 
haben  wir  in  den  Endformeln  den  reellen  Teil  und  den  imagi- 
nären Teil  für  sich  zu  betrachten. 

Es  ist  dann 

9'(y)  +  29' (y  +  2)  +  ...  29' (y  +  2n  -  2)  +  ^'(y  +  2n) 

—  pinXy  n    p2H/r»A^i_ZL_^ 

—  "^  V^  *^  J  l  ß27tiX 

oder  wenn  k  eine  ganze  Zahl  ist: 

und  ebenso 

2<]P'(»  +  1)  +  2<]P'(y  +  3)  H h  29' (y  +  2n  —  1) 

=  2e^«^<y  +  ^)  !  ~  ^ll'^.l    oder  =  2wc»^^<i'+i>. 

Wenn  also  il  nicht  eine  ganze  Zahl  ist,  so  bleiben  die  Ausdrücke 
(16)  und  (17)  mit  wachsendem  n  in  endlichen  Grenzen  ein- 
geschlossen. Ist  aber  k  eine  ganze  Zahl,  so  wachsen  diese  Aus- 
drücke unter  fortwährendem  Schwanken  zwischen  unaufhörlich 
wachsenden  Grenzen  und  diese  Eigenschaften  der  Bewegung  über- 
tragen sich  auch  auf  den  Ausdruck  (9)  für  ly. 

Wir  haben  früher  gesehen  (§  84),  daß  die  Schwingungs- 
dauer des  Grundtones  unserer  Saite  (von  der  Länge  1   und  mit 

15* 
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dem  Werte  a  =  1)  bei  festgehaltenen  Enden  gleich  2  ist,  und 
daß  die  Schwingungsdauer  des  nten  harmonischen  Obertones 
gleich  2/n  ist  Bei  der  Annahme,  die  wir  hier  gemacht  haben, 
ist  2jX  die  Schwingungsdauer  der  gezwungenen  Bewegung  des 
Anfangspunktes  unserer  Saite,  und  es  folgt  also  daraus,  daß  die 
Schwingungsamplituden  der  Saite  in  endlichen  Grenzen  ein- 
geschlossen bleiben,  wenn  die  Schwingungsdauer  des  Endes  nicht 
mit  der  Schwingungsdauer  eines  der  harmonischen  Obertöne  über- 
einstimmt. Fällt  aber  die  Schwingungsdauer  des  Endpunktes  mit 
der  Schwingungsdauer  eines  der  Obertöne  zusammen,  so  wachsen 
die  Amplituden  unaufhörlich.  Hat  also  der  eine  Endpunkt  der 
Saite  eine  Bewegung,  die  zum  Grundton  der  Saite  harmonisch 
ist,  so  wird  die  Saite  in  kräftige  Mitschwingung  versetzt.  Selbst- 
verständlich gelten  aber  unsere  Formeln  nur  solange,  als  die 
allgemeine  Grundlage  der  Theorie,  die  auf  der  Annahme  unend- 
lich kleiner  Bewegungen  beruht,  noch  zulässig  ist. 

§92. 

Fortschreiten  einer  Erschütterung  des  Endpunktes 

der  Saite. 

Diese  Betrachtungen  sind  geeignet,  ein  Paradoxon  aufzu- 
klären, das  sich  in  dem  Problem  der  schwingenden  Saite  zeigt 
und  darin  besteht,  daß  sich  die  beiden  Variablen  x^  y,  obwohl 
sie  in  der  Differentialgleichung  [§  90  (2)]  ganz  gleichartig  vor- 
kommen, in  bezug  auf  die  Grundbedingungen  ganz  verschieden 
verhalten. 

Nehmen  wir  z.  B.  eine  einseitig  unbegrenzte  Saite  an,  die 
an  ihrem  Ende  x  =  0  einen  für  alle  Zeiten  gegebenen  ße- 
wegungsstand  hat,  so  daß 

(1)  ri  =  nyl     11  =  ^(2')'     für^  =  0,     -ao<y<+co, 

so  können  wir,  wenn  /"(y),  Fiy)  für  alle  Werte  von  y  bekannt 
sind,  ebenso  integrieren,  als  ob  bei  einer  ganz  unbegrenzten  Saite 
der  Anfangszustand  gegeben  wäre,  und  wir  erhalten: 

(2)  2  .,  =  /'(y  -  X)  +  /-(y  +  X)  4-  [  F{a)  da. 

J 

y  —  x 

Da  es  nun  physikalisch  undenkbar  ist,  daß  ein  später  ein- 
tretender Zustand  des  Endes  einen  Einfluß  auf  frühere  Zustände 
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der  Saite  hat,  so  ist  dies  Resultat  bei  beliebigem  f  und  F  nur 
dadurch  zu  verstehen,  daß  noch  ein  anderer  Einfluß  aus  dem  Un- 
endlichen her  wirksam  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  F(y)  =  Ö  und  f{y)  nur  in  einem  Intervall 
um  den  Nullpunkt  herum  von  Null  verschieden  an,  so  wird  17  in 
der  xy- Ebene  nur  in  zwei  unter  45^ 
gegen  die  Achsen  geneigten  Streifen  von 
Null  verschieden  sein.  Es  wird  also  eine 
Welle  längs  der  Saite  aus  dem  Unend- 
lichen hereinlaufen  bis  an  das  feste 
Ende  und  von  da  ins  Unendliche  zurück- 
kehren. 

Durch  (2)  ist  17  als  Summe  einer 
Funktion  von  x  -{-  y  und  einer  Funktion 
von  X  —  y  dargestellt,  und  wenn  nun  17 
in  einem  Punkt  r,  y  unabhängig  sein  soll 
von  den  Werten  der  Funktionen  /i  F,  wie 
sie  für  größere  Werte  von  y,  also  später 
stattfinden,  so  muß  der  Teil,  der  von 
X  -^  y  abhängt,  wegfallen,  es  muß  also  jP(y)  =  —  f{y)  sein 
und  infolgedessen 

v  =  f(y  —  ^y 

Wenn  also  unter  den  sonstigen  Voraussetzungen  der  Figur 
diese  Bedingung  noch  befriedigt  ist,  so  wird  der  in  der  Fig.  40 
nach  unten  laufende  Streifen  wegfallen,  und  es  wird  von  der  Zeit 
der  Erschütterung  an  eine  Welle  längs  der  Saite  nach  vorwärts 
laufen. 

§93. 
Einfache  harmonische  Schwingungen. 

Bereits  Lagrange  hat  die  allgemeine  Differentialgleichung 
der  analytischen  Mechanik  auf  unendlich  kleine  Oszillationen 
materieller  Punktsysteme  und  besonders  auf  das  Problem  der 
schwingenden  Saite  angewandt.  Auf  dieses  Hilfsmittel  hat  Lord 
Rayleigh  zurückgegriffen  und  daraus  eine  Integrationsmethode 
hergeleitet,  deren  Grundgedanken  wir  hier  kurz  darlegen  und 
auf  einige  einfache  Probleme  anwenden  wollen^). 

*)  Lagrange,  M^oaniqne  analytique,  Seconde  Partie,  Section  VI.  Sur 
les  osoiUatioDS  trös  petites  d'un  Systeme  quelconqae  de  Corps  (Paris  1811).  — 
Bayleigh,  Theory  of  Sound  (London  1894). 
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Wir  betrachten  zunächst  ein  System,  dessen  Lage  durch  eine 
endliche  Anzahl  yoneinander  unabhängiger  veränderlicher  Größen 
Qu  9a  -M  Qn,  die  wir  seine  Koordinaten  nennen,  bestimmt  wird, 
wie  wir  es  in  §  128  des  ersten  Bandes  erklärt  haben.  Dieses 
System  soll  unter  dem  Einfluß  irgend  welcher  nicht  näher  be- 
stimmter Kräfte  eine  stabile  Gleichgewichtslage  haben,  der 
die  Werte  Null  der  Koordinaten  entsprechen.  Durch  eine  anfäng- 
liche Störung  führe  dieses  System  nun  Schwingungen  um  diese 
Gleichgewichtslage  aus,  bei  denen  wir  Yoraussetzen,  daß  die 
Werte  der  Koordinaten  g^,  g,,  . . .,  qn  immer  unendlich  klein 
bleiben.  Nach  Bd.  I,  §  128  hat  die  potentielle  Energie  V  dieses 
Systems  in  der  Gleichgewichtslage  einen  Minimumwert,  den  wir 
gleich  Null  annehmen  können.  Wenn  wir  also  V  nach  Potenzen 
von  9i,  9a  ...,  Qn  entwickelt  annehmen,  und  mit  den  Gliedern 
zweiter  Ordnung  abbrechen,  so  ist  V  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  der  g«,  die  nur  y erschwindet,  wenn  die  sämt- 
lichen qi  verschwinden,  und  außerdem  nur  positive  Werte  an- 
nimmt (eine  deünite  positive  Form). 

Wir  setzen 

(1)  2F  =^  Chkqkqky 

worin  die  Koeffizienten  Ckk  Konstanten  des  Systems  sind  und 
Ck Je  =  Ckh  ist.  Bezeichnen  wir  mit  t  die  Zeit,  mit  gi  den  Diffe- 
rentialquotienten dqie/dt^  so  ist  auch  die  kinetische  Energie  T 
eine  definite  positive  Form  zweiten  Grades  der  Variablen 

gl,  gi  ...,  gj,, 
die  wir  so  bezeichnen: 

(2)  2T=^aHkq'Hqk, 

worin  die  ühk  =  <^kh  gleichfalls  Konstanten  des  Systems  sind. 
Hieraus  erhält  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in 
der  Lagrangeschen  Form  Bd.  I,  §  130: 

^^'  Tt  83i  +  8?»  -  "• 

Wir  erhalten  also  in  (3)  ein  System  linearer  Differential- 
gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten,  das  nach  Bd.  I,  §  62 
integriert  werden  kann. 

Die  Gleichungen  (3)  werden  nach  (1)  und  (2): 

(4)  ^^'^d^+^^d7^  +  -"  +  ^"*d7^ 

=  —  Cikqi  ^2*^2  —  •••  —  CnkQn,  fc  =  1,  2,  ...  n. 
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und  von  diesem  System  suchen  wir  ein  partikulares  Integral  in 
der  Form 

(5)  qk  =  Ah  cos(m^  —  a),        Ä  =  1,  2,  ...  n, 

worin  m  und  u  von  h  unabhängig  sein  sollen. 

Es  ergibt  sich  dann  zur  Bestimmung  von  m,  Ai^  ...  An  das 
System  von  Gleichungen 

(6)  A^  («1*^2  —  cik)  +  Ai{a2kni^  —  Csk)  H 

+  Anianktn^  —  CnJc)  =  0, 

woraus  man  die  Gleichung  nten  Grades 

(7)         =0 


Oi^A  —  Ci 


ni 


ö^a  w  ^  "^  ^2 


ni 


•» 


ö^n  n  ^  ^n  1 


erhält,  deren  n  Wurzeln  die  Größen  A  =  m^^,  fn|,  ...  tnj  sind. 
Für  jede  dieser  Wurzeln  erhält  man  aus  (6)  die  Verhältnisse  der 

Wir  erhalten  so  au8(5)  n  verschiedene,  einfache 
harmonische  Schwingungen,  aus  denen  sich  die 
allgemeine  Bewegung  des  Systems  zusammensetzt. 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra^)  kann  man  durch 
eine  lineare  Substitution  zwei  quadratische  Formen  gleichzeitig 
so  transformieren,  daß  in  jeder  von  ihnen  nur  die  Quadrate  der 
Variablen  vorkommen.  Sind  die  Formen  definit  und  positiv,  so 
haben  alle  diese  Quadrate  positive  Koeffizienten,  die  man  für 
die  eine  der  beiden  Formen  noch  willkürlich,  etwa  gleich  1  an- 
nehmen kann. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Funktionen  T  und  V  an, 
80  ergibt  sich,  daß  man  an  Stelle  der  Koordinaten  ^i,  q^,  ...  $„ 
ein  anderes  System  von  Koordinaten  ^],  Q^^  •••  Qn  einführen 
kann,  in  dem  die  Funktionen  T  und  V  die  einfache  Form  an- 
nehmen : 

2  V  =  m,2g2  ^  ^iQ^  ^  ...  _(_  ^,2^2^ 

und  darin  sind  die  m^,  m},  . . .,  mj  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7). 
Man  sieht  hieraus,  daß,  wenn  V  und  T,  wie  wir  angenommen 
haben,  positive  detinite  Formen  sind,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 


(8) 


^)  ^l?l'  Z.B.  Hesse,  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  3.  Aufl.,  S.  270, 
498.     Leipzig  1876. 
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alle  reell  und  positiv  sind,  und  daß  also  die  qn  nach  (5) 
periodische  Funktionen  der  Zeit  sind.  Wenn  diese  Wurzein  alle 
voneinander  verschieden  sind,  so  sind  die  Qi^  Qt^  -"  Qn  durch 
die  in  (8)  liegende  Forderung  als  lineare  Funktionen  der  Variablen 
9i)  $21  "'Qh  eindeutig  bestimmt.  Es  können  aber  auch 
gleiche  Wurzeln  vorkommen,  und  dann  gibt  es  unendlich  viele 
Bestimmungsarten  dieser  linearen  Funktionen. 

Die  Variablen  ^],  Qi^  ...  heißen  nach  Rayleigh  normale 
Koordinaten  des  Systems.  Sie  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
daß  die  einfachen  harmonischen  Schwingungen  nur  je  eine  dieser 
Variablen  verändern.  Für  diese  Variablen  werden  die  Differential- 
gleichungen (3) 

und  daher 

(9)  Qk  =  AkCOB(mut  —  ak), 

worin  Ak  willkürlich  ist. 

§94. 
Variierte  Systeme. 

Durch  das  Vorhergehende  ist  das  Problem  der  kleinen 
Schwingungen  eines  Systems  auf  die  Bestimmung  der  normalen 
Koordinaten,  also  im  wesentlichen  auf  die  Auflösung  einer 
Gleichung  nten  Grades  zurückgeführt.  Dies  Resultat  läßt  sich 
nun  mit  Vorteil  anwenden,  um  den  Einfluß  zu  bestimmen,  den 
kleine  Änderungen  in  der  Verfassung  des  Systems  *  auf  den 
Schwingungsvorgang  haben. 

Um  dies  zu  zeigen,  gehen  wir  aus  von  einem  System  S^ 
dessen  Lage  durch  die  normalen  Koordinaten  Qjc  bestimmt  ist, 
so  daß  also  die  Funktionen  T  und  V  durch  die  Formeln  (8), 
§  93  dargestellt  sind.  Daneben  betrachten  wir  ein  zweites  davon 
nur  unendlich  wenig  verschiedenes  System  S\  in  dem  T  und  V 
die  allgemeinen  Ausdrücke  §  93  (1),  (2)  haben.  Wir  nehmen 
dann  die  Größen 

1    •••  fl2w,  ^21,      ^22  ^^'2J    ■••    ^2m, 


^'nl?    ^n2i  •••  (^nn  A ,  ^iili     C»i2i  •••  Cnn  ^ 
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als  unendlich   kleine  Größen  erster  Ordnung  au,  deren  höhere 
Potenzen  und  Produkte  gegen  die  niedrigeren  zu  vernachlässigen  sind. 
Die  dem  System    S'  entsprechenden  harmonischen   Schwin- 
gungen seien  nach  §  93,  (5): 

so  daß  fi^y  fi^,  •••Mm  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  §  93  sind 
und  sich  von  m^y  m^^  ...  wj  nur  um  unendlich   kleine  Größen 

unterscheiden.    Ebenso  sind  J.^^\  wenn  h  von  k  verschieden  ist, 

als  unendlich  kleine  Größen  zu  betrachten. 

Die  Gleichungen  (6),  §  93  erhalten  die  Form 

(2)  ^J*^  {a, ,iii  -  CiO  +  4*^  (aafc  (il  -  C2 k) 

worin  h  und  k  beide  von  Null  bis  n  gehen. 

Nehmen  wir  zunächst  aus  den  Gleichungen  (2)  die  heraus, 
in  denen  h  =  k  isi^  so  sind  darin  nach  der  Voraussetzung  alle 
Glieder  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  mit  Ausnahme 

und  es  muß  also  auch  dieses  Glied,  d.  h.  {ahhfii  —  Ckh)  unend- 
lich klein  in  der  zweiten  Ordnung  sein,  und  kann  mit  der  hier 
festgehaltenen  Annäherung  =  0  gesetzt  werden.     Es  ergibt  sich 

^«™»»=  a*,fnjj  -  Chh  =  üHH  (mi  -  iiJl), 

und  da  mi  —  fil  unendlich  klein  von  der  eraten  Ordnung  ist, 
so  kann  auf  der  rechten  Seite  Uhh  durch  1  ersetzt  werden.  Man 
erhält  so: 

(3)  mi  —  fi?  =  akhmi  —  Chh, 

wodurch  die  Variation  der  Perioden  der  einzelnen  harmonischen 
Schwingungen  bestimmt  ist. 

Betrachten  wir  zweitens  eine  der  Gleichungen  (2),  in  der  h 
von  k  verschieden  ist,  so  bleiben  zwei  Glieder,  die  nicht  unend- 
lich klein  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

und  wenn  man  deren  Summe  Null  setzt,  und,  was  erlaubt  ist, 
fi2,  afck,  Ckk  durch  iw^,  1,  w?  ersetzt: 

>J<*>  2  ^ 

^^  A^'J-~^     wi^  -  mi 

n 
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§95. 
Anwendung  auf  die  schwingende  Saite. 

Obwohl  diese  Betrachtungen  zunächst  nur  auf  solche  Systeme 
passen,  deren  Lage  durch  eine  endliche  Anzahl  yon  Variablen 
bestimmt  werden  kann,  so  werden  sie  von  Lord  Rayleigh  doch 
unbedenklich  auf  Systeme  angewendet,  in  denen  dies  nicht  der 
Fall  ist,  wie  z.  B.  auf  die  Schwingungen  eines  nicht  starren 
Körpers,  und  die  Resultate,  die  er  dadurch  gewinnt,  sind  sehr 
beachtenswert;  sie  sind  der  Beobachtung  zugänglich  und  stehen 
mit  der  Erfahrung  im  besten  Einklang.  Wir  wollen  hier  eine 
Anwendung  auf  die  Transversalschwingungen  einer  gespannten 
Saite  machen. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Schwingungen  in  einer  Ebene  statt- 
finden, und  bezeichnen  wie  im  §  84  mit  17  die  Ordinate  eines 
Punktes  mit  der  Abszisse  x^  so  daß  rj  eine  Funktion  von  x  und 
t   ist     Die  Länge  der  Saite  ist  ?,    die  Masse    eines  Elementes 

der  Saite  ist  [§  83  (10)] 

pdx 

oder  wenn  wir  p  =  ggl  setzen,  so  daß  gg  das  Gewicht  und  q 
die  Masse  der  Längeneinheit  ist, 

^  =  Qdx. 

Da  die  Geschwindigkeit  dieses  Elementes  dri/dt  ist,  so  ergibt  sich 
für  die  kinetische  Energie  der  ganzen  Saite  der  Ausdruck 

i 

0 

und  wir  wollen  auch  den  Fall  nicht  ausschließen,  daß  q  eine 
Funktion  von  t,  die  Saite  also  inhomogen  ist. 

Um  auch  den  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  zu  bilden, 
bedenken  wir,  daß  auf  das  Saitenelement  dx  im  Zustande  der 
Elongation  iy  nach  §  83  (8)  in  der  Richtung  der  i^-Achse  die 
Kraft  wirkt 

wenn  P  die  Spannung  der  Saite  bedeutet.  Die  Verschiebung 
des  Elementes  ist  iy,  und  um  diese  Verschiebung  hervorzubringen, 
ist  also  eine  Arbeit  zu  leisten  von  der  Größe 


2 

dx. 
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Der  Faktor  \  rührt  daher,  daß  die  Verschiebung  gleichzeitig 
mit  der  Kraft  von  Null  an  bis  zu  ihrem  aktuellen  Werte  wächst 
(vgl.  Bd.  I,  §  133,  4.),  und  hiernach  erhalten  wir  für  die  poten- 
tielle Energie  V  der  gespannten  Saite  die  Gleichung: 

0 

oder  wenn  man  partielle  Integration  anwendet,  und  beachtet, 
daß  iy  für  :r  =  0  und  x  =  l  verschwindet: 

0 

Dieser  Ausdruck  ist  also  von  q  unabhängig. 

Wir  nehmen  nun  die  Funktion  i/  von  a:,  die  für  x  =  0  und 
X  =  l  verschwindet,  in  eine  Sinusreihe  entwickelt  an.  Wir  be- 
zeichnen mit  Qo  eine  Konstante,  von  der  die  Funktion  q  längs 
der  ganzen  Saite  nur  unendlich  wenig  abweichen  soll,  und  setzen: 

,„.  -il  2    /      .    nx    .         .    2nx    .         .    Snx    .        \ 

(3)  ri  =  1/— j  {^hsm-j--  4-  q^sin—j-  -f-  Qj^sm-j-  -| j 

und  für  den  Fall,  daß  q  =  q^  ist,  die  Saite  also  in  ihrer  ganzen 
Länge  homogen  ist: 

(4)  ti  =  y—j  (^ÖiSin-y-+  ()j|Sin-y-4-  Öasm-j-  -\ J- 

Die  Koeffizienten  7i,  ^a»  ^s  •••  ^^^^  ön  Qi^  Qs^  •••  ^^^^  Funk- 
tionen der  Zeit,  die  von  dem  Anfangszustande  abhängen.  Wir 
betrachten  sie  als  die  Koordinaten  des  Systems,  das  von  unserer 
Saite  gebildet  ist. 

Die  Anzahl  der  Koordinaten  ist  hier  unendlich.  Wollte  man 
die  Reihen  auf  eine  endliche  Zahl  von  Gliedern  beschränken,  so 
müßte  die  Saite  durch  ein  anders  eingerichtetes  mechanisches 
System  ersetzt  werden,  das  aber  mit  der  Saite  um  so  mehr  Ähn- 
lichkeit haben  würde,  je  größer  die  Anzahl  der  beibehaltenen 
Glieder  ist. 

Bilden  wir  zunächst  aus  (3)  die  kinetische  und  potentielle 
Energie 
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80  ergibt  sich  aus  (l)  und  (2): 


i 


,-.  2    r      .     hnx    .    kxx   . 

(5)  «Äk  =  — j  \q sm  —y-  sm  — j-  dx, 

0 

l 

(6)  Cfck  = jj—     cos  -y-  cos  -j—  da:, 

0 

und  mit  Hilfe  der  Formeln: 

i  i 

C        )%  jc  X         Ic  X  X  rxAsE  x\  ^ 

I  sin  — j—  sin  — =—  rf a;  =  0  (Ä  ^  fc),      1  (  sin  — y—  ]  da?  =  |  Z, 

0  0 

l  l 

C        Ji  X  X        ]c  jc  X  C  /       JiX  x\  ^ 

I  cos  — j—  cos  — 5—  da;  =  0 (Ä  ^  Ä),      |  ( cos  — r—  j  da?  =  |  i, 

Ü  0 

PA2«2 


(7)  c,,  =  0(A^fc),        Chh=    ^^j, 

allgemein,  und  für  den  Fall  der  homogenen  Saite  q  =  Qq-, 

(8)  Uhk  =  0,    A^Ä,        ükk  =  1. 

Für  den  Fall  der  homogenen  Saite  sind  also  die  Variablen 
Qu  Qi^  Qsy  •••  normale  Koordinaten  und  es  ergibt  sich  aus 
(7)  nach  §  93  (8),  wenn  Qogl  wieder  gleich  p  gesetzt  wird: 


(9) 


„. = v^ = v  H="  ilf 


in  Übereinstimmung  mit  §  84.    Es  entspricht  A  =  1  dem  Grund- 
ton, die  höheren  h  den  harmonischen  Obertönen. 

Da  wir  q  —  po  ^^s  eine  unendlich  kleine  Größe  vorausgesetzt 
haben,  so  können  wir  die  Formeln  des  §  94  anwenden,  und  er- 
halten zunächst  für  die  variierte  Periode  ju^  des  Aten  Obertones 
nach  §  94  (3),  da  hier  chh  =  m^  ist: 

ft2  =  fni[l  —  {ukH  —  1)], 

oder  nach  (5): 

i 

(10)     (ik  =  mü  [l  -  ^  j  (p  -  9o)  (sin  ^^y  rfx] . 

0 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  daß  in  der  Mitte  der  sonst 
homogenen  Saite,  also  bei  x  =  \l^  auf  einer  unendlich  kurzen 
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•  • 

Strecke  yon  der  Länge  k  ein  Übergewicht  yon  der  Größe  Qog^ 
verteilt  sei,  so  ist  q  —  ^o  überall  mit  Ausnahme  der  Strecke  k 
gleich  Null  und  in  dieser  Strecke  =  Qq,  Das  in  (10)  vor- 
kommende Integral  reduziert  sich  also  auf  Qoksin?{\hn)  und  es 
ist,  wenn  h  eine  gerade  Zahl  ist,  [li  =  9n|,  und  es  tritt  also  keine 
Änderung  in  der  Tonhöhe  der  geradzahligen  Obertöne  ein.  Ist 
aber  h  eine  ungerade  Zahl,  so  ergibt  sich: 

(11)  fi«=tnj!  (l-^), 

so  daß  also  alle  ungeradzahligen  übertöne  und  speziell  der 
Grundton  tiefer  werdeo.  Durch  Entwickelung  der  Quadratwurzel 
kann  man  dafür  auch  setzen: 

(12)  fi^  =  mH(^l  —  -jY 

Zum  Vergleich  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  daß  das 
Gewicht  Q^kg  gleichmäßig  über  die  ganze  Saite  verteilt,  diese 
also  wieder  homogen  sei.  Dann  hätte  man,  um  die  veränderte 
Periode  m)^  zu  erhalten,  in  (9)  p  durch 

zu  ersetzen,  und  würde  finden 

mi  =  m*(^l  —  —^, 

also  eine  geringere  Vertiefung  des  Tones  als  bei  der  vorigen  An- 
nahme. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  die  Veränderung  der 
Tonhöhe  bestimmen,  wenn  das  Zusatzgewicht  an  einer  anderen 
Stelle  der  Saite  liegt,  und  findet,  daß  Töne,  die  an  der  Stelle, 
wo  das  Zusatzgewicht  angebracht  ist,  ihre  Knotenpunkte  haben, 
in  ihrer  Höhe  nicht  geändert  werdenr  Wenn  die  Abszisse  der 
belasteten  Stelle  nicht  in  rationalem  Verhältnis  zur  Saitenlänge 
steht,  so  werden  alle  Obertöne  verändert.  Die  Schwingungszahlen 
stehen  dann  auch  nicht  mehr  im  Verhältnis  ganzer  Zahlen  zu- 
einander, und  die  Obertöne  sind  daher  nicht  mehr  unterein- 
ander harmonisch.  Ist  die  Belastung  an  einer  Stelle  angebracht, 
deren  Abszisse  in  rationalem  Verhältnis  zur  Saitenlänge  steht, 
so  zerfallen  die  Obertöne  in  Reihen,  so  daß  die  Töne  einer  und 
derselben  Reihe  untereinander  harmonisch  sind,  wie  in  dem  oben 
betrachteten  besonderen  Falle  die  Obertöne  von  gerader  und  von 
ungerader  Ordnungszahl. 
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§96. 
Variation  der  Amplituden. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Saite  in  dem  hten  Oberton  allein 
schwingt,  so  ist  im  Falle  der  homogenen  Saite,  da  hier  die  Ko- 
ordinaten normal  sind  [§  93  (9)]: 

(1)  Qh  =  Ah  cos {niHt  —  Uk),     Qk  =  0,    k^h 
und  folglich  [§  95  (4)]: 

(2)  fi  =  l/— -j  Ah  GOB{mHt  —  «ä)  sin  -^. 

Für  die  inhomogene  Saite  aber  erhalten  wir  [§  94  (I)]: 

(3)  qu  =  A^^^cos((iHt  -  a*), 
und  folglich: 

(4)  •  n=  ^~i  co8(f*.^  -  uh)±  ^r^sin^. 

Darin  sind  die  Verhältnisse  A^j^^ :  Jf  ^  nach  der  Formel  §  94  (4) 
zu  bestimmen: 

^(Ä)  ""     ml  —  mi     ' 

n 

Bestimmt  man  diesen  Wert  nach  den  Formeln  §  95  (6)  bis  (9) 
(c*,fc  =  0),  so  folgt: 


\ih) 


l 


k 
\{h) 


2  h^        C      .    hnx    .    knx  ^ 


*  0 


wofür  man  auch,  da  h  von  k  verschieden  ist,  setzen  kann: 
,-.       A^  2  h^        C  .  .    ,     hnx    ,    knx   , 


^  0 


Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  machen,  wollen  wir  die 
Variationen  der  Knotenpunkte  bestimmen. 

Wenn  q  ■=  qq  ist,  so  erhalten  wir  die  Abszissen  ^  der 
Knotenpunkte  für  den  %ten  Oberton  aus  der  Gleichung 

sm  — j-^  =  0, 
also 

(6)  '="X'     ^^  ^'  ^'  '"^~  ^- 
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Bei  der  inhomogenen  Saite  werden  diese  Knotenpunkte  eine 
Verschiebung  d^  erleiden,  die  sich  aus  der  Gleichung 

k=l 

ergibt,  und  man  findet  daraus  durch  Zerlegung  des  Sinus,  mit 
Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  d|  mit  Benutzung  von  (5): 

oder  wenn  man  beachtet,  daß  A^^\  wenn  h  von  h  verschieden  ist, 
unendlich  klein,  also  ö^Af^  zu  vernachlässigen  ist: 


00 


(7)  8^  =  --^ 2!  ^r  sin  ^• 

Nehmen  wir  beispielsweise  /^  =  2 ,  so  ist  für  die  homogene 
Saite  nur  ein  Knotenpunkt  in  der  Mitte.  Es  ist  also  s  =  l  zu 
setzen  und  in  (7)  fallen  alle  Glieder,  in  denen  h  gerade  ist 
heraus.    Man  findet: 

Nehmen  wir,  ähnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen,  an,  daß 
bei  X  =  \l  ein  kleines  Gewicht  Qo^g  angebracht  sei,  so  ist, 
nach  (5): 

^_üÜ!!Z_2i  .  fcf^/_! L_^ 

AW  -    l    k»  —  i  —    l    ^^^    4   \k-2       h-\-V' 
Es  ergibt  sich  also  nach  (8): 

Äf  =  -  ^  (1  +  i  -  f  -  ^  + 1  +  iV  -  •••). 

also  [Bd.  I,  §  36  (4)]: 

Es  wird  also  der  Knotenpunkt  um  A/2  gegen  die  belastete 
Stelle  hin  verschoben. 

Dieselbe  Methode  läßt  sich  auch  auf  die  Schwingungen  einer 
elastischen  Platte  anwenden,  die  nicht  vollständig  homogen  oder 
nicht  vollständig  kreisförmig  ist  Dies  ist  von  Zenneck  durch- 
geführt und  durch  schöne  Beobachtungen  bestätigt  worden  (An- 
nalen  der  Physik  und  Chemie.     Neue  Folge,  Bd.  67,  1899). 
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Sch\7lngrung:eii  einer  Membran. 


§97. 
Differentialgleichungen  der  schwingenden  Membran. 

Eine  Membran  ist  ein  elastischer  Körper  Ton  der  Gestalt 
eines  dünnen  Häutchens,  der  einer  Biegung  keinen  Widerstand 
entgegensetzt,  wohl  aber  einer  Ausdehnung.  Eine  solche  Membran 
sei  in  einer  gegebenen  festen  Randkurve  durch  eine  längs  des 
Randes  überall  konstante  Zugkraft  F  ausgespannt,  und  wir 
nehmen  an,  daß  sie  im  Gleichgewichtszustande  in  einer  Ebene 
liegt,  die  wir  zur  xy-Ebeue  machen. 

Für  das  Gleichgewicht  sind  dann  die  molekularen  Druck- 
kräfte durch  §  70  (4)  bestimmt: 

.  Xl  =  F,     Yi  =  P,    Z?=0, 

^  ^  YS=  0,      Z«  =  0,     X«  =  0. 

Wenn  die  Membran  durch  eine  anfängliche  Störung  aus  der 
Gleichgewichtslage  herausgebracht  ist,  wobei  wir  den  Rand  fest- 
halten wollen,  so  wird  sie  Schwingungen  ausführen,  wobei  sich 
dann  auch  die  Druckkräfte  mit  der  Zeit  ändern.  Wir  nehmen 
an,  daß  bei  der  Bewegung,  die  wir  immer  als  unendlich  klein 
ansehen,  auch  die  Druckkräfte  nur  unendlich  wenig  von  den 
in  (1)  angegebenen  Werten  für  das  Gleichgewicht  abweichen. 
Diese  unendlich  kleinen  Abweichungen  sind  Funktionen  von  x,  y. 
Wir  setzen  voraus,  daß  sie  von  z  unabhängig  sind. 

Gegen  die  Oberfläche  der  Membran  sollen  keine  äußere 
Druckkräfte  wirken.  Bezeichnen  wir  mit  n  die  Richtung  der 
Normalen  an  der  Oberfläche  der  bewegten  Membran  in  ihrer 
augenblicklichen  Lage,  so  genügen  die  Druckkräfte  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung  den  Gleichungen  §  61  (11): 
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Xj.  cos  (w,  x)  -f-  Xy  cos  (n,  y)  +  X,  cos  (w,  ^r)  s=  0, 

(2)    Yx  cos  (n,  x)  -f-  Yy  cos  (n,  y)  +  T,  cos  (w^  js]  =  0, 

Z.  cos  (w^  a:)  +  Zy  cos  (w,  y)  -|-  Z,  cos  (n,  jer)  =  0. 

Es  mögen  nun  «,  t;,  ti;  die  Komponenten  der  unendlich  kleinen 
Verschiebung  sein,  die  ein  Punkt,  der  in  der  Gleichgewichtslage 
die  Koordinaten  o;,  y,  0  hat,  zur  Zeit  t  erfahren  hat,  so  daß 
X  -^  u^  y  -\-  v^  10  die  Koordinaten  dieses  Punktes  zur  Zeit  t  sind. 
Bis  auf  unendlich  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  können  wir 
dann  w  auch  als  die  momentane  Erhebung  der  Membran  an  der 
Stelle  or,  y  zur  Zeit  t  über  die  ;ry-Ebene  betrachten,  und  es  ist 
dann  w  eine  Funktion  von  x^  y,  durch  die  die  ^er- Ordinate  der 
Oberfläche  der  Membran  in  ihrer  augenblicklichen  Gestalt  dar- 
gestellt ist 

Nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  ist 
dann 

cos(w,  ä:)  =  —  cos(n,  js)  — , 
cos  (w,  y)  =  —  cos  (w,  js)  g-. , 
co8(n,  z)  = 


i^ + o'+ (0 


Mit  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen  Größen  höherer 
Ordnung  kann  man  also 

C08(fl,  z)  =  1,      cos(n,  x)  =  —  j^,      cos(w,  y)  =  _  — 

setzen.    Es  sind  aber  nach  der  Voraussetzung 

dw        dw        ^         P       V         p 
8^'       8y'      ^'-^'       J^K  — ^, 

Xy    =      Yjr,  Zx    =    Xjr,  Zy    =      Yg^  Zg 

unendlich  kleine  Größen  erster  Ordnung,  und  es  folgt  also  aus 

(2)  mit  Vernachlässigung  von  Größen  höherer  Ordnung: 

ex 

(3)  z  =  P  — 

^  dy 

Zg  =0, 

Biem»nn-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.   II.    6.  Aufl.  -^ß 
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von  denen  -die  letzte  besagt,  daß  Zg  unendlich  klein  Yon  einer 
höheren  Ordnung  ist. 

Die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  erhalten  wir  nun 
aus  der  letzten  der  Gleichungen  §  61  (10): 

(4)  pZ+|^+|5!  +  |^  =  0, 

^  '  ^       *    dx     ^     dy         djs 

wenn  wir  —  Z  durch  die  Beschleunigung  ersetzen,  für  die  wir, 
mit  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen  Größen  höherer  Ord- 
nung, d^w/di^  setzen  können.    So  finden  wir  nach  (3): 

^^>  ^-ä^^^fe  +  ä?;'    • 

oder  wenn  wir  P/q  =  e^  setzen: 

Hierzu  kommen  die  Nebenbedingungen 

(7)  u?  =  0    für  den  Rand  der  Membran, 

(8)  w  =  f(x,  y),     1^  =  F{x,  y)  für  «  =  0, 
wenn  /",  F  gegebene  Funktionen  von  x^  y  sind. 

§98. 
Die   einfachen  Töne   der  Membran. 

Um  die  Methode  der  partikularen  Integrale  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung (6)  des  vorigen  Paragraphen  anzuwenden,  setzen  wir: 

(1)  w  =  e«*«'  W, 

worin  Ä  eine  Konstante,  W  eine  Funktion  von  :r,  y  allein  be- 
deutet. Dann  ergibt  sich  für  W  die  partielle  Differential- 
gleichung: 

Die  Konstanten  k  nehmen  wir  reell  an,  da  sonst  in  dem 
Ausdruck  (1)  w  mit  wachsendem  f,  dem  absoluten  Werte  nach, 
entweder  unbegrenzt  wachsen  oder  gegen  Null  abnehmen  würde. 
Beides  ist  unzulässig,  wenn  die  partikulare  Lösung  (1)  dem  Satze 
von  der  Energie  entsprechen  soll.  Aus  der  Forderung,  daß  die 
partikulare  Lösung  der  Grenzbedingung  §  97  (7)  genügen  soll, 
folgt  die  Grenzbedingung  für  die  Funktion  W\ 
(3)  T^  =  0    für  den  Rand  der  Membran. 
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Wir  werden  sehei^  daß  diesen  Bedingungen  nur  für  gewisse, 
wenn  auch  unendlich  viele  Werte  der  Eonstanten  k  genügt 
werden  kann.  Sind  diese  Werte  bestimmt,  so  bilden  wir  die 
Summe 

worin  die  Au  noch  unbestimmte  Eonstanten  sind,  die  aus  den 
Bedingungen  des  Anfangszustandes 

(5) 

zu  bestimmen  sind. 

Damit  der  Ausdruck  (4)  reelle  Werte  ergibt,  müssen  darin 
je  zwei  konjugiert  imaginäre  Glieder  vorkommen.  Dadurch  zer- 
fällt (4)  in  eine  Summe  von  Gliedern,  deren  jedes  in  bezug  auf 
t  periodisch  ist.  Die  Periode  hängt  aber  außer  von  c  auch 
noch  von  dem  betreffenden  Werte  von  k  ab.  Die  Periode  eines 
jeden  dieser  Glieder  entspricht  der  Schwingungsdauer  eines  ein- 
fachen Tones,  den  die  Membran  bei  geeigneter  Erregimg  zu 
geben  vermag,  und  im  allgemeinen  werden  alle  diese  Töne  gleich- 
zeitig ansprechen.  Unter  diesen  Tönen  ist  der  tiefste  der,  der 
dem  kleinsten  Werte  von  k  entspricht.  Dieser  heißt  der  Grund- 
ton der  Membran,  die  anderen  die  Obertöne.  Diese  Ober- 
töne sind  aber  nur  dann  zu  dem  Grundton  oder  untereinander 
harmonisch,  wenn  die  entsprechenden  Werte  von  k  in  ratio- 
nalen Verhältnissen  stehen,  wie  es  bei  den  Schwingungen  der 
homogenen  Saite,  im  allgemeinen  aber  nicht  bei  der  Membran 
der  Fall  ist. 

Ehe  wir  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Differentialgleichung 
(2)  eingehen,  behandeln  wir  einige  besondere  Fälle. 

§99. 
Rechteckige  Membran. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  daß  die  Membran  durch 
ein  Rechteck  von  den  Seitenlangen  a,  b  begrenzt  ist  und  legen 
den  Eoordinatenanfangspunkt  der  x,  y  in  eine  Ecke  dieses  Recht- 
ecks, die  ;r-Achse  in  die  Seite  a,  die  i/-Achse  in  die  Seite  b. 

16* 
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Wir  suchen  wieder  partikulare  Lösungen  der  Differential- 
gleichung §  98  (2),  die  aus  einem  Produkt  einer  Funktion  ron 
X  und  einer  Funktion  von  y  bestehen,  und  finden  leicht 

sin ax%\VL ßy,    cos ax  sin  ßy^    sin ax  cos ßy^    cos ax  cos ßy^ 

wenn  a,  ß  zwei  Eonstanten  sind,  die  der  Bedingung 

(1)  fca  =  «8  +  /ja 

entsprechen.      Von    diesen  vier   partikularen   Lösungen  hat  nur 
die  erste 

(2)  sinao:  sinßy^ 

die  Eigenschaft,  an  den  beiden  Randlinien  x  =  0  und  y  =  0  zu 
verschwinden. 

Damit  diese  aber  auch  an  den  beiden  Randlinien  o;  =  a 
und  y  =  b  yerschwinde,  müssen  die  Konstanten  a,  /3  die  Form 
haben 

(3)  «=  V    ^-T' 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,   die  wir  positir  annehmen 
können.    Aus  (l)  ergibt  sich  dann  für  h  der  Ausdruck: 

Diese  Formel  stellt  unendlich  viele,  aber  diskrete  Werte  von 
k  dar,  die  von  deü  Dimensionen  des  Rechtecks  abhängig  sind. 

Jeder  dieser  Werte  von  k  entspricht  einer  einfachen  perio- 
dischen Schwingung  mit  der  Schwingungsdauer 

(5)  T=T^,=^=  ^ 


kc 


\/  —  4-  **^' 


und  man  erhält  dieser  Schwingungsdauer  entsprechend  die  parti- 
kularen Lösungen  der  Hauptgleichung  §  97,  (6): 

,^.  2xt    .        ^x    ,       7cy  2nt    .       nx    ,      ny 

(6)  cos  -Tir  sin  m  —  sm  w  -~ ,    sin  —^7-  sm  m  —  sin  n  -^  • 
^  ^  T  a  0  1  a  0 

Sind  A  =  Äm^  H  und  B  =  B^,  n  konstante  Koeffizienten,  die 
mit  m  und  n  wechseln,  so  ist  die  allgemeine  Lösung: 

/«\  ^/^         2;r^    ,     „    .     27ct\    .        xx    ,       ny 

(7)  w  =  ^  (  A  cos  —j, — h  B  sin  -^  j  sin  m  —  sin  n  -^ , 

1,    OB 

und  die  Konstanten   ^  und  B  werden  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 
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^     A  sinm  —  sinn  -f  =  f(x,  y) 

2j  -jt-  smw—  sinn  -g^  =  JP(a:,  j/) 

bestimmt,  wenn  man  die  gegebenen  Funktionen  f(x^  y)^  F(x^  y) 
durch  Fouriersche  Doppelreihen  darstellt. 
Man  findet,  wenn  man  mit 

sinm  —  smn  -^  dxdy 
multipliziert  und  über  die  Fläche  des  Rechtecks  integriert: 

a    h 

^m,n  =     ^  J   1  A^*?, y) siB w  ^  sin n  ^  dxdy, 
Bn,^n  =  -^^\   \F(x,y)Qmm  ^  sinn  ^  dxdy. 


U     0 


§100. 
Harmonische  Obertöne. 

Wir  fragen,  welche  unter  den  einfachen  Tönen  der  Membran 
untereinander  harmonisch  sind,  oder  mit  anderen  Worten,  welche 
der  durch  §  99  (4)  dargestellten  Werte  yon  k  untereinander  in 
rationalem  Verhältnis  stehen. 

Es  seien  also  k,  k'  zwei  solche  Werte,  die  den  ganzen 
Zahlen  m,  n  und  m\  n'  entsprechen,  und  k:V  =  h:h',  worin  h 
und  h'  positive  ganze  Zahlen  sind,  die  wir  ohne  gemeinschaft- 
lichen Teiler  annehmen  können.    Dann  ist 

(')  ^-i^  +  '^-H^  +  v)' 

also 

und  wenn  nun  a^  und  b^  nicht  in  einem  rationalen  Verhältnis 
stehen,  so  müssen  beide  Seiten  von  (2)  verschwinden,  also 

m  n  h 

Wenn  wir  m  und  n  ohne  gemeinschaftlichen  Teiler 
annehmen,  so  folgt  hieraus,  wenn  {  eine  ganze  Zahl  ist: 
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(3)  m'  =  Im,    n'  =  In, 

und  es  ergibt  sich  also  eine  Reihe  yon  harmonischen  Tönen  aus 

t,    2/r,    3*,    4Ä  ...        (*) 

wenn  h  dadurch  gebildet  ist,  daß  für  m,  n  in  §  99  (4)  irgend 
zwei  positive  relative  Primzahlen  genommen  werden. 

Wir  bekommen  dann  eine  Reihe  (k)  von  harmonischen 
Tönen,  von  denen  wir  den  ersten,  fe,  als  den  (relativen)  Grund- 
ton  bezeichnen  können.  Den  absolut  tiefsten. Ton  (Grundton  der 
Membran)  erhalten  wir,  wenn  wir  m  =  1,  n  =  1  setzen. 

Nehmen  wir  nun  irgend  ein  anderes  Paar  relativer  Prim- 
zahlen nii,  fij,  so  erhalten  wir  eine  zweite  Reihe  (ä^)  möglicher, 
harmonischer  Töne: 

Äi,      2Äi,      3«"!,      4^1,  ...        (kl) 

und  so  fort,  zu  jedem  Paar  relativer  Primzahlen  m,  n  eine  Reihe 
harmonischer  Töne;  und  wenn  a^  6'  nicht  in  rationalem  Ver- 
hältnis stehen,  so  sind  je  zwei  Töne  verschiedener  Reihen 
nicht  harmonisch« 

Anders  ist  es  aber,  wenn  a^  und  b^  in  einem  rationalen 
Verhältnis  stehen.  Dann  können  auch  die  Töne  verschiedener 
Reihen  harmonisch  sein. 

Setzen  wir  unter  dieser  Voraussetzung 

(4)  .^:^  =  „:^, 

worin  a,  ß  positive  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind, 
so  lautet  die  Bedingung  (1)  für  die  Harmonie  zweier  Reihen  (A;) 
und  {k'): 

(5)  Ä'«(am2  +  /3n«)  =  h^{am'^  +  /Sn'a). 

Wenn  irgend  zwei  Töne  einer  Reihe  (k)  untereinander  har- 
monisch sind,  so  sind  je  zwei  Töne  dieser  Reihe  harmonisch,  und 
wenn  also  ein  Ton  der  Reihe  (k)  mit  einem  der  Reihe  (k')  har- 
monisch ist,  so  ist  jeder  Ton  der  einen  Reihe  mit  jedem  der 
anderen  harmonisch.  Wir  nennen  dann  die  beiden  Reihen  har- 
monisch. Suchen  wir  also  alle  zu  einer  bestimmten  Reihe  (k) 
harmonischen  Reihen  (%')  auf,  so  können  wir  in  (5)  m  und  n 
relativ  prim  annehmen,  und  erhalten,  wenn  wir 

Am'  =  X,     hn'  =  y,     V  =  e 
setzen,  aus  (5)  die  Gleichung: 
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(6)  yz^  =  ax^  +  /Sy«, 

und  es  kommt  also  auf  die  Lösung  der  zahlentheoretischen  Auf- 
gabe an: 

alle  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung  (6) 
ia  ganzen  Zahlen  ;r,  y,  z  zu  finden,  wenn  a,  /3,  y 
gegebene  ganze  Zahlen  sind. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  dadurch  vereinfacht,  daß  man 
eine  Lösung  von  (6)  kennt,  nämlich  z  =  1,  x  =  m,  y  =  n^). 

Um  alle  einfachen  Töne  der  Membran  zu  finden,  die  unter- 
einander gleiche  Schwingungsdauer  haben,  hat  man  also  alle 
ganzzahligen  Werte  x^  y  zu  ermitteln,  die  dem  Ausdruck 

ax^  -f-  ßy^ 

einen  und  denselben  ganzzahligen  Wert  y  erteilen,  worin  a,  ß  die 
aus  (4)  zu  entnehmenden  ganzen  Zahlen  sind,  oder,  wie  man 
sich  in  der  Zahlentheorie  ausdrückt,  alle  Darstellungen  einer 
Zahl  y  durch  die  quadratische  Form  ax^  -|-  ßy^  zu  fijiden.  Die 
Anzahl  dieser  Darstellungen  ist  immer  endlich,  weil  es  nur  eine 
endliche  Anzahl  ganzer  Zahlen  geben  kann,  für  die  die  positive 
ganze  Zahl  ax^  -{-  ßy^  eine  gegebene  Grenze  nicht  überschreitet. 
Wir  wollen  hier  auf  diese  zahlentheoretische  Aufgabe  nicht  näher 
eingehen,  für  die  wir  auf  den  IV.  Abschnitt  von  Dirichlet- 
Dedekinds  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  verweisen,  und  be- 
gnügen uns  damit,  für  den  besonderen  Fall  a  =  /3=  1,  also 
für  die  quadratische  Membran,  ein  Paar  einfache  Beispiele 

anzuführen. 

2  =  P  4-  1«, 

5  =  1»  +  2«  =  22  +  l«, 

(7)  10=  1«  4-  3'  =  32-}-  1% 

65  =  12  +  8«  =  8«  4-  P, 

=  42  4"  '^^  =  '^^  +  ^^• 

§  lOL 
Knotenlinien. 

Eine  einfache  Schwingung  der  rechteckigen  Membran  wird 
dargestellt  durch  ein  einzelnes  Glied  der  Summe  §  99  (7): 


^)  ^fS}'    über    die   zahlentheoretische   Aufgabe   Dirichlet-Dedekindr 
yorlesmigen  über  Zahlentheorie,  4.  Aufl.,  §  156. 


248  Dreizehnter  Absohnitt.  §101. 


(1)  W  =  {A  cos  —r, — h  -osin  -^-  j  smm  —  ßinn 

worin  die  Schwingungsdauer 

(2)  T=  " 


nx    .       ny 
sinn  —^ 

0 


1^  a«  ^  62 
ist.    Setzen  wir 

A  =  M  &mJ^    B  =  M  cos  ^/, 

worin  M  eine  positive  Konstante,  z/  einen  zwischen  0  und  2n 
gelegenen  Winkel  bedeuten  möge,  so  erhalten  wir: 

(3)  W  =  M  sin  ßp  +  z/)  sinm  ^ 

M  heißt  die  Amplitude  der  Schwingung  und  die  Größe 
-s — |-  ^,  oder  vielmehr  ihr  Überschuß  über  das  nächst  kleinere 

Vielfache  von  2n  die  Phase.  Indem  man  den  Anfangspunkt 
der  Zeit  oder  die  Phase  um  eine  konstante  Größe  ändert,  erhält 
man  endlich  aus  (3): 

/^\  TTr        UM    '     27tt  71 X  ny 

(4)  >r  =  iii  sin  —ffr  sin  m  —  sm  n  -j^ , 
^  ^  Tab 

und  man  sieht  daraus,  daß  W  über  die  ganze  Membran 
gleich  Null  ist,  wenn  t  gleich  einem  Vielfachen  von 
ITist 

Wenn  andererseits  x  gleich  einem  Vielfachen  von  alm  oder 
y  gleich  einem  Vielfachen  von  h/n  ist,  so  ist  W  für  alle  Zeit 
gleich  Null.  Wir  haben  also  zwei  Systeme  gerader  Linien,  die 
den  Seiten  des  Rechteckes  parallel  sind,  in  denen  die  nach  der 
Formel  (4)  schwingende  Membran  dauernd  in  Ruhe  bleibt  Solche 
Linien  heißen  Knotenlinien.  Sie  teilen  die  rechteckige  Mem- 
bran in  mn  rechteckige  Felder  von  den  Seiten  a/m,  i/n,  und 
W  ist  in  benachbarten  Feldern  zu  jeder  Zeit  abwechselnd  positiv 
und  negativ. 

Wenn  nun  bei  einer  zusammengesetzten  Schwingung,  die 
durch  eine  Summe  mehrerer  Ausdrücke  der  Form  (3) 

dargestellt  wird,  Knotenlinien,  d.  h.  Linien,  in  denen  w  dauernd 
gleich  Null  ist,  vorhanden  sein  sollen,  so  muß  der  von  der  Zeit 
abhängige  Faktor 
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sin 


-(t  +  ^) 


in  allen  Gliedern  der  Summe  (4)  derselbe  sein.  Es  muß  also 
die  Schwingungsdauer  T  und  die  Phase  in  allen  Gliedern  der 
Summe  (4)  dieselbe  sein.  Es  kann  dies,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  vorkommen,  wenn  a^  und  b^  in  rationalem  Verhältnis  stehen, 
und  man  erhält  unter  dieser  Voraussetzung  als  Bedingung  für 
die  Knotenlinien: 

(5)  ^  JK  sin  -_  8m  -^  =  0, 

worin  sich,  wenn  —  :  —  r=  a:ö  ist,  die  Summe  auf  alle  Werte 

m,  n  erstrecken  kann,  für  die  am^  -|-  ßn^  einen  und  denselben 
Wert  y  hat  Da  jedes  Glied  der  Summe  (5)  mit  einem  be- 
liebigen Faktor  M  multipliziert  sein  kann,  so  ist  in  der  Glei- 
chung (5)  eine  große  Menge  von  möglichen  Gestalten  von  Knoten- 
linien oder,  wie  man  auch  sagt,  von  Klangfiguren  enthalten, 
deren  Diskussion  aber  nicht  ganz  einfach  ist  Wir  wollen  einige 
Beispiele  betrachten. 

§102. 
Klangfiguren.    I.  Beispiel. 

Nach  §  100  (7)  ist  5  =  1»  +  2«  =  2«  +  1»,  und  wir  erhalten 
also  aus  (5)  §  101,  wenn  wir  der  Einfachheit  halber  a  =  b  =  Jt 
setzen, 

M  sin  iT  sin  2  y  +  ^'  si^  2  x  sin  y  =  0 
oder 

(1)  sinrc  siny  {M  cosy  +  ^'  cosa:)  ==  0; 

der  Faktor  sin  x  sin  y  verschwindet  nur  am  Rande  und  eine  freie 
Knotenlinie  erhalten  wir  also  aus  der  Gleichung 

M  cosy  -(-  M'  cosiT  =  0, 

setzen  wir  M'  =.  —  A3f,  so  ergibt  sich  daraus: 

(2)  cosy  =  X  cosa;, 

und  wir  können,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  X  als  einen 
positiven  echten  Bruch  annehmen.  Die  übrigen  Fälle  werden 
durch  Vertauschung  von  x  mit  jt  —  x  oder  von  x  mit  y  auf 
diesen  zurückgeführt. 
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Da  (2)    für  x  :=zy  =z  n/2   befriedigt  ist,  so  geht  die  ge- 
suchte Linie  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrates.    Für  ^  =  0 
Fig.  41.  ^^^  X  =  n  wird 

y  =  arc  cos  A,      y  =  ar  —  arc  cos  A, 

während  für  y  =  0  kein  reeller  Wert 
von  X  vorhanden  ist.  Die  Knotenlinie 
hat  ungefähr  die  Gestalt  der  Kurve  (iv  in 
der  Fig.  41.  Sie  besteht  aus  zwei  kon- 
gruenten Zweigen,  deren  Tangente  im 
Mittelpunkte  unter  dem  Winkel  arc  tg  k 
gegen  die  rr- Achse  geneigt  ist,  und  die 
die  Grenzlinie  bei  ii  und  v  rechtwinklig  schneidet.  Wird  A  =  0, 
so  geht  diese  Kurve  in  die  Gerade,  y  =  ot/2  über,  und  wenn 
A  =  1  ist^  in  die  Diagonale  des  Quadrates. 


§  103. 
II.  Beispiel. 

10  =  12  +  3«  =  32  +  12. 

Die  Gleichung  für  die  Knotenlinie  wird: 

M  sina;  8in3j/  +  -^'  si^J/  sin  3a:  =  0, 

oder  nach  Abwerfung  des  Faktors  sinx  siny,  dessen  Verschwinden 
die  Randiinien  darstellt,  mit  Rücksicht  auf  die  trigonometrische 
Formel 

sin3a;  =  8inj;(4co82a;  —  1)  =  sina;(2co82x  -\-  1), 
sin  3 y  =  sin  y  (4 cos^ y  —  1)  =  sin y  (2  cos  2y  -|-  1 ), 

wenn  wieder  M'  =  —  AM  gesetzt  wird: 


(1) 


cos» 


y- j  =  A(^cos2a^-l) 


Man  sieht,  daß  alle  in  der  Gleichung  (1)  enthaltenen  KuiTen 
durch  die  vier  Punkte 


Ä      2ä 

^~  3'    T' 


7C      2n 

^  ~  3'     T 


hindurchgehen. 

Bei  der  Diskussion  dieser  Gleichung  kann  man  A  als  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Bruch  (einschließlich  + 1)  betrachten, 
da  die  anderen  Fälle  auf  diesen  durch  Vertauschung  von  x  und 
y  zurückgeführt  werden.    Die  Randlinien  y  =  0,  y  =  ar  werden 


§103. 


Klang  f  ig  uren. 
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dann  von  keiner  dieser  Kurven  geschnitten,  weil  für  solche  Schnitt- 
punkte cos^o;  >>  1  oder  negativ  ausfallen  würde. 

Die  Schnittpunkte    der    Randlinien    x  =  0^  x  =  n  erhält 


man  aus 


1  +  ^^ 
cos^  y  =  — ^-j — 


und  diese  Schnittpunkte  werden  also  reell,  wenn  A  >»  —  1/3  ist. 
Liegt  also  l  zwischen  —  1  und  — 1/3,  so  verläuft  die  Knoten- 

Fig.  42.  Fig.  43.  Fig.  44. 


X  =  -l 


A=-4 


Fig.  46. 


Fig.  47. 


linie  ganz  im  Innern  des  Rechteckes.  Die  Figuren  42  bis  48 
geben  die  ungefähren  Gestalten  einiger  dieser  Klangfiguren,  die  in 
der  Reihenfolge  der  aufsteigenden  Werte  von  k  geordnet  sind. 
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§  104. 

Kreisförmige  Membran. 

Wenn  die  Membran  durch  einen  Kreis  begrenzt  ist,  so  führt 
man  zur  Integration  der  Differentialgleichung  (2),  §  98  Polar- 
koordinaten r,  (p  in  der  xy-Ehene  ein.  Man  erhält  nach  Bd.  I, 
§  44  (4): 

Hat  die  Membran  die  Gestalt  eines  vollen  Kreises  vom 
Radius  a,  so  muß  W  endlich  bleiben,  wenn  r  die  Werte  von 
0  bis  a  durchläuft,  und  muß  dieselben  Werte  wieder  annehmen, 
wenn  q>  um  2n  wächst.  Wir  werden  also  die  partikularen  Lö- 
sungen von  (1)  in  der  Form 

(2)  TF=jBe»"y 

annehmen,  worin  m  eine  ganze  Zahl  und  M  eine  Funktion  von 
r  allein  ist,  für  die  sich  aus  (1)  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

d    — 

oder 

^  ^  dr^  ^    r    dr  ^   \  r^ ) 

ergibt.  Man  erkennt  hierin  die  Differentialgleichung  der  Bess ei- 
schen Funktion  Jmi^r)  (Bd.  I,  §  72  (12)],  und  diese  Funktion 
Jm(kr)  ist  die  einzige  Lösung  dieser  Differentialgleichung,  die 
für  r  =  0  endlich  bleibt 

Es  ist  also,  wenn  C  eine  Konstante  bedeutet, 

(5)  W=  CJm(lcr)ei^9 

zu  setzen,  und  damit  diese  Funktion  am  Rande  der  kreisförmigen 
Membran,  also  für  r  =  a  verschwinde,  ist  h  aus  der  transzen- 
denten Gleichung 

(6)  J^Qca)  =  0 

zu  bestimmen.  Diese  transzendente  Gleichung  haben  wir  im 
§  74  des  ersten  Bandes  näher  untersucht.  Wir  haben  dort  ge- 
sehen, daß  die  Gleichung  Jm(^)  =  0  unendlich  viele,  aber  nur 
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Kreisförmige  Membran. 
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reelle  Wurzeln  hat,  von  denen  wir  nur  die  positiven  zu  berück- 
sichtigen brauchen.   Wir  wollen  sie,  der  Größe  nach  geordnet,  mit 

und  allgemein  mit  i^n  bezeichnen.  Dann  haben  wir  für  k  einen 
der  Werte 

a 

zu  setzen,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  zu  der  reellen  Form  über- 
gehen, und  mit  Am^m  Sm,n^  ^V«)  ^«»,n  willkürliche  Konstanten 
bezeichnen,  den  allgemeinen  Ausdruck  von  w  in  der  Form: 

knt.nCt 
Am,n   COS  -^^ COSm^ 


(7)       u,=  ±±J^(^) 

m=0  «  =  1  ^ 


a 


+  5^,  cos  ^"•-''* 


a 


+  C«,,  sm.^"'-''' 


a 


sinrntp 


cos  mq> 


+  Dni^n  sin  -^ —  sinwqpi). 


a 


§105. 
Bestimmung  der  Konstanten. 

Die  Konstanten  J^^n  •••)  die  in  dem  Ausdruck  (7)  §  104 
für  to  noch  unbestimmt  bleiben,  sind  aus  dem  Anfangszustande, 
d.  h.  aus  den  Werten  Ton  w  und  dvojdt  für  ^  =  0  zu  bestimmen. 
Wenn  f ür  ^  =  0 

(1)  u>  =  f{r,  ip) 

ist,  so  ergibt  sich  aus  (7)  für  t  =  0,  wenn  wir  zur  Vereinfachung 
a  =  l  setzen: 

m,  n 

(2)  /*(r,  q))  =  ^Jm(^,nr)  (i4„,„  cosmqp  +  Bn^n  sinmy). 

Hieraus  können,  ähnlich  wie  bei  der  Fourierschen  Reihe, 
die  Koeffizienten  ilm,N)  Sn^^n  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
gedrückt werden.  Es  ist  nämlich  für  irgend  zwei  ganze 
Zahlen  m,  m': 


*)  Ein  nützliches  Hilfsmittel  fär  die  Berechnung  der  Wurzeln  A^  ^  und 

überhaupt  für  numerische  Berechnungen  auf  dem  Gebiete  der  Funktionen- 
theorie bildet  das  1909  erschienene  Werk  von  Jahnke  und  Emde, 
«Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven"  (Teubner,  Leipzig  u.  Berlin). 


I 
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2x 

cosm^  smm'tpdq)  =  0, 

u 

femer,  wenn  tn  nicht  gleich  Null  ist: 

2n  27t 


2 

\ 


I  cos^inq)d(p  ==  I  ain'm^d^  =  n 


0  0 

und  wenn  m  von  m'  verschieden  ist: 

2n  2x 


I  cos9n<p  cosfn!(pdq>  =  0,      |  sinmq)  mifn'q)dq)  =  0. 

u  0 

Hieraus  ergibt  sich  für  ein  feststehendes  m: 


23t 

1  r 


(3) 

0 

wobei  in  der  ersten  dieser  Formeln  für  m  =  0  die  rechte  Seite 
noch  durch  2  zu  dividieren  ist 

Desgleichen  wenden  wir  die  Formel  an: 

^«/m(a)e/m+l(/3)  —  «  J«  (^)  e/«  +  i  («) 

=  (/32  —  «2)  I  J«(«r)e/^(/3r)rdr, 

u 

die  wir  im  §  73,  II  des  ersten  Bandes  bewiesen  haben.    Aus  ihr 

folgt,    wenn    A«^«    und    k^^^    zwei    verschiedene    Wurzeln    von 

J„  (A)  =  0  sind : 

1 

(5)  Jm{km,nr)  Jtn{km,n'r)r dr  =  0, 

0 

und  durch  den  Grenzübergang,  wie   er  in  Bd.  I,  §  73,  IV  ge- 
macht ist  [Bd.  I,  §  72  (10)]: 
1 

(6)  [  [J„ik„,nr)]'rdr  =  —  |  ./;(A«.,„)  J«+i  (Am..) 


U 


—        2 '-''^■^^  (^•».♦O?* 
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Danach  erhält  man  ans  (3): 

1    ix 

(7) 


1     2x 


u    u 

worin  wieder  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Formel  im  Falle 
m  =  0  durch  2  zu  dividieren  ist. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Konstanten  Om^nf  ^m.n 
aus  der  die  Anfangsgeschwindigkeit  darstellenden  Funktion  ab- 
leiten. 

§  106. 
Klangfiguren. 

Eine  einfache  Schwingung  wird  bei  der  kreisförmigen  Mem- 
bran durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(1)  W^M  sin  (^  +  ^)  Jn.  (^)  sin m(9  -  <p,) 

dargestellt,  worin  die  Schwingungsdauer 

(2)  T=??=2.a 


cli        cX 


m.H 


ist.  Der  Ausdruck  (1)  verschwindet  aber,  von  t  unabhängig, 
außer  am  Rande  noch,  wenn 

(3)  ^  ~  ^°  =";^ 

und  wenn 

worin  h  eine  ganze  Zahl  und  k^^^'  irgend  eine  Wurzel  von  «7«, 
bedeutet,  die  kleiner  ist  als  Am,«.  Als  Knotenlinien  erhält  man 
also  aus  (3)  ein  System  von  m  Radien,  und  aus  (4)  ein  System 
von  n  —  1  konzentrischen  Kreisen. 

Außer  diesen  wären  nach  (2)  Knotenlinien  nur  dann  möglich, 
wenn  k^^^  ■=  A,n',n'  wäre,  für  irgend  zwei  voneinander  verschiedene 
m,  m',  also  nur  dann,  wenn  zwei  verschiedene  Funktionen  J^  und 
Jfn»  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  hätten.  Daß  dies  der  Fall  ist, 
ist  sehr  unwahrscheinlich. 
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§107. 
Elliptische  Membran. 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung,  auf  die  wir  da«  Pro- 
blem der  schwingenden  Membran  zurückgeführt  haben, 

(1)  V^  +  Vr  +  Ä«  TT  =  0 

elliptische  Koordinaten  einführen  wollen,  so  können  wir  nach 
Bd.  I,  §  55 

(2)  X  -\-  yi  =^  cos(m  -|-  tu), 

also 

,  .  a;  =  cosu  costv, 

y  =  i  sin  u  sin  iv 

setzen,  so  daß  konstante  Werte  von  t;  Ellipsen  entsprechen,  unter 
denen  eine,  v  =  Vq^  als  Grenze  der  Membran  betrachtet  werden 
möge.    Aus  der  Formel 

dx^  -(-  dy^  =  sin(u  -|-  »v)  8in(u  —  iv)  (du*  -\-  dv*) 
=  (sin'u  —  sin^ii;)  (du*  -+"  ^^') 

können  wir  dann  nach  Bd.  I,  §  43  (13)  die  Transformation  des 
Differentialausdruckes 

gi  W       d*  W 

dx*  ^   dy* 
ableiten,  wenn  wir 

e  =  e^  =  sin^w  —  sin^it;,    e"  =  1 

setzen.  Wir  erhalten  so  die  Differentialgleichung  (1)  in  der 
Gestalt: 

Setzen   wir,  um   partikulare  Lösungen   dieser  Gleichung  zu 
erhalten, 

(5)  W=  VV 

und  nehmen  an,  daß  U  nur  von  u,  V  nur  von  t;  abhänge,  so 
ergibt  sich  aus  (4)  durch  Division  mit  ü  V: 

U  du*  ^  y    dv*    ^  ' 
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und  da  hier  die  linke  Seite  nur  von  ti,  die  rechte  nur  Ton  v  ab- 
hängt, 80  müssen  beide  Seiten  gleich  einer  Konstanten  — A  sein. 
Man  erhält  so  für  V  und  V  die  beiden  linearen  Differential- 
gleichungen 2ter  Ordnung: 

^-(*«8m«it;4-A)F  =  0.         • 

Die  Integration  dieser  beiden  linearen  Differentialgleichungen 
in  geschlossener  Form  gelingt  aber  nicht. 

§  108. 
Parabolische  Begrenzung. 
Wenn  wir  zwei  Variable  m,  v  durch  die  Substitution 

(1)  x-\-iy  =  l   (u  +  ivy 
oder 

(2)  ^  "^  q  (^^  ""  ^^)»    y  =  UV 

einführen,  so  ergibt  sich  durch  Elimination  von  v  und  von  u: 

0>      .=i(.'-S),    .=i(S— ). 

woraus  zu  ersehen  ist,  daß  sowohl  konstanten  Werten  von  u  als 
auch  konstanten  Werten  von  v  Parabeln  entsprechen.  Alle 
diese  Parabeln  haben  ihren  Brennpunkt  im  Koordinatenanfangs- 
punkte und  ihre  Achse  in  der  Richtung  der  rr-Achse.  Die  kon- 
kaye  Seite  liegt  bei  den  ersteren  nach  der  Seite  der  negativen  x^ 
bei  den  letzteren  nach  der  Seite  der  positiven  x.  Eine  Membran 
kann  etwa  begrenzt  werden  durch  eine  Parabel  der  einen  und 
eine  der  zweiten  Art,  u  =  u^,  v  =  v^  (oder  auch  durch  drei  und 
vier  Parabeln). 

Aus  (1)  ergibt  sich:  * 

dx^  -f  dya  =  («2  -|-  v^)  (du^  -\-  dv^), 
und  hieraus  erhält  man,  wie  bei  den  Ellipsen: 

„2    ^    t;2   \cy,i     ~l        81-2  )' 
Biemann-Webor,  Partielle  Differentialgleichungen.    II.    5.AufL  yj 
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also  die  transformierte  Gleichang  §  98  (2): 

(*)  y^  +  |;?  +  ^"("'  +  *'*)^  =  ö- 

Setzt  man  wieder 

(5)  W=  UV 

und  nimmt  ü  nur  von  u,  V  nur  von  v  abhängig  an,  so  erhält 
man  die  beiden  Gleichungen: 

• 

worin  A  eine  Konstante  ist. 

Hier  sind  die  bei  einfachen  Schwingungen  auftretenden 
Knotenlinien  konfokale  Parabeln,  deren  Parameter  man  aus  den 
transzendenten  Gleichungen  f/  =  0,  V  =  0  erhält. 

§  109. 

Integration  der  Differentialgleichung   für  parabolische 

Begrenzung. 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung,  auf  die  wir  das 
Problem  für  den  Fall  parabolischer  Begrenzung  zurückgeführt 
haben : 

für  m2  eine  neue  Variable  einführen,  so  kommen  wir  auf  eine 
Differentialgleichung,  deren  Koeffizienten  lineare  Funktionen  der 
Variablen  sind,  und  die  sich  also  nach  §  3  durch  hypergeo- 
metrische Reihen  integrieren  läßt.  Diese  Reihen  stellen  sich  in 
imaginärer  Form  dar.  In  reelle  Form  lassen  sicli  die  be- 
stimmten Integrale  bringen,  durch  die  man  die  Funktion  U 
darstellen  kann. 

Wir  machen  zunächst  in  (1)  die  Substitution  [§  3  (8)]: 

(2)         ^  =  e^'2i^«^('^  +  iÄuxV 
^  "^  du  \äu     ^  /' 

Uu^  [rfi(2     '  du    ^    ^  J 
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wodurch  (1)  in  die  Form  übergeht: 

Wenn  man  nun  für  u^  eine  Variable  x  einführt,  indem  man 
(4)  —ihu^  =  x 

setzt,  so  ergibt  sich  aus  (3): 
...  d^X    ,    /l  \dX       n        ik\  Y       ^ 

und  dies  ist  genau  die  Form  der  Gleichung  §  6  (3),  wenn  man 
dort 

^  ^  2'        '^  "~  4        4Ä; 
setzt     Die  Integrale  sind  also  [§  6  (5),  §  7,  Is] 

oder  wenn  man    nach   §  13  (3)  zu  der  Darstellung  durch  be- 
stimmte Integrale  übergeht  und  einen  konstanten  Faktor  wegläßt: 

X,  =      Lim  fs« ~ '  (1  —  sy ~ '  ("i^)" ^  (1  —  Asa;)~  *  ds, 


0 
1 


Xa=VxLim|s*    \l  —  sy       [Yiri)    '""{i—hsx)    *ds, 

0 

und    hierin    läßt   sich    der  Grenzübergang  unter   dem   Integral- 
zeichen ausführen.     Man  erhält  so: 

(7) 

0 

und  folglich  nach  (2)  und  (4)    die  beiden  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (1): 

17* 
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(8) 

0 

Man  sieht  leicht  durch  die  Substitution  s  =  l  —  s^,  daß 
diese  Ausdrücke  für  (/i,  V^  ungeändert  bleiben,  wenn  i  mit  —  i 
vertauscht  wird,  und  so  findet  man  die  Integrale  von  (1)  in 
reeller  Form: 


(9) 

"  3 


ü,  =  t.js*     '(l-Sy     'c08[fcH«(s-l)+i^l0gj-^Jd; 


Vierzehnter  Abschnitt. 

AUgremelne  Theorie  der  Differentlalgrlelchung: 
der  schwlngrenden  Membran« 


§  110. 
Gleichgewichtslage  einer  Membran. 

Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  die  Theorie  der  Schwin- 
gungen einer  Membran  auf  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  ^u-{-k^u  =  0 

zurückgeführt,  mit  der  Nebenbedingung,  daß  u  am  Rande  einer 
gegebenen  Fläche  8  in  der  a;«/-Ebene  verschwinden  soll.  Es  be- 
deutet hierin  ^  die  Operation 

(2)  ^=i  + 


und  u  kann  aufgefaßt  werden  als  die  Ordinate  einer  krummen 
Oberfläche,  die  sich  über  der  Fläche  S  erhebt.  Wir  betrachten 
nur  solche  Lösungen  der  Differentialgleichung  (I),  bei  denen  u  und 
seine  ersten  Differentialquotienten  endliche  und  stetige  Funktionen 
von  ar,  y  ^ind. 

Wir  haben  die  Voraussetzung  gemacht,  daß  die  Verschie- 
bungen der  Membran  immer  nur  unendlich  klein  seien.  Dieser 
Voraussetzung  wollen  wir  dadurch  Rechnung  tragen,  daß  wir 
uns  u  mit  einem  unendlich  kleinen  konstanten  Faktor  behaftet 
denken.  Es  sind  dann  von  selbst  schon  die  Differentialquotienten 
dieser  Verschiebungen  gleichfalls  unendlich  klein.  Ob  wir  uns 
u  selbst  unendlich  klein  oder  ins  Endliche  vergrößert  denken,  ist 
dann  gleichgültig. 

Wir  können  auch  den  Fall  betrachten,  daß  u  am  Rande 
von  S  nicht  gleich  Null  ist,  sondern  vorgeschriebene  Werte  hat. 
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Es  würde  dann  die  Membran  nicht  durch  eine  ebene  Kurve^ 
sondern  durch  eine  Raumkurre,  die  aber  von  der  Ebene  nur 
unendlich  wenig  abweicht,  begrenzt  sein. 

Die  Gleichgewichtslage  der  Membran  wird  dann  durch 
die  Differentialgleichung 

(3)  ^w  ==  0 

und  durch  die  Grenzbedingung,  daß  u  am  Rande  Torgeschriebene 
Werte  haben  soll,  bestimmt.  Wir  wollen  zunächst  die  Eigen- 
schaften der  Lösungen  dieser  letzten  Gleichung  etwas  näher 
betrachten,  um  den  charakteristischen  Unterschied  dieser  und  der 
Gleichung  (1)  deutlich  herrortreten  zu  lassen. 

Die  Differentialgleichung  ^u  =  0  haben  wir  in  §  143  des 
ersten  Bandes  schon  betrachtet,  wo  sie  zur  Bestimmung  des  loga- 
rithmischen Potentials  diente.  Dort  handelt  es  sich  um  die 
Integration  für  das  Gebiet  außerhalb  eines  gegebenen  Flächen- 
stücks, wobei  noch  eine  Bedingung  fürs  Unendliche  hinzukam. 
Hier  betrachten  wir  immer  nur  ein  endliches  Flächenstück  S,  auf 
dessen  Grenze  s  die  Funktion  u  gegeben  ist,  von  der  wir  außer- 
dem voraussetzen,  daß  sie  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  im 
Innern  von  S  endlich  und  stetig  ist.  Dies  schließt  die  Vor- 
aussetzung ein,  daß  auch  die  vorgeschriebenen  Rand- 
werte längs  des  ganzen  Randes  endlich  und  stetig  sind 
und    überall  eine  endliche  Derivierte  haben. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  auch  hier  eine  Funktion  u,  die 
in  einem  Gebiete  jS  der  Differentialgleichung  z/u  =  0  genügt 
und  mit  ihren  ersten  Ableitungen  endlich  und  stetig  ist,  ein 
logarithmisches  Potential  (für  das  Gebiet  S)  nennen. 

Das  Mittel  der  Untersuchung  dieser  Funktionen  bildet  der 
Gaußsche  Integralsatz  [Bd.  I,  §  41  (8)]: 

1  (ll  +  If )  '^'^  =  ~  j[Xco8(«x)  4-  rco8(ny)]ds, 

aus  dem  man,  wenn  man 

V  du      ,^  du 

dx  cy 

setzt,  die  Formel  ableitet: 

worin  tc  und  u  irgend  zwei  im  Innern  von  S  stetige  Funktionen 
sind,  df^  ds  die  Elemente  der  Fläche  und  des  Randes  von  S  und 
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n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  an  ds  in  der  Ebene 
von  df  bedeutet. 

Wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  unter  allen  Funktionen  u 
mit  denselben  Randwerten  die  zu  bestimmen,  für  die  das  Integral 

den  kleinst  möglichen  Wert  hat,  so  verfahren  wir  nach  den  Vor- 
schriften der  Tariationsrechnungi). 

Man  ersetzt  u  in  Sl  durch  u  -\-  stc^  worin  a  eine  Konstante, 
w  eine  stetige  Funktion  mit  den  Handwerten  Null  bedeutet  und 
ordnet  Sl(u  -\-  €w)  nach  Potenzen  von  s : 

(e)  «(.+.„)  =  aW+2. J(|| ?f  + 1^  |)^r+.'^(»). 

Wenn  nun  £l{u)  ein  Minimum  sein  soll,  so  muß  der  Koeffi- 
zient der  ersten  Potenz  von  c,  den  wir  die  erste  Variation 
von  i$2(u)  nennen,  verschwinden,  weil  sonst,  wenn  s  hinlänglich 
klein  und  mit  geeignetem  Vorzeichen  gewählt  wird, 

Ä(u  -f  sw)  <  Ä(ti) 
wäre. 

Es  ist  also  für  die  Funktion  u,  die  Sl  zum  Minimum  macht, 

und  für  ein  beliebiges  am  Rande  verschwindendes  w: 

und  folglich  nach  (4) 

(8)  {tvJudf=0, 

woraus  folgt,  daß  ^  u  =  0  ist. 

Das  Integral  Sl{u)  hat  folgende  Bedeutung: 

Wenn  u  die  Ordinate  einer  über  S  ausgespannten  krummen 
Oberfläche  ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieser  Oberfläche 


Hi^+O'+0'^>' 


und  wenn  wir  beachten,  daß  du/dXj  du/dy  unendlich  klein  sind, 
so    ergibt    sich,   wenn    mit    Fo  der   Flächeninhalt    des    ebenen 
Stückes  S  bezeichnet  wird,  mit  Vernachlässigung  von   Gliedern 
höherer  Ordnung: 
(9) F=Fo  +  ^Sl{u). 

^)  Wir  verweisen  hier  auf  die  Lehrbücher  der  Variationsrechnung  von 
A.  Kneser  (Friedr.  Yieweg  &  Sohn,  1900)  und  B.  Bolza  (Tenbner,  1909). 
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Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

I.  Eine  ursprünglich  ebene,  am  Rande  gleich- 
förmig gespannte  Membran  nimmt  innerhalb 
einer  von  der  £bene  unendlich  wenig  abweichen- 
den Randkurye  eine  solche  Gestalt  an,  daß  der 
Flächeninhalt  so  klein  wie  möglich  wird^). 

§111.  , 

Der  ßreensche  Satz  für  das  logarithmische  Potential. 

Wenn  /Ju  =  0  ist,  so  ergibt  sich  aus  §110(4)  für  ein 
beliebiges  w: 

^  ^  J  \dx  dx    '    oy  dyj    '  j      dn 

und  wenn  wir  u;  =  te  annehmen : 

«  ^(-)=j[(S)+(i^)>^=-i»i-?^ 

Daraus  schließen  wir,  daß,  wenn  u  am  Rande  verschwindet, 
es  in  der  ganzen  Fläche  S  verschwinden  muß.  Denn  es  folgt 
in  diesem  Falle  aus  (2),  daß  Sl{u)  =  0  sein  muß.  Da  die  Ele- 
mente des  Flächenintegrals  aber  niemals    negativ  sein   können, 

so  muß  ^  _ 

du.      ^       du       ^ 

dx  dy 

also  u  konstant  und  wegen  der  verschwindenden  Randwerte  =  0 
sein. 


^)  Aas  der  Existenz  eines  Mininiums  wollten  GauD,  W.  Thomson, 
Dirichlet  und  Riemann  auf  die  Möglichkeit  der  Lösung  der  Gleichung 
^u  =  0  bei  beliebig  vorgeschriebenen  Band  werten  schließen.  Riemann 
hat  für  diese  Schlußweise  den  Namen  „Dirichletsches  Prinzip**  eingeführt. 
Dagegen  ist  mit  Recht  eingewendet  worden,  daß  für  das  Integral  H  (u),  das 
nur  positive  Werte  annehmen  kann,  zwar  die  Existenz  einer  unteren  Grenze, 
aber  nicht  die  eines  Minimums  evident  ist  (Riemanns  Doktor -Dissertation, 
Art.  16  und  „Theorie  der  Abel  sehen  Funktionen",  mathematische  Werke, 
2.  Aufl. ,  8.30,  06).  Daß  Riemann  diese  Schwierigkeit  wohl  empfunden 
hat,  ergibt  sich  aus  dem  Art.  17  der  Doktor  -  Dissertation ,  wo  er  dem  Be- 
denken teilweise,  aber  nicht  vollständig  begegnet  (vgl.  auch  Anm.  6  zu  der 
Dissertation,  Werke,  8. 47).  Die  Darstellung  der  eingehenden  Untersuchungen, 
die  von  Schwarz,  0.  Neumann,  D.  Hilbert  u.  a.  zu  dem  Zwecke  an- 
gestellt sind,  das  Dirichlet  sehe  Prinzip  durch  strenge  Beweise  zu  ersetzen, 
liegt  nicht  in  dem  Plane  dieses  Werkes  (vgL  die  Artikel  „Potentialtheorie" 
und  „Randwertaufgaben"  in  Bd.  II  der  Enzyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften).  Es  gehören  hierher  auch  die  neueren  Untersuchungen  über 
Integralgleichungen,  von  denen  weiter  unten  noch  die  Bede  sein  wird. 
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Sind  U],  tis  zwei  Lösungen  von  Ju  =  0  mit  denselben  Rand- 
werten, so  ist  u  =  Ui  —  Ua  eine  Lösung  mit  yerschwindenden 
Randwerten ,  also  identisch  0  und  folglich  u^  =  u^.  Damit  ist 
bewiesen : 

IL  Ein  logärithmisches  Potential  u  ist  durch  die 
Randwerte  innerhalb  S  eindeutig  bestimmt, 
und  wenn  die  Randwerte  Null  sind,  identisch 
gleich  Null. 

Aus  §110(4)  ergibt  sich,  wenn  man  u  mit  w  vertauscht 
und  dann  beide  Formeln  subtrahiert: 

(3)         ^(^u,Ju-uJw)df=-^(tcl^^-u^ys, 
und  wenn  also  sowohl  ^u  als  ^w  verschwinden: 

«  li'H- 'VO "  ^  -  "■ 

Wenn  nun  r  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes  q  von 
einem  festen  Punkt  p  ist,  also  wenn  x,  y  und  a,  6  die  Koordi- 
naten von  q  und  p  sind: 

r  =  i{x  -  ay  +  (y  -  6)2, 

so  genügt  w  =  log  r  der  Bedingung  z/  u;  =  0,  und  wir  erhalten, 
wenn  der  Punkt  p  außerhalb  S  liegt,  aus  (4): 

«  10°*' r:-^)  "'  =  '>■ 

Liegt  aber  p  innerhalb  /S,  so  wird  log  r  in  dem  Punkt  p  unend- 
lich, und  um  die  Formel  (3),  (4)  anwenden  zu  können,  müssen  wir 
p  durch  eine  Hülle  von  dem  Gebiet  S  ausschließen.  Diese  Hülle 
wählen  wir  kreisförmig  mit  dem  Mittelpunkt  p  und  dem  Radius  q 
und  erhalten  aus  (4): 


ÜTt 


IKr:-»^)'''+K'°«'F-?)'"=''- 

0 

woraus  sich,  wenn  q  unendlich  klein  wird,  und  mit  Up  der  Wert 
von  u  in  dem  Punkt  p  bezeichnet  wird,  ergibt: 

(6)  .,  =  ^4(,„,,|^-.iiSI).., 

worin  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Die   entsprechende  Formel  für  drei  Variable   haben  wir  in 
§102   des   ersten   Bandes    besprochen,    und    zur  Ableitung    des 
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Green  sehen  Satzes  verwandt  Wir  bezeichnen  die  Formel  (B) 
auch  hier  als  den  GreenschenSatz.  Er  gibt  einen  Ausdmck 
für  die  Funktion  u  für  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern  von  5., 
wenn  die  Werte  von  u  und  du/dn  am  Rande  bekannt  sind. 

Da  nun,  wenn  p  ein  innerer  Punkt  ist^  die  in  (6)  unter  dem 
Integralzeichen  stehende  Funktion  und  ihre  nach  a  und  b  ge- 
nommenen Derivierten  beliebiger  Ordnung  in  dem  Integrations- 
iiitervall  durchaus  endlich  bleiben,  so  schließen  wir  aus  (6),  wenn 
wir  eine  Funktion  mit  endlichen  und  stetigen  Derivierten  beliebig 
hoher  Ordnung  eine  analytische  Funktion  nennen: 

III.  Ein  logarithmisches   Potential   ist    in   seinem 
Gebiete  S  eine  analytische  Funktion i). 

Wenn  wir  in  der  Formel  (1)  w  =  1  setzen,  so  ergibt  sich: 

(7)  lrn^^  =  ^^. 

und  wenn  wir  daher  die  Formel  (6)  auf  ein  Gebiet  anwenden, 
das  von  einem  um  p  beschriebenen  Kreis  vom  Radius  r  begrenzt 
ist,  so  ist  logr  konstaut,  d\ogr/dn  =  — \/r,  ds  =  rdd^  zu 
setzen,  und  es  folgt 

27t 

(8)  „^  =  _Lf„rffr, 


u 


also: 

IV.  Der  Wert  Up  des  logarithmischen  Potentials  w 
in  einem  beliebigen  Punkt  p  ist  gleich  dem  arith- 
methischen  Mittel  aller  auf  einer  um  p  beschrie- 
benen Kreislinie  stattfindenden  Werte. 

Hieraus  ergeben  sich  verschiedene  Folgerungen: 


^)  Priugsheim  hat  gezeigt  (Matbem.  Annalen,  Bd.  44),  daß  die  Existenz 
von  endlichen  und  stetigen  Differentialquotienten  jeder  Ordnung  nicht  genügt, 
um  die  Entwickelbarkeit  einer  Funktion  nach  dem  Tayl ersehen  Lehrsatze 
zu  gewährleisten.  Wenn  man  also,  wie  es  sonst  gebräuchlich  ist»  unter  einer 
analytischen  Funktion  der  beiden  Variablen  a,  h  oder  des  Punktes  p 
eine  Funktion  versteht,  die  in  einer  endlichen  Umgebung  eines  jeden  Punktes 
Pq  im  Innern  eines  Gebietes  S  durch  die  Taylor  sehe  Reihe  darstellbar  ist, 
so  wird  der  Satz  III  erst  dadurch  begründet,  daß  die  Funktionen  logr, 
dlog7*/ön  in  diesem  Sinne  analytische  Funktionen  in  dem  Gebiete  S  sind, 
und  daß  die  Potenzreihen  für  diese  Funktionen  gleiehmäßig  konvergent 
bleiben,  solange  der  Punkt  q  mit  den  Koordinaten  x,  y  die  Peripherie  von 
S  durchläuft,  so  daß  die  Integration  (6)  auch  an  den  Potenzreihen  ausgeführt 
werden  kann. 
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V.  Das  logarithmische  Potential  u  kann  in  keinem 
Punkt  innerhalb  S  einen  Maximum-  oder  Mi- 
nimumwert c  haben. 

Denn  wäre  ein  solcher  vorhanden,  so  könnte  man  um  ihn 
eine  Kreisperipherie  beschreiben,  auf  der  u  überall  kleiner  oder 
überall  größer  als  c  wäre,  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  IV. 
Und  ebenso  schließt  man: 

VL  Ein  logarithmisches  Potential  u  kann  nicht 
in  einem  endlichen  Flächenstück  konstant  sein, 
wenn  es  nicht  überall  konstant  ist 

Denn  nehmen  wir  das  Gegenteil  an,  und  wählen  für  p  einen 
Punkt  an  der  Grenze  des  Gebietes,  in  dem  u  konstant  ist,  so 
können  wir  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  eine  Kreisperipherie 
legen,  auf  der  u  teils  gleich  er,  teils  nur  kleiner  oder  nur  größer 
als  c  ist,  was  gleichfalls  dem  Satz  IV.  widerspricht.     Endlich: 

VII.  Eine  Linie  innerhalb  S,  in  der  u  einen  kon- 
stanten Wert  c  hat,  scheidet  Flächenteile,  in 
denen  u  kleiner  als  c  ist,  von  solchen,  in  denen  u 
größer,  als  c  ist. 

Denn  wäre  in  der  Nähe  irgend  eines  Punktes  p  einer  solchen 
Linie  u  zu  beiden  Seiten  kleiner  als  c,  so  könnte  man  ¥deder  um 
p  eine  Kreislinie  legen,  auf  der  u  nirgends  größer,  wohl  aber 
kleiner  als  c  wird,  während  doch  Up  ^=  c  ist.  Also  erhält  man 
den  gleichen  Widerspruch.  Ebenso,  wenn  u  zu  beiden  Seiten 
größer  als  c  wäre. 

Endlich  fügen  wir  noch  hinzu: 

VIIL  Die  Gleichgewichtsfläche  der  gespannten  Mem- 
bran hat,  wenn  sie  nicht  eben  ist,  überall  eine 
sattelförmige  Krümmung. 

Denn  das  Produkt  der  beiden  Hauptkrümmungen  (das  Gauß- 
sche  Krümmungsmaß)  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 


1     _     öx^  dy^        \dx  dy)     , 


Q1Q2 

y 

und  wegen  jdu  =  0  haben 


i' +(!-:)■+ Q"] 


). 


^)  GauO,  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  Werke  4,  230 
(auch  in  Ostwalds  Klassikern,  Nr.  5). 
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g^   ^^^   a^ 

immer  entgegengesetzte   Zeichen.     Folglich  haben   auch   g^^   q^ 
entgegengesetzte  Zeichen. 

§  112. 
Die  Gleichung  der  schwingenden  Membran. 

In  mehrfacher  Hinsicht  anders  wie  die  Differentialgleichung 
jdu  ^=  0  verhält  sich  die  Differentialgleichung  der  schwingen- 
den Membran 

(1)  Ju  -\-lc^u  =  0^). 

Ein  wesentlicher  Unterschied  stellt  sich  schon  bei  folgender 
Betrachtung  heraus: 

Wenn  wir  in  der  Formel  §  110  (4)  ii;  =  m  setzen  und  an- 
nehmen, daß  u  der  Gleichung  (1)  genüge,  so  ergibt  sich,  wenn  u 
mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  stetig  ist,  was  wir  jetzt 
immer  stillschweigend  voraussetzen  wollen: 

Wäre  nun  k^  negativ,  so  würde  man  daraus  wie  beim  loga- 
rithmischen Potential  schließen  können,  daß  u  identisch  gleich 
Null  sein  müßte,  wenn  es  am  Rande  gleich  Null  ist,  und  daß 
also  überhaupt  die  Lösung  von  (1)  durch  gegebene  Randwerte 
eindeutig  bestimmt  ist. 

Bei  positiven  Werten  von  k^  ist  dieser  Schluß  aber  nicht 
mehr  gestattet,  und  in  der  Tat  sind  gerade  solche  Lösungen  von 
(1),  die  am  Rande  verschwinden,  wie  wir  gesehen  haben,  bei  der 
Theorie  der  Schwingungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
von  Bedeutung.  Es  hat  sich  in  den  früher  behandelten  Bei- 
spielen gezeigt,  daß  es  bei  gegebenen  Flächen  8  Lösungen  u  mit 
verschwindenden  Randwerten  für  unendlich  viele,  aber  nur  dis- 
krete Werte  von  k^  gibt,   und  man  sieht  leicht,  wenn  es  für  ein 


^)  Man  vergleiche  über  diese  Differentialgleichung: 
H.  Weber,   Über   die  Integration   der   partiellen   Differentialgleichung  usw. 

Mathematische  Annalen,  Bd.  I  (1868). 
Pockels,    Über  die  partielle  Differentialgleichung  J  u  -\-  k*  u  =  0  (Leipzig 

1891). 
Poincar^,   Sur  les  equations  de  la  physique  math^matique ,   Bendiconti  del 

Circolo  matematico  di  Palermo  1894. 
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bestimmtes  h^  eine  Lösung  Uj  mit  Torgeschriebenen  Randwerten 
und  eine  u^  mit  verschwindenden  Randwerten  gibt,  daß  es  dann 
unendlich  viele  solcher  Funktionen  u  mit  den  gleichen  Rand- 
werten geben  muß,  nämlich,  wenn  A  eine  Konstante  ist: 

Wenn  es  umgekehrt  für  dasselbe  A;^  zwei  Lösungen  u,  Ui 
von  (1)  mit  denselben  Randwerten  gibt,  so  ist  ihre  Differenz 
ti,  =  ti  —  Ui  eine  Lösung  mit  verschwindenden  Randwerten. 

§113. 
Analogon  des  Greenschen  Satzes. 

Ebenso,  wie  wir  für  die  Untersuchung  der  Differential- 
gleichung des  logarithmischen  Potentials  eine  partikulare  Lösung 
logr  benutzt  haben,  so  wenden  wir  auch  hier  eine*  partikulare 
Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  an.  Nehmen  wir  wie  früher 
einen  festen  Punkt  p  und  einen  variablen  Punkt  g,  deren  Ent- 
fernung   

r  =  ^(x  —  ay  +  iy  —  by 

ist,  und  führen  um  p  Polarkoordinaten  r,  ^  in  der  Ebene  ein,  bo 
erhalten  wir  aus  §  112  (1)  [vgl.  §  104  (l)]: 

^     du 

(1)  1         er    ,     1    d^u     ,    ,, 

r      dr      ^  r^  c»^  ^ 

Wir  suchen  partikulare  Integrale  tc?,  die  von  d"  unabhängig 
sind,  die  also  der  Differentialgleichung 

(IT  

5 U  fca  u?  =  0 

r      dr       ' 

oder,  was  dasselbe  ist, 

(2)  -5-—  H -1 h  k^w  =  0 

genügen.  Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  für  die  Bess ei- 
schen Funktionen  Oter  Ordnung,  und  ihre  partikularen  Lösungen 
siad  die  beiden  Funktionen  Bd.  I,  §  76 : 

(3)  J(Ä;r),        K{kr), 

Die  erste  von  diesen  Funktionen  ist  für  alle  endlichen  Werte 
von  r  endlich  und  stetig,  und  erhält  f ür  r  =  0  den  Weil;  1,  die 
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zweite  wird  unendlich  für  r  =  0,  und  zwar  so,  daß 

(4)  jS'Cä;  r)  =  —  -  log  fcr  +  funkt  kont. 

[Bd.  I,  §  76  (6),  §  77  (14)]. 

Wenn  wir  in  der  Formel  §  111  (3): 

(5)  J(u;^u  —  u^w)df=-^(w  1^  —  u^^s 

für  u  und  w  zwei  Lösungen  der  Differentialgleichung  §  112  (1), 
die  innerhalb  S  stetig  sind,  einsetzen,  so  ergibt  sich: 

und  folglich: 

/.TV  .     f/ j/7   N^^  dJ(kr)\   , 

und  wenn  p  außerhalb  S  liegt,  so  ist  auch 

•    Wenn  aber  p  innerhalb   S  liegt,   so  erhält  man  wie  oben 
§111  mit  Rücksicht  auf  (4): 

und  hieraus  kann  man  wie  in  §  111  schließen: 

I.  Eine  Lösung  der  Gleichung  ^du  +  ^^w  =  0,  die 
innerhalb  S  mit  ihren  ersten  Derivierteu  endlich 
und  stetig  ist,  ist  eine  analytische  Funktion. 

Dieser  Satz  ist  noch  in  Übereinstimmung  mit  dem  Satze  III. 
für  das  logarithmische  Potential. 

An  Stelle  der  Funktion  K{kr)  können  wir  nach  (6)  auch 
andere  Funktionen  setzen.  Wenn  wir  nämlich  unter  v  eine  be- 
liebige analytische  Lösung  Ton  jdv  -|-  k^v  =  0  verstehen,  wie 
wir  sie  uns  leicht  in  beliebiger  Menge  durch  trigonometrische 
oder  Besse Ische  Funktionen  herstellen  können,  und  dann 

(10)  k  =  K{kr)  +  V 

setzen,  so  ergibt  sich  aus: 

(")       "'=-H('l-:-«l^)^'- 
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und  über  ein  Gebiet,  das  den  Punkt  p  nicht  enthält: 

Zum  Beweis  der  Formel  (11)  ist  es  aber  nicht  nötig,  die 
Stetigkeit  der  Differentialquotienten  von  u  Torauszusetzen.  Das 
Wesentliche  dabei  ist  nur,  daß  die  Gleichung  (12)  für  jeden  Teil 
Yon  5,  der  den  Punkt  p  nicht  enthält,  befriedigt  ist 

Lassen  wir  also  die  Stetigkeit  der  Derivierten  von  u  in  ein- 
zelnen Punkten  oder  Linien  dahingestellt  und  zerlegen  S  in  zwei 
Bestandteile  S'  und  S'\  so  daß  die  Unstetigkeitsstellen  alle  in 
iS"  enthalten  sind,  so  wird  die  Formel  (11)  und  damit  der  Satzl. 
für  S'  richtig  sein,  wenn  nur  das  über  die  Begrenzung  ö  von  &" 
erstreckte  Integral 

ist,  worin  wir  unter  v  die  ins  Inuere  von  S"  gerichtete  Normale 
an  ö  verstehen  wollen.  Da  wir  S"  auf  Linien  und  Punkte  zu- 
sammenziehen können,  und  die  Funktion  u  selbst  als  stetig  vor- 
ausgesetzt ist,  so  gilt  die  Formel  (11)  für  jede  Lage  des  Punktes 
p  innerhalb  S.    Wir  können  also  den  Satz  I.  so  ergänzen: 

iL  Eine  stetige  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
Ju -\- k^u  =  0,  deren  Derivierte  höchstens  in 
einzelnen  Punkten  oder  Linien  unstetig  sind, 
ist  in  dem  ganzen  Gebiete  S  eine  analytische 
Funktion,  wenn  die  Bedingung  (13)  für  jede 
innerhalb  S  geschlossene  Linie  ö  befrie- 
digt ist. 

Da  man  in  die  Funktion  k  eine  beliebige  endliche  Anzahl 
linear  vorkommender  willkürlicher  Konstanten  aufnehmen  kann, 
so  können  wir  dieser  Funktion  noch  weitere  Bedingungen  vor- 
schreiben, z.  B.,  daß  sie  in  gewissen  gegebenen  Punkten  =  0 
werden  soll. 

§  114. 
Der  Mittelwertsatz. 

Eine  andere  Gestalt  nimmt  hier  der  Mittelwertsatz  an^  den 
wir  in  §  111,  IV.  für  das  logarithmische  Potential  ausgesprochen 
haben. 
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Wir  wenden  die  Formeln  (7)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
auf  ein  um  p  als  Mittelpunkt  beschriebenes  kreisförmiges  Gebiet 
vom  Radius  r  an,  und,  erhalten,  wenn  wir  die  Ableitungen  der 
Besselschen  Funktionen  J{x)  und  K(x)  mit  J'{x),  K'(x)  be- 
zeichnen, da.  hier  d/dn  =  —  d/dr  ist: 

0)  u,  =  ^Kilcr)^'^d9-^K'Xkr)^ud»,      ' 


0  0 

in  in 


(2)  0  =  ^J{hr)\^d»-^J'(kr)jud», 

0  0 

■  f 

und  wenn  wir  die  Formel  (1)  auf  die  Funktion,  w  =  J(jkr)  an- 
wenden : 

(3)  1  =  ^ [K{kr)J'{kr)  -  J{kr)K' {kr)\ 

Wenn  wir  daher  (1)  mit  J{kr)^  (2)  mit  — K{kr)  multipli- 
zieren und  addieren,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3): 


in 


(4)  t*pe7(fcr)  =  I-[urf^. 

IIL  Das  arithmetische  Mittel  der  Werte  von  u  auf 
einer  Kreislinie  mit  dem  Radius  r  ist  gleich 
dem  Werte  von  u  im  Mittelpunkt,  multipliziert 
mit  der  Funktion  J (kr)  für  die  Kreisperipherie. 

Dieser  Satz  zeigt,  daß  sich  unsere  Funktion  u  anders  ver- 
hält, wie  das  logarithroische  Potential. 

Wenn  zunächst  tip  =  0  ist,  so  zeigt  die  Formel  (4),  daß  u 
auf  keiner  um  den  Punkt  p  gelegten  Kreisperipherie  ein  unver- 
änderliches Vorzeichen  haben  kann,  und  daß  also  u  auf  jeder 
solchen  Kreislinie  wenigstens  zweimal  =  0  werden  muß.     Also: 

IV.  Durch  jeden  Punkt,  in  dem  die  Funktion  u  ver- 
schwindet, geht  eine  Linie,  in  der  t*  =  0  ist 

V.  Eine  Linie,  in  der  w  =  0  ist,  scheidet  Flächen- 
teile, in  denen  u  positiv  ist,  von  solchen,  in 
denen  u  negativ  ist. 

Es  kann  hier,  anders  wie  beim  logarithmischen  Potential, 
Punkte  und  Linien  geben,  in  denen  u  einen  Maximum-  oder 
einen  Minimumwert  hat.  Diese  extremen  Werte  können 
aber  nicht  gleich  Null  sein. 
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Die  Gleichung  J{X)  =  0  hat,  wie  wir  in  §  74,  Bd.  I  gesehen 
haben,  unendlich  viele  Wurzeln,  von  denen  die  kleinste  a  =  2,4048 . . . 
ist    Wenn  wir  also  r  =r  u/k  setzen,  so  folgt  aus  (4}: 

udd^  —  0. 


j 


0 

VL  Es  muß  also  auf  einer  Kreisperipherie,  deren 
Badius  den  Wert  a/h  hat,  wo  auch  der  Punkt  p 
liegen  mag,  die  Funktion  u  ihr  Zeichen  wech- 
seln, also  gleich  !Null  werden,  vorausgesetzt 
natürlich,  daß  das  Gebiet  S^  in  dem  u  gegeben 
ist,  eine  hinlängliche  Ausdehnung  hat. 

Ist  die  Funktion  u  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  ge- 
geben, so  folgt  hieraus,  daß  die  Ebene  durch  Nullinien  in  Felder 
geteilt  ist,  deren  Ausdehnung  wenigstens  in  einer  Richtung  end- 
lich ist,  in  denen  u  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist 

I 

§115. 
Harmonische  Funktionen. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  am  Rande  der  Fläche 
S  verschwindenden  Lösungen  der  Differentialgleichung 

(1)  zfu  +  fc«w  =  0 

in  der  Fläche  S,  weil  diese  Funktionen  die  einfachen  periodi- 
schen Bewegungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
bestimmen.  Wir  nennen  sie  die  harmonischen  Funktionen 
oder  auch  die  Eigenfunktionen  der  Fläche  S.  Sie  treten 
bei  einer  gegebenen  Fläche  S  nur  für  gewisse  Werte  der  Kon- 
stanten k^  auf,  deren  jeder  eine  einfache  Schwingungsform  be- 
stimmt Diese  Werte  der  Konstanten  k^^  die  in  unendlicher 
Zahl  vorhanden  sind,  müssen  für  eine  gegebene  Form  der  Fläche 
8  bestimmt  werden,  wenn  das  Schwingungsproblem  gelöst  werden 
soll;  es  kann  dies  aber  erst  dann  geschehen,  und  zwar  durch 
Lösung  einer  transzendenten  Gleichung,  wenn  die  partikularen 
Lösungen  für  ein  unbestimmtes  k^  bekannt  sind.  Es  kann 
bei  besonderen  Formen  der  Fläche  S  vorkommen,  wie  wir  es  z.  B. 
bei  der  quadratischen  Membran  gesehen  haben,  daß  für  einen 
und  denselben  Wert  von  k^  zwei  oder  mehr  harmonische  Funk- 
tionen Ui ,  ii2  •  •  •   möglich  sind ,  und  zwar  gibt   es   dann  immer 

Bi«niann-Weber,  Partielle  Diflerentialgleiohungen.    II.    5.  Aufl.  | g 
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eine  ganze  Schar  OiUi  +  af2**a  "h  ••*  ^^i*  willkürlichen  Koeffi- 
zienten cfij  «2  . . .  Die  Ermittelung  solcher  Fälle  hängt  von  zahlen- 
theoretischen Fragen  ab,  über  die  uns,  abgesehen  von  dem  ein- 
fachsten Fall  der  rechteckigen  Fläche,  nichts  bekannt  ist. 

Andererseits  können  für  solche  Werte  von  fc^,  für  die  eine 
harmonische  Funktion  U  der  Fläche  S  existiert,  die  Randwerte 
einer  Lösung  der  Gleichung  (1)  nicht  beliebig  vorgeschrieben 
sein;  denn  nehmen  wir  in  der  Formel  (6),  §  113  für  w  eben 
diese  harmonische  Funktion  U,  so  ergibt  sich  für  die  Randwerte 
von  u  die  Bedingung: 


I 


u-^—  ds  =  0. 

dn 


Für  die  allgemeine  Theorie  der  harmonischen  Funktionen  ist 
die  Zurückführung  auf  eine  Minimumsauf  gäbe  von  Wert,  wenn 
auch,  was  die  Beweiskraft  dieser  Betrachtung  betrifft,  dasselbe 
einzuwenden  ist,  wie  in  bezug  auf  das  Dirichletsche  Prinzip. 
(§  110,  Anmerkung.) 

§116. 
Die   harmonische  Grundfunktion. 

Wir  stellen  folgende  Aufgabe: 

I.  Es  wird  unter  allen  in  S  stetigen  am  Rande  von 
S  verschwindenden  Funktionen  eine  solche,  «, 
gesucht,  die  unter  der  Bedingung 

(1)  ^u^df=l 

das  Integral 

so    klein    als    möglich    macht,    wenn     df   alle 
Flächenelemente  von  S  durchläuft. 

Daß,  wie  in  der  analogen  Aufgabe  des  logarithmischen 
Potentials,  die  Funktion  u  =  0  sei,  ist  durch  die  Bedingung  (1) 
ausgeschlossen.  Wir  setzen  zur  Abkürzung,  wenn  m,  w  zwei  be- 
liebige Funktionen  sind: 

(3)  Sl(u,w)={(pp^  +  p^J^)df. 

^  ^  J  \öx  dx    '    dy  dy /    ' 
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Wir  nehmen  eine  solche  stetige  Funktion  u  an,  deren  Deri- 
yierte  in  einzelnen  Linien  oder  Punkten  unstetig  sein  können 
und  beweisen  nun  zunächst,  um  die  Bedingungen  für  die  gesuchte 
Funktion  darzustellen,  folgendes: 

1.  Das  Integral  i2(u)  kann  noch  verkleinert  wer- 
den, wenn  es  eine  am  Rande  verschwindende 
stetige  Funktion  w  in  S  gibt,  deren  erste  Ab- 
leitungen endlich  sind  und  die  den  Bedin- 
gungen genügt,  daß 

(4)  {uwdf=0, 

(5)  Ä  (u,  w)  nicht  =  Q. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  existiere  eine  solche  Funktion  tc, 
so  setzen  wir: 

(6)  {w^df=m, 

(7)  £/  =  (!+  Ä2a)t*  +  hwy 

worin  h  und  a  Konstanten  bedeuteo. 

Es  verschwindet  hiernach  ü  am  Rande,  und  es  ist  nach  (4): 

f  ü^df=  (1  -f  h^ay  {u^df+Mm, 

und  wenn  also  sowohl  U  als  u  der  Bedingung  (1)  genügen  sollen, 
so  muß 

(8)  1  +  A>a  =  Vi  —  h^m 

sein.  Hieraus  soll  die  Konstante  a  als  Funktion  der  Konstanten  h 
bestimmt  werden;  a  wird  reell,  wenn  h  hinlänglich  klein  ist,  und 
wird  bei  Vernachlässigung  von  A*  gleich  — |m,  bleibt  also  end- 
lich für  Ä  =  0. 

Ist  a  nach  (8)  bestimmt,  so  genügt  U  der  Bedingung  (1). 
Es  ist  aber 

Ä(C/)  =  (1  +  A*a)«  ß(w)  +  2A(1  +  h^a)a(u,w)  +  h^Sl{w), 

und  hierfür  kann  man  setzen: 

Sl{lJ)  =  £l(u)  +  2hSl(u,w)  +  Aa®, 

indem  man  alle  Terme,  die  mit  A^  und  höheren  Potenzen  von  h 
multipliziert  sind,  ia  h^&  zusammenfaßt. 

Da  nun  0  und  Sl  (u^  w)  endlich  sind,  so  kann  man,  wenn 
SHu^  w)  nicht  verschwindet,  A  so  klein  annehmen,  daß  2^(u,w) 

18* 
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-\-  h&  im  Vorzeichen  mit  i2(u,  u?)  übereinstimmt,  und  wenn 
man  dann  dem  h  das  entgegengesetzte  Zeichen  gibt,  so  wird 
Ä  (  [/)  —  Ä  (u)  negativ,  also 

ß(t/')<  a(w), 
wie  zu  beweisen  war. 

Hiemach  muß  also,  wenn  Sl(u)  der  gesuchte  Minimumwert 
ist,  für  jedes  der  Bedingung  (4)  genügende,  am  Rande  Ter- 
schwindende  tv 

(9)  Ä  (ti,  w)  =  0 

sein.  Wir  führen  jetzt  an  Stelle  von  w  eine  neue  Funktion  17 
ein,  indem  wir 

setzen,  und  die  Konstante  fi  so  bestimmen,  daß  die  Bedingung 
(4)  identisch  befriedigt  wird,  nämlich  [wegen  (1)]: 

(10)  fi  =  [urjdf. 

Die  Funktion  17  ist  dann  an  keine  weitere  Bedingung  ge- 
bunden, als  daß  sie  innerhalb  ;S  stetig  und  am  Bande  Ton  S 
gleich  Null  sein  soll. 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  von  w  in  (9)  substituieren,  so 
folgt 

(11)  £l(u,fi)-(iSl(u)  =  0, 
und  wenn  wir  also 

(12)  £l{u)  =  k^ 

setzen,  also  mit  k^  den  gesuchten  Minimumwert  selbst,  also 
eine  Konstante  bezeichnen,  so  erhalten  wir  aus  (11),  wenn  wir 
Fiff.49.  ^^^  f^  ^®^  Wert  (10)  einsetzen: 

(13)         Ä(w,  ri)  —  fc2  jtiijd/*=  0. 

Wir  zerlegen  jetzt  die  Fläche  S  in  zwei 
Teile  S'  -|-  S",  die  an  einer  Kurve  <J  zu- 
sammenstoßen. Diese  Grenzkurve  ö  wählen 
wir  so,  daß  alle  etwa  vorhandenen  Unstetig- 
keiten  der  Derivierten  von  u  innerhalb  S" 
liegen,  daß  die  Grenzkurve  0  höchstens  in 
einzelnen  Punkten  a,  ^,  ...  mit  der  Grenze  5  von  S  zusammen- 
fällt und  daß  an  6  die  Derivierten  von  u  stetig  sind. 
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Die  Funktion  17  muß  stetig  und  an  der  Grenze  s  gleich  Null 
sein.  Wir  wählen  sie  so,  daß  ihre  Deriyierten  in  jS"  stetig  sind, 
lassen  sie  aber  sonst  unbestimmt. 

Das  Flächenintegral 

zerfällt  dann  in  zwei  Teile  i2'(ti,  1}),  Sl*'{Uj  17),  in  denen  d/  die 
Elemente  df'^  df*  von  S'  und  S"  durchläuft  Verstehen  wir 
noch  unter  v  die  ins  Innere  von  S'*  gerichtete  Normale 
an  <5,  so  ergibt  sich  aus  dem  Satz  §  110  (4),  da  die  Ableitungen 
von  ii  in  £>',  die  von  17  in  iS"  stetig  sind: 

Ä'(«,  1,)  =  -  j,,^«d/"  +  |,,|j  dö, 

Ä"(u,  ij)  =  -  \uJridf"  -  f  «l^dtf, 
und  daraus  durch  Addition  nach  (13): 
(U)  {ri{Ju-\-  k»u)df'  +  {ti{^n  +  k*Ti)df" 

=  f('l^-«ll)'"- 


Nehmen  wir  zunächst  i}  innerhalb  /S"  und  an  der  Grenze  6 
gleich  Null  an,  so  ergibt  sich: 


1 


i2(z/w  +  Ä«t*)df  =  0, 


und  da  17  in  S\  abgesehen  Ton  dem  Randwert  Null,  willkürlich 
ist,  so  folgt  hieraus: 

(15)  Ju  +  h^u  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  hierdurch  zunächst  nur  für  die  Fläche 
S'  bewiesen.  Da  aber  S*  jeder  Teil  Ton  S  sein  kann,  mit 
etwaigem  Ausschluß  solcher  Linien  und  Punkte,  in  denen  die 
Ableitungen  von  u  unstetig  sind,  so  ist  die  Gleichung  (15)  in 
der  ganzen  Fläche  S  befriedigt. 

Wir  machen  in  der  Formel  (14)  noch  eine  zweite  Annahme 
über  1}.  Wir  nehmen  einen  willkürlichen  Punkt  p  innerhalb  S' 
an,  und  nehmen  eine  Funktion  k  wie  im  Satz  §  113,  IL,  d.  h. 
eine  Lösung  der  Gleichung 

^X  +  fcU  =  0, 
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die  im  ganzen  Gebiete  £>,  mit  Ausnahme  des  Punktes  p  endlich 
und  stetig  ist,  und  im  Punkte  p  logarithmisch  unendlich  wird. 

Wir  nehmen  17  =  ^  innerhalb  S"  und  setzen  r^  willkürlich, 
jedoch  stetig,  in  das  Gebiet  S'  bis  zum  Bande  5  fort,  und  so, 
daß  ri  am  Rande  s  den  Wert  Null  erhält  Dies  ist  möglich, 
wenn  wir  A  in  den  etwa  Torhandenen- Berührungspunkten  a,  /)  ... 
von  s  und  6  gleich  Null  annehmen,  was  nach  der  Schlußbemerkung 
in  §  113  gestattet  ist.    Es  ergibt  sich  dann  aus  (14): 

und  damit,  mit  Bücksicht  auf  §  113,  II.  der  Satz: 

2.  Die  am  Bande  Ton  S  verschwindende  stetige 
Funktion  u,  die  dem  Integral  Sl{u)  unter  der 
Bedingung  (1)  den  kleinsten  Wert  k^  erteilt, 
ist  eine  analytische  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

du  +  Ä;«w  =  0. 

Es  ist  also  u  eine  harmonische  Funktion  der  Fläche  S.  Wir 
nennen  sie  die  harmonische  Grundfunktion. 

Aus  2.  ergeben  sich  über  diese  Funktion  noch  weitere  Folge- 
rungen : 

3.  Die  harmonische  Grundfunktion  hat  innerhalb 
jS  überall  dasselbe  Vorzeichen. 

Wenn  nämlich  die  Funktion  u  teils  negativ,  teils  positiv 
wäre,  so  müßte  eine  Linie  l  existieren,  an  der  u  =  0  ist,  und 
wir  könnten  eine  Funktion  u*  bilden,  die  überall  wo  u  positiv 
ist,  =  w,  und  wo  u  negativ  ist,  =  —  u  ist.    Es  ist  dann 


j 


u'^df  =  1,    a  (tt')  =  ß  (tt)  =  kK 


An  der  Linie  l  können  aber  die  Differentialquotienten  von 
u*  nicht  immer  stetig  sein,  weil  u'  zu  beiden  Seiten  von  l  das- 
selbe Zeichen  hat,  was  nach  §  115,  V.  bei  einer  der  Differential- 
gleichung du  -\-  k^u  =  0  genügenden  Funktion  mit  stetigen 
Differentialquotienten  nicht  möglich  ist.  Es  würde  also  Sl{u!) 
nach  dem  Satze  2.  durch  Abänderung  von  u'  noch  verkleinert 
werden  können,  was  der  Voraussetzung  widerspricht,  daß  Sl(u) 
=  Ä(u')  der  kleinste  Wert  dieses  Integrals  sei. 
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Der  harmoüischen  Grundfunktion  entspricht  eine  mögliche 
Schwingung  der  Membran,  die  wir  die  Grundschwingung  oder 
(in  akustischer  Anwendung)  den  Grundton  nennen;  Linien,  in 
denen  die  Funktion  u  gleich  Null  wäre,  würden  bei  dieser  Schwin- 
gung Knotenlinien  sein.    Wir  haben  also  den  Satz: 

4.   Die  Grundschwingung  hat  keine  Knotenlinien, 
und  femer: 

ö.  Die  harmonischeGrundfunktion  kann  inkeinem 
Punkte  im  Innern  von  S  verschwinden. 

Denn  die  Annahme,  daß  u  in  einem  Punkte  p  gleich  Null 
sei,  widerspricht  nach  4.  dem  Satze  §  114,  IV.  und  hieraus  folgt: 

6.  Es  gibt  für  ein  gegebenes  Gebiet  8  nur  eine 
harmonische  Grundfunktion,  wenn  wir  von  einer 
bloßen  Änderung  des  Vorzeichens  absehen. 

Angenommen,  wir  hätten  zwei  solcher  Funktionen  u^,  u^^  die 
nicht  in  konstantem  Verhältnis  stehen,  die  also  den  Differential- 
gleichungen 

-^tii  -f-  i«Wi  =  0,        jdUi  +  k^u^  ==  0 
genügen.    Wir  bezeichnen  mit  h,  c  Konstanten  und  setzen 

u  =  h(Ui  +  Ctta). 

Dann  kann,  wenn  h  von  Null  verschieden  ist,  u  nicht  iden- 
tisch verschwinden  und  es  ist 

(17)  z/ti -f  &2t*  =  0. 

Für  jedes  c  läßt  sich  die  Konstante  %,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, eindeutig  so  bestimmen,  daß 


I 


u^df=  1 


wird.    Dann  ergibt  sich  aber  aus  (17)  durch  Multiplikation  mit 

udf  und  Integration  über  8  nach  §  110  (4),  wenn  dort  ic;  =  w 

gesetzt  wird: 

Ä  (m)  =  1t\ 

Es  würde  also  u  für  jede  Annahme  über  c  eine  harmonische 
Grundfunktion  sein.  Nun  kann  man  aber  c  so  bestimmen,  daß 
u  in  einem  beliebigen  Punkte  von  8  verschwindet,  was  mit  dem 
Satze  5.  im  Widerspruch  steht. 
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§117. 
Die  höheren  harmonischen  Funktionen. 

Nachdem  die  harmonische  Gmndfonktion  u  der  Fläche  S 
bestimmt  ist,  kommt  man  zu  den  höheren  harmonischen  Funk- 
tionen Ton  S  auf  folgendem  Wege: 

n.  Es  wird  unter  allen  in  S  stetigen  am  Rande 
von  S  verschwindenden  Funktionen  eine  solche, 
Ui,  gesucht,  die  unter  den  Bedingungen 

(1)  ^ufdf=l,         ^uu,df=0 

dem  Integral   Sl{Ui)  einen    kleinsten  Wert    k^ 
erteilt. 

Aus  der  zweiten  der  Bedingungen  (1)  ersieht  man  zunächst, 
daß  die  Funktion  Ui  von  der  Funktion  u  verschieden  sein  muß, 
und  daraus  folgt 

(2)  fc<Zv 

Man  zeigt  zunächst,  genau  wie  bei  dem  Beweise  des  Satzes 
1.  im  vorigen  Paragraphen,  daß  die  Funktion  Ui  für  jede  stetige 
Funktion  iv  in  S^  die  den  Gleichungen  genügt: 

(3)  {uwdf=0,  {u^wdf=0, 

die  Bedingung 

(4)  Ä(wi,  w)  =  0 
befriedigen  muß. 

Hierauf  setzt  man 

(5)  w  =  ri  —  ft  w  —  fij  Wi 

und  bestimmt  die  Konstanten  fi,  fi^  so,  daß  die  beiden  Bedin- 
gungen (3)  identisch,  für  jedes  17  befriedigt  sind,  nämlich,  wegen 
(l)  und  §  116  (1): 

(6)  ii=\fiudf\        (h  =  \n^idf\ 
dann  ergibt  sich  aus  (4): 

und  da  nach  §  116  (9): 

und  nach  der  Voraussetzuug 

(7)  Sl{u,)^kf 
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ist,  80  folgt  hieraus 
nnd  endlich  Dach  (6): 

(«)       105  H +l?lf -»■•'«.)  ^^=»- 

Hieraus  aber  können  wir  genau,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen den  Satz  2.  bewiesen  haben,  schließen: 

7.  Die  Funktion   t^   ist  eine  analytische  Lösung 
der  Differentialgleichung 

^Ui  -\-  k^Ui  =  0, 
die  am  Rande  von  S  den  Wert  Null  hat 

Diese  Funktion  kann  im  Gegensatz  zu  der  Grundfunktion  u 
(§116,  3.)  nicht  in  der  ganzen  Fläche  8  dasselbe  Zeichen  haben, 
wie  aus  der  zweiten  Gleichung  (1)  unmittelbar  zu  ersehen  ist. 

Der  Funktion  t^  entspricht  eine  mögliche  Schwingung  der 
Membran,  die  die  erste  Oberschwingung  oder  der  erste 
Oberton  heißt 

8.  Die    erste    Oberschwingung    hat    immer    Knoten- 
linien. 

Wir  können  auch  nicht  schließen,  daß  es  nur  eine  solche 
Funktion  t^  gibt  Wir  haben  im  Gegenteil  an  dem  Beispiele 
des  Rechteckes  gesehen,  daß  es  Fälle  gibt,  in  denen  zu  einem 
bestimmten  Werte  von  h^  mehrere  harmonische  Funktionen  ge- 
hören. Diese  Fälle  haben  aber,  wie  jene  Beispiele  zeigen,  den 
Charakter  von  Ausnahmefällen,  d.  h.  die  Begrenzung  der  Fläche 
8  ist  an  irgend  eine  bis  jetzt  nicht  bekannte  tiefliegende  alge- 
braische Bedingung  geknüpft. 

Man  kann  auf  diese  Weise  unbegrenzt  weiter  gehen,  und  es 
wird  genügen,  wenn  wir  noch  den  nächsten  Schritt  beschreiben. 

III.  Es  wird,  nachdem  die  beiden  ersten  harmonischea 
Funktionen  ti,  u^  gefunden  sind,  unter  allen 
stetigen  am  Rande  von  8  verschwindenden 
Funktionen  eine  solche,  Mj,  gesucht,  die  unter 
den  Bedingungen 

(9)  {u^df=l,       {uu2df=0,       {u^U2df  =  0 

dem    Integral    £l(u^)    einen    kleinsten   Wert  h^ 
erteilt 
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Diese  Funktion  kann  wegen  (9)  mit  keiner  der  beiden  Funk- 
tionen Uy  Ml,  noch  auch  mit  einer  linearen  Verbindung  von  ihnen 
mit  konstanten  Koeffizienten  identisch  sein,  und  da  die  Bedin- 
gungen (9)  die  Bedingungen  der  Aufgabe  IL  einschließen,  so  ist 

(10)  Ä  <  Ai  ^  K 
Man  zeigt  zunächst  wie  oben,  daß 

(11)  Ä(Wa,  w)  =  0 
sein  muß  für  alle  den  Bedingungen 

(12)  \uwdf=0,     \Uiwdf=0,     {uiWdf=0 

genügenden  Funktionen  k;,  und  setzt  dann 

(13)  w  •=  ri  —  ftw  —  fCitii  —  1^2  ^9» 
worin,  damit  (12)  befriedigt  sei, 

(U)  ii  =  [riudf,    ^^  =  [riu^df,    yi^^  =  [riu^df 

zu  setzen  ist,    und  dann    ergibt  sich  auf  demselben  Wege  wie 
oben  der  Satz: 

9.  Die  dritte  harmonische  Funktion  u^  ist  eine 
am  Rande  verschwindende  analytische  Lösung 
der  Differentialgleichung 

Es  kann  also  hier  der  Fall  eintreten,  daß  k^  ^=  U^  wird, 
dann  nämlich,  wenn  die  Bestimmung  von  14^  nicht  eindeutig  ist, 
man  aber  zunächst  eine  dieser  Funktionen  für  u^  beliebig  aus- 
gewählt hat.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ist  auch  «itii  -f-  ajWj  für 
beliebige  konstante  Koeffizienten  ei},  a^  eine  zu  demselben  k^  ge- 
hörige harmonische  Funktion. 

Geht  man  dann  zur  Bestimmung  einer  vierten  Funktion  Ug 
über,  die  unter  den  Bedingungen 

(15)  [uldf=\,      [uu^df=0,      [u^u^df=0. 


I 


u^u^df  =  0 


das  Integral  Sl{u^)  zu  einem  Minimum  k^  macht,  so  erhält  man 
die  nächste  harmonische  Funktion,  und  es  ist  durch  (15)  nicht 
nui*   ausgeschlossen,    daß   Wg   i^i*  **   oder  Wj    oder  u^    identisch 
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werde,  sondern  auch  daß  u^  von  ti,  u^  und  u^  linear  abhängig, 
d.  h.  in  der  Form  u^  =  au  -\-  a^Ui  -\-  a^u^  enthalten  sei. 

Man  kann  auf  diese  Weise  weiter  schließen,  und  erhält  eine 
unbegrenzte  «Reihe  positiver,  stets  wachsender  oder  wenigstens 
nie  abnehmender  Werte  von  k: 

(16)  fc<fci  ^*2^*8,  ..-, 

und  zu  jeder  dieser  Eonstanten  erhält  man  eine  analytische,  am 
Rande  verschwindende  Lösung  der  Differentialgleichung: 

(17)  ^Ui-{-  kfui  =  0. 

Diese  Funktionen  geben  die  höheren  Oberschwingungen  der 
Membran. 

Alle  höheren  Oberschwingungen  haben  Knoten- 
linien. Durch  diese  Knotenlinien  wird  die  Fläche  S  in  Felder 
geteilt,  in  denen  die  entsprechende  Funktion  Ui  abwechselnd 
positive  und  negative  Werte  hat. 

Durch  die  Differentialgleichung  selbst  sind  die  harmonischen 
Funktionen  nur  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt;  bisher 
haben  wir  diesen  Faktor  durch  die  Bedingung 


(18)  {t4df  = 


1 


bestimmt,  und  wir  wollen  daran  auch  jetzt  noch  festhalten. 

Durch  die  Untersuchungen  über  Integralgleichungen,  auf  die 
wir  in  §  119  zurückkommen,  hat  sich  ergeben,  daß  die  Zahlen 
Ä,  Äi,Äai"-  ^6  Nullwerte  einer  durch  eine  stets  konvergente 
Potenzreihe  dargestellten  Funktion  d{k)  sind*).  Eine  solche 
Funktion  kann  aber  in  einem  endlichen  Gebiet  immer  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Nullstellen  haben.  Es  folgt  daraus,  daß  die 
Werte  A;,  A^,  /f^)  •••  ^^^  Reihe  (16)  mit  dem  Index  ins  Unendliche 
wachsen. 

§118. 

Entwickelung  einer  Funktion  nach  harmonischen 

Funktionen. 

Sind  u  und  v  irgend  zwei  harmonische  Funktionen  der  Fläche 
5,  so  ist,  wenn  k,  A  die  entsprechenden  Konstanten  sind: 

z/w  -4-  k^u  =  0,  ^v.  +  Asv  =  0, 

^)  Vgl.  die  erste  Hubert  sehe  Mitteilung  aus  den  Göttiuger  Nach- 
richten von  1904,  8  58. 
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und  daraus  folgt,  wenn  man  die  erste  mit  vdf^  die  zweite  mit 
—  udf  multipliziert,  addiert  und  über  die  Fläche  S  integriert: 

[{yJu  —  u^v)df  =  (A2  —  fea)  (uvdf. 

Die  linke  Seite  ist  aber  hier  gleich  Null  [nach  §112,  (3)] 
und  es  folgt  also,  wenn  A  von  k  verschieden  ist: 

(1)         '  {uvdf  =  0. 

Hieraus  können  wir  zunächst  schließen,  daß  es  keine  har- 
monische Funktion  geben  kann,  die  zu  einem  imaginären  k  gehört. 
Denn  wenn  k  komplex  ist,  und  k  zvl  k  konjugiert  imaginär,  so 
ist  A;  Yon  A  verschieden,  und  u  und  v  sind  gleichfalls  konjugiert 
imaginär,  oder  können  wenigstens  so  angenommen  werden.  Dann 
ist  aber  uv  wesentlich  positiv,  und  die  Gleichung  (1)  ist  unmög- 
lich. Daß  k  nicht  rein  imaginär,  d.  h.  k^  negativ  sein  kann, 
haben  wir  schon  oben  nachgewiesen  (S.  268). 

Wir  nehmen  nun  die  Reihe  der  aufeinander  folgenden  Werte 

und  zu  jedem  die  zugehörige  harmonische  Funktion 

(3)  tt,  Ui,  Ma,  tig  ..., 

die  wir  der  Bedingung 


(4)  ^ufdf  = 


1 


unterwerfen.  Wir  sehen  zunächst  von  dem' Falle  ab,  daß  zu 
einem  ki  mehrere  harmonische  Funktionen  gehören.  Dann  ist, 
wenn  h  von  i  verschieden  ist: 

(5)  l  UhUidf=  0. 

Es  sei  nun  9  (x^  y)  eine  in  der  Fläche  S  willkürlich  ge- 
gebene Funktion.  Wir  suchen  die  Konstanten  a,  a^,  a^  ...  so  zu 
bestimmen,  daß 

(6)  q>(x,  y)  =  at*  +  a^Ui  -(-  a^u^  -| , 

d.  h.  wir  suchen  9  (^,  y)  in  eine  unendliche  Reihe  zu  ent- 
wickeln, die  nach  den  harmonischen  Funktionen  fort- 
schreitet. 

Über  die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwickelung  können 
wir  im    allgemeinen   nichts    aussagen.      Setzen  wir  aber    diese 
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Möglichkeit  voraus,  so  können  wir  ans  (4)  und  (ö),  ebenso  wie 
bei  der  Fonri ersehen  Reihe,  die  Koeffizienten  0,0^,02... 
bestimmen.  Es  ergibt  sich  nämlich,  wenn  wir  mit  Und  f  multi- 
plizieren und  über  S  integrieren: 

(7)  a*  =J  9(a?»  y)Ukdf. 

Wenn  wir  aber  jetzt  annehmen,  daß  zu  einem  Werte  kx 
mehrere,  etwa  1/,  linear  unabhängige  harmonische  Funktionen 
mJ^,  t*J[,  u^^  gehören,  so  wird  das  eine  Glied  a^«^  der  Reihe  (6) 
durch  den  Komplex 

ersetzt    Setzen  wir  dann 

(8)  jtt(e)«(«')d/^=«;j,„ 

SO  wird  im  allgemeinen  Wg^a  nicht  verschwinden.  Wir  erhalten 
zur  Bestimmung  der  Koeffiizienten  a'h^  aj^,  ...  das  System  der 
linearen  Gleichungen: 

(9)  1  (p(Xy  y)uxdf=  aiwi,a  +  a'ivo^^t  -| \-  of^^w^  ^, 


\ 


Daß  die  Determinante  dieses  Systems 

nicht  verschwinden  kann,  ergibt  sich  so:  Wenn  ^  =  0  wäre,  so 
könnte  man  die  Konstanten  c^,  Cj, ...  ^t  so  bestimmen,  daß 

wäre  für  /  =  1,  2  ...  v,  und  da  Wi^\  =  Wjc,i  ist,  so  erhält  man 
hieraus  durch  Multiplikation  mit  Ci  und  Summation: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (8)  von  Wi^hi 


^(lc,u<^>ydf=0. 
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Daraus  aber  würde  folgen: 

was  der  Annahme  widerspricht,  daß  die  Uj^,  uÄ,  ...  linear  unab- 
hängig sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Repräsentanten 

der  linearen  Schar  so  auswählen,  daß  auch  in  diesem  Falle  das 
Integral  Wf,^a  verschwindet,  wenn  q  von  6  verschieden  ist. 

§119. 
Integralgleichungen  und  Eigenfunktionen. 

Seit  dem  Erscheinen  der  vorigen  Auflage  dieses  Werkes  hat 
die  mathematische  Physik  in  der  Theorie  der  Integralgleichungen 
ein  neues  kräftiges  Hilfsmittel  gewonnen.  Unter  den  grund- 
legenden Arbeiten  über  den  Gegenstand  seien  hier  nur  die  von 
Fredholm  (Acta  mathematica,  Bd.  27,  1903),  und  die  erste  bis 
sechste  Mitteilung  von  Hilbert  in  den  Göttinger  Nachrichten 
(1904  bis  1906)  erwähnt  i).  Hier  soll  nur  in  der  Kürze  auf 
die  Beziehung  dieser  Theorie  zu  der  Theorie  der  schwingenden 
Membran  hingewiesen  werden.  Während  aber  in  der  Literatur 
meist  nur  Funktionen  einer  Variablen  betrachtet  werden,  kommt 
es  uns  hier  besonders  auf  Funktionen  zweier  Variablen  an,  auf 
die  sich  die  Hilbertschen  Untersuchungen  übrigens  auch  be- 
ziehen.   (Vgl.  besonders  die  zweite  Mitteilung.) 

Um  zunächst  die  zu  brauchenden  Ausdrücke  zu  erklären,  sei 
df  wie  in  §  110  ein  Element  eines  ebenen  Flächenstückes  5,  und 
ds  ein  Element  der  Begrenzung;  femer  du  ein  Element  der 
nach  innen  positiv  genommenen  Normalen.  Es  seien  j),  q  zwei 
Punkte  im  Innern  von  S,  und  K(p^q)  eine  gegebene,  in  jedem  ein- 
zelnen Fall  besonders  zu  definierende  Funktion  der  beiden  Punkte, 
die  der  Kern  der  Integralgleichung  genannt  wird. 


*)  Aus  der  bereits  ziemlich  umfangreich  j^ewordenen  Literatur  dieses 
Gegenstandes  ist  noch  das  vor  kurzem  erschienene  Werk  von  Kneser  her- 
vorzuheben :  „Die  Integralgleichungen  und  ihre  Anwendungen  in  der  mathe- 
matischen Physik"  (Braunschweig,  Friedr.  Vieweg  u.  Sohn  1911),  das  dem 
Gegenstande  dieses  "Werkes  besonders  nahe  steht. 
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Die  Aufgabe  der  Integralgleichungen  erster  Art 
ist,  eine  Funktion  (p{p)  des  Punktes  p  so  zu  be- 
stimmen, daß 

wird,  worin  f(q)  eine  gegebene  Funktion  ist. 
Eine  Integralgleichung  zweiter  Art  ist 

in  der  wiederum  q>  als  die  gesuchte  Funktion 
gilt,  während  K  eine  gegebene  Konstante  ist. 

Die  Integralgleichung  zweiter  Art,  in  der 
f{q)==  0  ist: 

(1)  0  =  fp(q)-X^K{p,q)fp(p)dU 

hat  die  evidente  Lösung  g)  =  0  und  hat  für  ein  beliebiges  k 
keine  andere  Lösung.  Es  gibt  aber  besondere  Werte  von  A,  in 
denen  die  Gleichung  (1)  auch  noch  Lösungen  hat,  die  von  Null 
verschieden  sind. 

III.  Diese  besonderen  Werte  heißen  die   zu  dem 

Kern  K{p^q)  gehörigen  Eigenwerte  der  Fläche  S, 
und  die  entsprechenden  Lösungen  von  (1)  die 
Eigen  funktionen. 

Auf  diese  Probleme  soll  nun  die  Theorie  der  schwingenden 
Membran  zurückgeführt  werden. 

§120. 
Integralgleichungen  und  schwingende  Membran. 

W^enn  u  und  w  zwei  stetige  Funktionen  des  Punktes  p  sind, 
so  ist  nach  §  111  (3): 

(1)  ^{wJu  —  u^w)dfp  =  -  l^u;^^  — w^jds. 

Es  hänge  nun  w  noch  von  einem  Parameterpunkt  $  ab,  in 
dem  es  unendlich  werde,  und  zwar  so,  daß  im  Punkte  q 

(2)  10  =  —  ^—  log  r  -\-  f  unct.  cont, 

worin  r  =  {pyq)  die  Entfernung  der  beiden  Punkte,  und  funct,  cont 
eine  in  der  Umgebung  des  Punktes  q  reguläre  Funktion  von  p 
ist.    Um  die  Formel  (1)  anzuwenden,  umgeben  wir  den  Punkt  q 
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mit  einer  kreisförmigen  Hülle  vom  Radius  q^  und  schließen  ihn 
dadurch  von  dem  Gebiet  S  aus.  Lassen  wir  dann  die  Hülle  un- 
endlich klein  werden,  so  ergibt  sich,  wenn  q^w  und  pu;  in  q 
nicht  unendlich  werden,  ebenso  wie  oben  die  Formel  §  113  (9) 
abgeleitet  wurde: 

(3)  Ug  =  j(u;^u  —  uJw)dfp-\-  j(w^—uj^^ds, 

und  wenn  wir  an  der  Grenze  von  S 

(4)  M  =  0,  m;  =  0 
annehmen : 

(5)  Ug  =  \  (w^u  —  u^w)d  fp. 

Es  werde  nun  weiter  angenommen,  daß  w  der  Differential- 
gleichung 

(6)  ^w  +  fc»M?  =  0 

genügt  Wegen  (2)  ist  w  eine  Funktion  der  beiden  Punkte  p,  g, 
die  wir  mit  G(jp^q)  bezeichnen  wollen.  Nach  Hubert  heißt  sie 
die  Greensche  Funktion  für  die  Differentialgleichung  (6)  und  das 
Gebiet  S.  Man  erhält  eine  solche  Funktion  nach  §  113  (4)  etwa  so: 

(7)  w  =  \K{lcr)  —  v, 

wenn  K  die  Besselsche  Funktion  zweiter  Art  und  v  eine  in  S 
stetige  Lösung  von 

bedeutet,  die  am  Rande  mit  \K{kr)  übereinstimmt. 
Es  genüge  ferner  u  der  Differentialgleichung 

(8)  du-^-  h^u  =  0, 

worin  h  wieder  ein  konstanter  Parameter  ist.    Dann  ist  nach  (6) 

und  (8):  ^  ^  /t«        i«\ 

^  ^  wJu  —  uJw  =  (k^  —  h^)uw^ 

und  wir  erhalten  aus  (5),  wenn  w  =  6r(j),  q)  gesetzt  wird: 

(9)  Ug  =  (1c^-h^)^G{p,q)UpdU. 

Nehmen   wir   G(p,  g)  als   Kern   einer   Integralgleichung,   so 
ergibt  sich  aus  §  119,  IIL,  daß 

(10)  k^  —  h^  =  k, 

die  Eigenwerte  der  Fläche  S  sein  müssen,  und  Ur  die  ent- 
sprechenden Eigenfunktionen,  die  nach  (4)  und  (8)  zugleich 
die  harmonischen  Funktionen  dieser  Fläche  sind  (§  115). 
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Die  Konstante  h^  kann  beliebig,  z.  B.  auch  =  0,  genommen 
werden,  wodurch  G{p^q)  in  die  gewöhnliche  Greensche  Funk- 
tion übergeht. 

Behalten  wir  den  Kern  w  =^  (^{ih^)  ^^^t  ^^^  lassen  die 
Differentialgleichung  (6)  und  die  Randbedingung  (4)  fortbestehen, 
und  setzen  für  ein  sonst  beliebiges  u: 

(11)  ^u-^k^u  =  V, 
80  ergibt  sich  aus  (6)  und  (11): 

(12)  toJu  —  uJw  =  vw  =  vG{p^q), 
also  nach  (5): 

(13)  u,=JGip,q)v,df,, 

und  wenn  u  eine  gegebene  Funktion  ist,  so  haben  wir  hier  eine 
Integralgleichung  erster  Art  für  v,  die  durch  (11)  gelöst  wird. 

§121. 
Integralgleichungen  erster  Art. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Funktionen  zweier  Punkte  (Ti(jp,gi), 
Ga  (2>,  ^a),  die  als  Funktionen  von  p  am  Rande  von  S  ver- 
schwinden, von  denen  wir  voraussetzen: 

^1  (P^  9i)  =  —  ö:;:  log  ^1  +  funct.  cont 

(1)  7 

G^iPy  (Za)  =  —  ir""  log^a  +  funct  cont, 

wenn  r,  =  (i^,  ^i),  r^  =  (p,  ^2)  ^i®  ^^  §  120  (2)  die  Entfernung 
der  Punkte  pqi  und  pq2  bedeuten.  Setzen  wir  diese  Funktionen 
in  §  120  (1)  für  w  und  m,  so  ergibt  sich  wie  dort,  indem  wir  jetzt 
die  beiden  Punkte  g^,  (/a  mit  kreisförmigen  Hüllen  umgeben: 

(2)  ^{G,JG,-G,^G,)dU 

=  —  f  ffi  (P.  (Zi)  -^  ds^-i-i  Ga  (p,  ga)  -^  ds,. 

Hierin  ist,  wenn  Qi^  q^  die  Radien  der  Hüllen  sind, 

dsi  =  Qidq)^     d.Sg  =  Q2d(p 

zu  setzen  und  nach  dtp  von  0  bis  2;r  zu  integrieren. 
Nach  (1)  ist  ferner  zu  setzen: 

dG, 1_      dG^_ 1_ 

dr    ~       2nQC      ir    ~~       Itiq^' 

Biemann'Weber,  Partielle  DifferentialgleichuDgen.    II.    6.  Aufl.  ^9 
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und  man  findet,  wenn  man  Qi^  q^  unendlich  klein  werden  läßt: 
(3)      ^iO^^G,-G^^G,)df,  =  G, («2,  qi)-G, (g,,  q,). 
Nimmt  man  ferner  an,  es  sei 

^^  J  G^ -\- Ic*  Gi  =  0, 

80  sind  6ri,  G^  Greensche  Funktionen  des  Gebietes  S  für  diese 
Differentialgleichungen,  und  es  ergibt  sich  aus  (3): 

(5)  (fc,-  -  Icl)  j  G,  (p,  gO  G^  (p,  g,)  dfp  =  G,  (q,,  q,)  -  G,  (g^,  g,)- 

Hieraus  folgt  zunächst,  indem  man  k^  =zjc^  =  k 
setzt,  daß  die  Greensche  Funktion  6r(p,  g)  eine 
symmetrische  Funktion  der  beiden  Punkte  j>,  q  ist. 

Es  ist  also  für  jede  Greensche  Funktion  G{p^q) 

(6)  G{p,q)  =  G{q,p). 
Setzen  wir  in  (5)  zur  Abkürzung 

so  folgt: 

(7)  A  j  öl  (p,  7,)  (?2  (p,  a,)  dfp  =  G,  (^1,  ga)  —  G,  (g^,  q^), 

und  wenn  wir  nun  eine  Integralgleichung  zweiter  Art  zu  lösen 
haben : 

(8)  Up  =  Vp  +  k\Gi  (p,  q)  Vgdfg, 

in  der  u  die  gegebene,  v  die  gesuchte  Funktion  ist,  so  multi- 
plizieren wir,  indem  wir  mit  r  einen  dritten  Punkt  bezeichnen, 
mit  Ga(p,  r)d/^,  und  integrieren  über  die  ganze  Fläche  S.  Dann 
ergibt  sich: 

\upGi(p,r)dfp  =  [vpG^(p,r)dfp-\-k\\^ 

und  durch  Vertauschung  der  Integrationen  nach  dfp^dfq  wegen  (7), 
indem  statt  r  wieder  q  geschrieben  wird: 

(9)  [tigGa(p,g)rf/',  =  \vqG^{p,q)dfq. 

Also  ergibt  sich  die  Lösung  der  Integralgleichung  (8): 

(10)  Vp  =  Up  —  k[  G^  (p,  q)  Ugdfg. 
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Fassen  wir  zusammen,  was  in  den  letzten  Paragraphen  be- 
wiesen ist,  so  ergeben  sich  folgende  Theoreme: 
Wir  nehmen  für  die  Differentialgleichung 

(11)    '  Jw  -{'k^tD  =  0 

bei  beliebigem  h  eine  zu  dem  Gebiet  S  gehörige    Green  sehe 
Funktion  G  (p,  q)  als  Kern  von  Integralgleichungen. 

1.  Es  seien  Ay  die  Eigenwerte  und  Uy  die  Eigenfunk- 
tionen, die  zu  dem  Kern  gehören,  d.  h.  die  Werte  A 
für  die  die  Gleichung 


Uq  =  ^\G{p,q)Updff 


nicht  verschwindende  Lösungen  li,  hat.  Dann 
sind  diese  Funktionen  die  harmonischen  Funk- 
tionen des  Gebietes  /S,  die  der  Differential- 
gleichung 

^u  +  (fca  —  A,)ti  =  0 
genügen. 

2.  Eine  Integralgleichung  erster  Art 

u^=\G(p,q)Vpdfp 
wird  gelöst  durch  den  Ausdruck 

3.  Sind  6ri(jp,  g),  Ga(jp,  g)  zwei  zu  dem  Werte  k^  und  k^ 
von  k  gehörige  Greensche  Funktionen  für  das 
Gebiet  S  und  X  z=  k^  —  k^^  so  wird  die  Integral- 
gleichung zweiter  Art 

Up  =  Vp-{'k\Gi  (p,  q)vgdfg 
gelöst  durch 

-  ^\G2{PiQ)^gdfg. 


Vp  =  Up 


§122. 

Erzwungene  Schwingungen  der  Membran. 

Die  Theorie  der  Membranschwingungen  und  die  Anwendung 
der  Integralgleichungen  läßt  eine  Verallgemeinerung  zu.    Denken 

19* 
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wir  uns,  daß  an  jeder  Stelle  der  Membran  eine  gegebene, 
von  Ort  und  Zeit  abhängige  Kraft  wirkt,  die  wir  mit  F(x^y^f) 
bezeichnen,  die  auch  an  einem  Teil  der  Membran  gleich  Null 
sein  kann,  so  werden  die  Schwingungen  von  dieser  Kraft  ab- 
hängig sein,  und  werden  sich  von  den  freien  Schwingungen  der 
Membran  unterscheiden. 

Man  kann  auch  durch  einen  Grenzübergang  erreichen,  daß 
diese  Kraft  nur  in  einzelnen  Punkten  oder  Linien  von  Null  ver- 
schieden sei,  muß  dann  aber  die  Größe  der  Kraft,  wenn  sie  über- 
haupt einen  Einfluß  haben  soll,  mit  verschwindendem  Flächen- 
inhalt ihrer  Angnffsstelle  unendlich  groß  werden  lassen. 

An  Stelle  der  Differentialgleichung  (6)  §  97  tritt  jetzt : 

Wir  nehmen  an,  die  Funktion  F  habe  einen  periodischen 
Charakter,  so  daß  sie  sich  durch  eine  Summe 

Je 

(2)  F  r=y]c^Fx^^'' 


darstellen  lasse,  worin  die  A  irgend  eine  Reihe  von  Zahlenwerten 
durchläuft  und  die  Fx  von  t  unabhängig,  also  gegebene  Funk- 
tionen von  x^y  sind.     Setzen  wir,  um  (1)  zu  integrieren. 


und  nehmen  an,  daß  auch  w^  von  t  unabhängig  sei,  so  ergibt  sich: 

oder: 

(4)  ^wx  +  A2M,'a  -i-  Fx  =  0, 

Wir  setzen  also  die  Schwingung  w  aus  einer  Reihe  einfacher 
Schwingungen  von  der  Schwingungsdauer  P=  2n/X  zusammen. 
Ist,  wie  wir  hier  annehmen  wollen,  die  Membran  am  Rande  von 
S  festgeklemmt,  so  haben  wir  die  Randbedingung 

(5)  w    =  0. 

Der  erste  Weg,  um  zu  einer  Lösung  der  Differentialgleichung 
(3)  zu  gelangen,  geht  von  folgendem  Gedanken  aus: 

Man  entwickelt  die  Funktionen  Fx  und  tvx  nach  §  118  nach 
den  harmonischen  Funktionen  u^  des  Gebietes  S  in  der  Form: 
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k 

(6)  wx  =  ^ai,  Wk 

k 

(7)  F,=^hu,, 

wenn  die  bjs  als  gegeben,  Uk  als  gesucht  zu  betrachten  sind.    Die 
t<k  genügen  den  Differentialgleichungen 

(8)  Jui,'^k^Uk  =  0, 
und  demnach  ergibt  sich: 

(9)  ^M^A  +  ^^m  =  2  (A*  —  ÄO  akWk, 
und  die  Vergleichung  mit  (7)  ergibt  nach  (4): 

(10)      •  "*  =  xE^,- 

Diese  Formel  ist  nicht  anwendbar,  wenn  A  gleich  einem  der 
Eigenwerte  k  wird,  ohne  daß  bu  verschwindet,  weil  dann  a^  un- 
endlich würde.  Dieser  Fall  entspricht  der  Erregung  der  Membran 
durch  eine  Schwingung,  die  zu  einem  der  Eigentöne  harmonisch  ist 

Ein  anderer  Weg  zur  Lösung  des  Problems  durch  die 
Greensche  Funktion  ist  in  den  Formeln  §  120  enthalten.  Danach 
ist,  wenn  u  eine  stetige  Funktion  in  S  und  w  eine  Funktion  be- 
deutet, die  in  einem  Punkt  q  die  durch  die  Formel  §  120  (2) 
ausgedrückte  Unstetigkeit  besitzt,  nach  §  120  (3): 

(11)  Ug  =  J  (u;z/w  —  u^w)dfj,  +  J  ^t(;  ^  —  w  -^)  ds. 

Nehmen  wir  weiter  an ,  daß  u  und  w  den  Differential- 
gleichungen 

(12)  ^tt7  +  A»tt7  =  0, 

(13)  ^u  4-  k^u  =  V, 

genügen,  worin  v  eine  gegebene  Ortsfunktion  in  ^S  ist,  und  w 
am  Rande  verschwindet,  so  ist  w  die  Greensche  Funktion 

(14)  w  =  G{p,q), 

und  aus  (12)  und  (13)  ergibt  sich: 

w^  li  —  ti  Jw  =  vto^ 
also  nach  (11): 


oder: 


iig  =  1  üwdfp  —iu-^d 


Sp 
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(15)  „,  =  jt;,G(p,9)d/p-jup^^|i^ds,. 

Ist  also  die  Green  sehe  Funktion  G  bekannt  und  Vp  in  der 
Fläche  S  und  Up  am  Rande  von  S  gegeben,  so  ist  hierdurch  eine 
der  Bedingung  (13)  genügende  stetige  Funktion  Up  bestimmt. 
Dies  aber  ist,  wenn  wir  v  =  —  Fx  und  u  am  Rande  =  0  setzen, 
die  Differentialgleichung  (3)  der  erzwungenen  Schwingungen^). 

^)  Arthur  Korn:  Über  freie  und  erzwun^ne  Schwin^n^n.  Eine 
Einführung  in  die  Theorie  der  linearen  Integ;ralgleichungen.  Leipzig  und 
Berlin  1910. 

A.  Sommerfeld:  Die  Greensche  Funktion  der  Schwingungsgleichung 
für  ein  beliebiges  Gebiet.  Vortrag  in  der  mathematischen  Sektion  der  Ver- 
sammlung Deutseher  Naturforscher  und  Ärzte.     Königsbeig  1910. 


VIERTES  BUCH 


ELEKTRISCHE  SCHWINGUNGEN 


Fünfzehnter  Abschnitt 

Elektrische  W^ellen. 


§  123. 
Die  MaxwelUchen  Gleichungen. 

Die  MaxwelUchen  elektromagnetischen  Grundgleichungen, 
die  wir  im  achtzehnten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  besprochen 
haben,  erheben  den  Anspruch,  daß  aus  ihnen  alle  Erscheinungen 
nicht  nur  aus  dem  Gebiete  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus, 
sondern  auch  die  Lichterscheinungen  abgeleitet  werden  können, 
und  das  durch  die  berühmten  Hertz  sehen  Versuche  eröffnete 
Gebiet  der  elektrischen  Schwingungen  stellt  auch  erfahrungs- 
mäßig eine  Verbindung  zwischen  diesen  beiden  Erscheinungs- 
gebieten  her.  Ohne  die  allgemeinen  Grundlagen  dieser  großen 
Theorie  anzugreifen,  muß  aber  doch  hervorgehoben  werden,  daß 
manche  von  den  Voraussetzungen  im  einzelnen  hypothetisch  oder 
tatsächlich  unrichtig  und  nur  Annäherungen  sind,  und  daß 
manches  auch,  namentlich  in  bezug  auf  die  Grenzbedingungen, 
noch  dunkel  ist.  Bei  der  großen  Bedeutung,  die  diese  Gleichungen 
für  unsere  ganze  physische  Weltanschauung  haben,  ist  es  eine 
Hauptaufgabe  der  mathematischen  Physik,  ihre  Integration  mög- 
lichst zu  fördern,  und  die  Gesetze  der  Erscheinungen  daraus 
abzuleiten.  Einige  dieser  Probleme  sollen  im  folgenden  besprochen 
werden. 

Wir  haben  im  §  163  des  ersten  Bandes  das  elektromagnetische 
Grundgesetz  durch  zwei  Vektorgleichungen  ausgedrückt: 

L  ccuriaW  =  f||4-  4äA6, 

TT  1  rc  ^^ 

11.  c  curl  6  =  —  u  -;—- ' 

öl 
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Hierin  bedeutet  @  den  elektrischen,  3Sl  den  magnetischen 
Kraftvektor,  c  die  Lichtgeschwindigkeit,  k  die  Leitfähigkeit,  £  die 
Dielektrizitätskonstante,  fA  die  Permeabilität.  Die  Größen  c,  X,  «,  fi 
sehen  wir  jetzt  als  konstant  an. 

Aus  L  folgt  [Bd.  I,  §  169  (1)] 

,8^4.4;rAdiv6  =  0, 

und  daraus  ergibt  sich,  daß  die  Gleichung 

in.  div  6  =  0 

für  alle  Zeit  befriedigt  ist,  wenn  wir  sie,  wie  wir  jetzt  tun 
wollen,  am  Anfang  als  erfüllt  voraussetzen.  Diese  Bedingung 
besagt,  daß  nirgends  im  Felde  Elektrizität  mit  räumlicher  Dichtig- 
keit vorhanden  ist. 

Ebendo  besteht  nach  IL  im  ganzen  Felde  die  Gleichung 

IV.  div  m  =  0. 

Aus  I.  und  IL  können  wir  nun  leicht  den  Vektor  3Sl  elimi- 
nieren, wenn  wir  I.  nach  t  differentiieren,  und  dann  IL  benutzen. 
So  erhalten  wir: 

(1)  —  c^curl  curl  g  =  £fi  — •  -(-  4;rAfi— '• 


Um  hieraus  explizite  Gleichungen  herzuleiten,  bilden  wir  die 
a;-Komponente  von  curl  curl  (5.    Diese  ist  (Bd.  I,  §  93): 

d__  (dEy  _  dE^\  _  d__  /dE^  _  dE,\ 
dy  \dx  dy  J       djs  \  dz  dx  /' 

und   wenn  wir   hierzu   c^Ex/dx^  addieren  und  subtrahieren,   so 
folgt: 


_8_ 
dx 


div  6  —  JE^. 


Wir  erhalten   also  aus  (1)  mit  Rücksicht  auf  III.  die  drei 
Gleichungen : 

(2)  c«^^,  =  6m|^  +  4«A^^', 

(3)  cMi;,  =  .^^g^''  +  4«A^^, 

(4)  c,^£.  =  £^^  +  4«A^^, 
WOZU  noch  aus  111.  kommt: 
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^^^  IF  +  c)y   +  W  -  ^• 

Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  den  Vektor  6  ermittelt,  so 
erhält  man  aus  IL  die  Komponenten  von  W  durch  Quadraturen 
in  bezug  auf  die  Zeit,  und  die  Integrationskonstanten,  die  Funk- 
tionen des  Ortes  sind,  werden  durch  die  Anfangswerte  von  Ma^ 
My^  Mg  bestimmt.  Sind  die  Anfangswerte  von  J?x,  Ey^  Eg^ 
Mxj  My,  Mg  gegeben,  so  erhalten  wir  aus  I.  die  Anfangswerte 
von  dE^ldt,  dEy/dty  dEg/dt,  und  aus  Bd.  I,  §  167  folgt,  daß 
die  Lösungen  von  (2),  (3),  (4)  eindeutig  bestimmt  sind,  wenn  die 
Anfangswerte  im  ganzen  Baume  gegeben  sind.  Erfüllen  diese 
Anfangswerte  die  Bedingung  (5)  und  die  durch  Differentiation 
nach  t  daraus  hervorgegangene  Gleichung,  so  bleibt  diese  Glei- 
chung für  alle  Zeit  erfüllt,  und  braucht  nicht  weiter  berück- 
sichtigt zu  werden.  Hiernach  erfordert  die  Lösung  des  Problems 
die  Integration  der  Differentialgleichung 

(6)  c^ju  =  s(i  —  +  4«Afi  — 

mit  den  Nebenbedingungen,  daß  U  und  dll/dt  für  ^  =  0  in 
gegebene  Funktionen  des  Ortes  übergehen. 

In  dem  besonderen  Falle,  daß  ü  nur  von  einer  Koordinate 
X  abhängt,  nimmt  die  Gleichung  (6)  die  einfachere  Gestalt  an: 

und  stellt  die  Fortpflanzung  einer  ebenen  Welle  in  einem  ab- 
sorbierenden Medium  dar.  Das  in  diesen  Gleichungen  auftretende 
Glied  4nkndU/dt  bedingt,  wenn  k  von  Null  verschieden  ist, 
einen  Energieverlust  und  stellt  eine  Absorption  oder 
Dämpfung  dar. 

§  124. 
Die  Wellengleichung. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Vorgang  im  freien  Äther,  und 
setzen  demnach  £  =  fi=rl,  A  =  0.  Dann  nimmt  die  Gleichung  (6) 
des  vorigen  Paragraphen  die  einfachere  Gestalt  an: 

(1)  c^^U='^. 

U  soll  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  stetig  sein,  und 
es  sind  noch  die  Nebenbedingungen  zu  erfüllen: 
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.    für  <  =  0; 


(2)  ü  =  f(z,  y,  z) 

(3)  y^=F  ix,  y,  z) 

wir  Behmen  f  und  F  als  im  ganzen  Räume  gegebene  Funktionen 
des  Ortes  an,  suchen  also  die  Ausbreitung  einer  ursprünglichen 
Gleichgewichtsstörung,  die  sich  möglicherweise  auch  auf  einen 
endlichen  Raumteil  beschränken  kann,  ohne  Berücksichtigung 
Yon  sonstigen  Grenzbedingungen. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  läßt  sich  allgemein  in  folgender 
Weise  durchführen: 

Wir  nehmen  irgend  einen  Punkt  p  mit  den  Koordinaten 
•^iT  Vi^  ^1  i^  Räume  und  führen  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt 
Polarkoordinaten  ein,  indem  wir 

X  —  Xi  =  r  sind^  cos  (p 

(4)  y  —  j/i  =  r  sin  d^  sin  qp 

js  —  ^1  =  r  cos  ^ 

setzen.    Dann  erhalten  wir  nach  Band  I,  §  42  (11): 

...        .  j. J_  d^rij        ^ d^  1         c^U 

^^  "~  7    'dr^    "'    rä^sinO-        d^  ^  r»  sin^ -^  89«* 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  Oberflächenelement  einer 
Kugel  vom  Radius  r 

do  =  f^da  =  r^sin^dd^dq) 

multiplizieren,  über  die  ganze  Kugel  integrieren  und 

(6)  i^(r)  =  ^J'6'</a, 

setzen,  so  ergibt  sich,  da 

ft  ^IJ  2  /r 


dO'  0    Ö^l 


ist: 


-f 
4;rJ 

und  folglich  aus  (1): 
(7)       , 


dp 

da 

,.c^^ 

öt^  cr^" 
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eine  Gleichung,   die  der  Form  nach  mit  der  der  schwingenden 
Saite  übereinstimmt. 
Setzen  wir  noch 

(8)  *; 

so  sind  9?(r),  0{r)  Funktionen  von  r,  die  zugleich  mit  f  und  F 
gegeben  sind,  aber  nur  für  positive  Werte  von  r,  und  wir 
erhalten  nach  (2)  und  (3)  für  ü  die  Nebenbedingungen: 

(9)  ii  =  9(r),     ^^  =  0{r)    füri-0,    r  >  0. 

Dazu  kommt  noch  aus  (6)  die  Bedingung 

(10)  a  =  0        für  r  =  0. 

Die  Bedingungen  für  die  Funktion  Sl  hängen  aber  auch  noch 
von  den  Koordinaten  x-^^  t/h  ^i  ^t  ^^^  wenn  man  £1  als  bekannt 
annimmt,  so  erhält  man  aiis  (6) : 

(11)  f/(x„y„^0  =  Li™~^- 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (7)  mit  den  Neben- 
bedingungen (9),  (10)  haben  wir  im  §  86  allgemein  durchgeführt. 
Es  ergibt  sich  nach  der  dort  angewandten  Methode,  wenn  (p{r) 
und  ^(r)  für  negative  Argumentwerte  durch  die  Gleichungen 

(12)  cp(-r)  =  -  cp(r),         0{-r)  =  -  0{r) 
definiert  werden, 

(13)  £l^^.i^{r  +  ct)Jr9{r-ct)]  +  :^^^^{r)dr, 

r  —  ct 

und  die  Anwendung  von  (11)  ergibt  mit  Rücksicht  auf  (12): 
(U)  V(x,,y,,,,)  =  9'(cO  +  j^ict). 

wenn  (p'{r)  den  Differential quotienten  von  (p{r)  bedeutet  i).  Aus- 
führlicher dargestellt  ist  nach  (4)  und  (8) 

*)  Die  Wellengleichung  tritt  auch  in  der  Theorie  der  Luftschwingungen 
von  unendlich  kleiner  Amplitude  auf.  Die  Losung  des  Problems,  wie  sie 
in  (14)  enthalten  ist,  wurde  zuerst  vonPoisson  gegeben  (Mem.  de  l'institut, 
Bd.  III;  „M^m.  sur  la  th^orie  du  son",  Joui*n.  de  l'-fecole  Polytechn.  VII, 
1807).  Auf  anderem  "Wege  ist  sie  von  Biemann  in  den  „Vorlesum^en" 
(3.  Aufl.,  8.  300),  von  Kirchhoff  [Vorlesunj^en  über  Mechanik,  8.  317 
(1876)]  und  von  Liouville  (Journ.  de  Math.  1856)  abgeleitet. 
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(15)  7*(cO  = 

0  0 

(16)  4flr9'(cO  = 


ddijpl8inO'd^/'(a:i+c^8in0^co8<3P,yi+c^8ind"siiiijp,;s^,  +  c/co8Ö') 


CO 


Der  Aii8druck  (14)  für  V  8etzt  sich  hiernach  ans  zwei  Teileu 
zusammen,  die  durch  (15)  und  (16)  dargestellt  sind.  Bezeichnen 
wir  zur  besseren  Übersicht  mit  |,  17,  g  die  Kosinus  der  Winkel, 
die  eine  vom  Punkt  p  auslaufende  variable  Richtung  mit  den 
Achsen  einschließt  und  lassen  bei  der  Bezeichnung  der  Koordinaten 
des  Punktes  p  den  Index  1,  der  jetzt  nicht  mehr  nötig  ist,  wieder 
weg,  so  können  wir  die  beiden  Bestandteile  Von  TJ  so  darstellen: 

(17)  V,=  -^  ^F{x  +  ctl  y-hctv,  ^-^cn)d 

(18)  ü,  =  1- Aj^i  j/*(^  +  c^|,  f/  +  c^i?,  z  +  cn)\dio, 

worin  dann  do  das  Flächenelement  der  Einheitskugel  bedeutet, 
und  die  Integration  über  die  ganze  Einheitskugel  zu  er- 
strecken ist. 

Es  ist  also  der  Zustand  ü  im  Punkte  p  in 
einem  Augenblicke  t  nur  abhängig  von  dem 
Mittelwert,  den  die  Funktionen  t\  f  und  die 
Differentialquotienten  von  f  auf  einer  um  p 
mit  dem  Radius  et  beschriebenen  Kugelfläche 
haben. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  haben  die  Funktionen  /*,  F  nur  in 
einem  endlichen  Gebiete,  das  wir  das  Erschütterungsgebiet  nennen 
wollen,  von  Null  verschiedene  Werte  und  bezeichnen  mit  r'  und 
r"  die  kleinste  und  größte  Entfernung  des  Punktes  p,  den  wir 
außerhalb  des  Erschütterungsgebietes  annehmen  wollen,  von 
diesem  Gebiete,  so  ist  U  nur  solange  von  Null  verschieden,  als 

r'  <ct  <:  r" 

ist;  es  ist  also  dieser  Punkt  nur  in  dem  Zeitraum  von  t*  =  r^/c 
bis  t"  =  r"  /c  im  Gleichgewicht  gestört,  und  man  kann  sich  also 
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Yorstellen,  daß  über  den  Punkt  p  in  der  Zeit  t^  bis  f  eine  Welle 
hinweggeht,  und  nach  dieser  Zeit  befindet  sich  der  Punkt  p 
wieder  in  seinem  ursprünglichen  Zustande. 

Gehört  der  Punkt  p  dem  ursprüuglichen  Erschütterungs- 
gebiet an,  und  ist  r"  die  größte  Entfernung  von  p  von  der  Grenze 
des  Erschütterungsgebietes,  so  wird  er  in  der  Zeit  t"  =  r"/c  in 
die  Ruhelage  .zurückgekehrt  sein.  Ist  also  das  anfängliche  Er- 
schütterungsgebiet ein  einfach  zusammenhängender  Baum,  so 
wird  sich  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  eine  schalenförmige 
Welle  bilden,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  ausbreitet  Den 
Punkt,  in  dem  zuerst  wieder  Ruhe  eintritt,  und  den  Zeitpunkt, 
wann  dies  geschieht,  erhält  man,  wenn  man  den  Punkt  aufsucht, 
in  dem  die  größte  Entfernung  r"  von  der  Grenze  des  Er- 
schütterungsgebietes einen  möglichst  kleinen  Wert  hat.  Ist 
z.  B.  das  ursprüngliche  Erschütterungsgebiet  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  a,  so  wird  die  vordere  Grenze  der  Erschütterung  mit  der 
Geschwindigkeit  c  fortschreiten.  Die  schalenförmige  Welle  wird 
im  Mittelpunkt  beginnen  und  zwar  zu  der  Zeit  t  =z  a/c.  Die 
Dicke  der  Schale  ist  konstant  =  2  a, 

Um  in  allgemeineren  Fällen  die  Grenze  des  Erschütterungs- 
gebietes in  einem  bestimmten  Augenblicke  t  zu  finden,  hat  man 
zu  der  Grenze  des  ursprünglichen  Gebietes  Parallelflächen  zu 
konstruiren,  indem  man  auf  der  Normale  nach  beiden  Seiten  die 
Strecke  et  aufträgt 

§  125. 
Die  Differentialgleichung   für  die   gedämpfte  Welle. 

Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  all- 
gemeineren Gleichung  (6),  §  123,  die  wir  so  darstellen: 

Sie  geht  in  jene  Form  über,  wenn  wir  a2  =  £fi,  /J  =  2ÄAfi 
setzen ;  wir  wollen  c\  a\  ß  hier  als  positive  Konstanten  betrachten, 
und  wenn  wir  daran  festhalten,  daß  c  eine  Geschwindigkeit  sei, 
so  ist  a  eine  Zahl,  ß  eine  reziproke  Zeit.  Diese  Gleichung  wäre 
für  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem  absorbierenden  Me- 
dium anzuwenden,  in  dem  die  Absorption  durch  den  Koeffizienten  ß 
gemessen  wird.  Auch  die  Elektrizitätsbewegung  in  Leitern  wird 
durch  diese  Gleichung  bestimmt    Setzt  man  a  =  1,  /3  =  0,  so 
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erhält  man  die  Wellengleichung,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen 
behandelt  haben.  Für  a  =  0  erhalten  wir  die  Gleichung  für  die 
Wärmeleitung  (§  33). 

Wir  betrachten  zunächst  den  speziellen  Fall  [§  123  (7)],  daß 
die  Funktion  V  nur  von  einer  räumlichen  Koordinate  x  abhängig 
ist,  die  Gleichung  (1)  also  die  Form  annimmt: 

^^  dx^  di^  ^  ^  et 

Diese  Gleichung  gilt  füi*  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in 
einem  unbegrenzten  Medium.  Sie  gilt  auch,  wie  wir  später  noch 
genauer  begründen  werden,  unter  gewissen  vereinfachenden  Vor- 
aussetzungen für  die  Bewegung  der  Elektrizität  in  Drähten  und 
wird  aus  diesem  Grunde  auch  die  Telcgraphengleichung 
genannt. 

Die  Gleichung  (2)  wird  auf  eine  etwas  einfachere  Form  ge- 
bracht durch  die  Substitution 


(3) 

V  —  e   "'u. 

Es  ist  dann 

dt 

dt^ 

\dV^         a«    dt  "^ 

und  wir  erhalten 

aus  (2): 

(4) 

oder  wenn  man 

i^) 

—  r  für  .r,         -r  w  für  / 

setzt : 

■                                                      ■ 

(6) 

Diese  Gleichung  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Diffe- 
rentialgleichung der  schwingenden  Saite  durch  Anwendung  der 
Riem an n sehen  Methode  integrieren. 

Die  einfachste  Annahme  über  die  Nebenbedingungen  wäre 
die,  daß  U  und  dU/'dt  für  i  =r  0  in  Funktionen  von  x  über- 
gehen, die  für  alle  Werte  der  Variablen  gegeben  sind.  Das- 
selbe gilt  dann  auch  für  u  und  dn/dy  für  y  =  0.    Es  können 
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aber  auch,  ähnlich  wie  bei  der  schwingenden  Saite,  noch  Grenz- 
bedingnngen  dazu  kommen.  Wir  wollen  zunächst,  wie  in  §  90 
die  Annahme  machen,  daß  an  einer  nicht  geschlossenen  Linie  c 
der  ir?/-Ebene  die  Funktion  u  und  ihr  nach  der  Normale  von  c 
genommener  Differentialquotient  du/dn  gegeben  seL  Es  sind 
damit  zugleich  die  beiden  partiellen  Ableitungen  du/dx,  du/dy 
an  der  Kurve  c  gegeben.  Wenn  wir  eine  partikidare  Lösung  v 
der  Gleichung  (6)  annehmen,  also 


(7) 


d^v       d^v 


-  ^.  +  ^  =  0 


dx^       dy 


setzen,  so  ergibt  sich: 


< 


dx^ 


d^v 


dyV        '  \dx^'  dyy 

^(    du  dv\         ^(    du  dv\        ^ 

\    dx         dx/  _^     \    dy         dy/ 
dx  dy 

und  daraus  durch  Anwendung  des  Gaußschen  Satzes: 

<«)    |[(-S-»l^h+(»li-»liH=°' 

Über  die  Begrenzung  eines  Gebietes,  in  dem   u,  v  stetige  Funk- 
tionen mit  stetigen  Derivierten  sind. 

Um  ein  passendes  Gebiet  abzugrenzen,  nehmen  wir,  wie  im 
§  90,  den  Punkt  p  mit  den  Koordinaten  Xi^  t/i,  für  den  die 
Funktion  u  bestimmt  werden  soll, 
und  ziehen  von  ihm  aus  die  Ge- 
raden 


Fig.  50. 


(9) 


X  —  y  =  x^  —  yi 


bis  zum  Schnitt  a,  /3,  mit  der  Kurve  c. 
Auf  die  Begrenzung  des  dreieckigen 
Gebietes  (a,  /3,  p)  (Fig.  50)  wenden 
wir  die  Integralformel  (8)  an. 

Nun  ist  dx  =  dy  auf  der  Linie  (a,  p)  und  dx  =  —  dy  auf 
der  Linie  (/3,  p),  und  das  Integral  (8)  zerfällt  also  in  drei  Teile, 
von  denen  der  erste  über  die  Kurve  c  erstreckt  ist: 


Biemann-Weber,  PartieUe  Diiferenfeialgleichungen.    II.    6.  Aufl. 
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fr/    8m  8t;\  ,      .    /    du  dv\,  1 

—  I  (ydu  —  udv)  —  I  {vdti  —  udv)  =  0. 

Wenn  es  gelingt,  die  partikulare  Lösung  v  so  zu  bestimmen, 
daß  an  den  Linien  (9)  t;  =  1  ist,  so  ist  an  diesen  Linien  dv^=0 
und  aus  (10)  folgt: 

2Up  •=  Ua  -\-  Uß 

(11)         ,    fr/    du  dv\.      ,    /    du  dv\.    1 

e 

wodurch  Up,  d.  h.  der  Wert  der  Funktion  u  in  dem  Punkte  x^^  y, 
durch  bekannte  Größen  ausgedrückt  ist. 

§  126. 
Bestimmung  der  partikularen  Lösung  v. 

Die  Anwendung  der  Formel  (11)  des  vorigen  Paragraphen 
setzt  die  Kenntnis  einer  Funktion  v  voraus,  die  den  Bedin- 
gungen genügt: 

die  an  den  beiden  Geraden 

(2)    {X  -  X,)  —  iif-  y,)  =  0,    {x  —  X,)  +  (y  —  y,)  =  0 

den  konstanten  Wert  1  hat,  und  in  dem  zwischen  diesen  Ge- 
raden enthaltenen  Winkelraum  («i>/3)  (Fig.  50)  mit  den  ersten 
Derivierten  endlich  und  stetig  ist.  Diese  Bedingungen  sind  wesent- 
lich einfacher  als  die  für  die  Funktion  u,  da  sie  nichts  mehr 
von  der  Kurve  c  und  nichts  von  den  an  dieser  Kurve  willkür- 
lich gegebenen  Bedingungen  für  u  enthalten. 

Um  die  Funktion  v  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  daß  die 
Funktion 


(3)  ;,  =  V(y-j,0^-(a?-rrO« 

an  beiden  Linien  (2)  verschwindet,  und  in  dem  Gebiete,  in  dem 
V  zu  bestimmen  ist,  reelle  Werte  hat,  weil  hier 

(y  —  Vi)  —  (^  —  ^i)  und  (y  —  yO  -f  (z  —  a^) 
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beide  negativ  sind.  Wir  wollen  versuchen,  die  Gleichung  (1) 
unter  der  Voraussetzung  zu  integrieren,  daß  v  eine  Funktion  von 
z  allein  sei.    Es  ergibt  sich  bei  dieser  Annahme: 

dv  dv  X  —  x^  dv  dv  y  —  y^ 

dx' 


dz       z      ' 

dy       dz       z 

d^v          z  dz  (x- 

—  x.y       1  dv 

dx^           dz 

s             z  dz'* 

d-  — 

d^v  _     z  dz  {y  —  ViY    I    1_  dv 
dy^  ~      dz  ~z         '    z  dz^ 

und  hiemach  geht  (1)  in  die  Differentialgleichung  mit  der  einen 
unabhängigen  Variablen  z  über: 

,  1  dt; 

z  dz       2  dv    , 
dz  z  dz    ^ 

oder 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  für  die  Besselsche  Funk- 
tion der  Ordnung  0  und  vom  rein  imaginären  Argument  iz 
[Bd.  I,  §  71  (4),  §  72  (13)]: 

(5)         V  =  J(is,)  =  1  +  g  +  ^  +  ^^_  +  ..., 

die,  wie  von  der  Funktion  v  verlangt  wurde,  für  z  =  Ö  in  den 
Wert  1  übergeht. 

§  127. 

Gegebener  Anfangszustand  im  unbegrenzten  MitteL 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  daß  der  Anfangs- 
zustand für  alle  Werte  von  x  gegeben  sei;  dann  haben  wir  an 
Stelle  der  Kurve  c  die  o^-Achse  zu  setzen,  und  es  ist  also 

(l)  u  =  fix),      ^  =  F{x)    füry  =  0, 

worin  f(x)  und  F{x)  gegebene  Funktionen  von  x  sind. 

Die  Abszissen  der  Punkte  a,  /3  in  §  125  (11)  sind  dann 
Xi  —  j/i,  Xi  -j-  yi  und  es  ist  in  dem  Integral  dy  =  0  zu  setzen. 

20* 
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Es  wird  für  j/  =  0 

und  folglich  nach  §  125  (11) 

(3)        2  u  {X,,  y,)  =  /'(x,  -  y,)  -f  /'(a;,  +  y,)  +  J*  ^  ^(^)  <^ 


aft  +  Vl 


+  ^'li-£^(^>''^' 


ari  — Vi 

worin 

a^  i  ^  =  1  -j_  _?L.  j ^1 L 

^^  ;3r  rf^        2  "^  22.4"^  22.48.6  "^ 

für  ir  =  0  endlich  bleibt. 

Um  von  der  Bedeutung  dieses  Resultates  eine  Anschauung 
zu  bekommen,  wollen  wir  annehmen,  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung sei  auf  ein  endliches  Gebiet  beschränkt.  Es 
seien  also 

f(x)  =  0,    F(x)  =  0,    wenn  x  <^  hi  oder  x  >  ä„ 

worin  h^  und  h^  die  Abszissen  gegebener  Punkte  sind.  Wir 
nehmen  nun  einen  bestimmten  positiven  Wert  tfi  von  y^  d.  h 
einen  bestimmten  Zeitpunkt.  Dann  zeigt  die  Formel  (3),  daß 
^(^n  yO  =  ö  ist,  wenn 

(5)  ^1  <hi—yi  oder  iCi  >  Ä,  +  y^. 

Es  pflanzen  sich  also  die  beiden  Enden  der  Welle  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  c/a  [§  126  (5)]  nach  vorwärts  und 
nach  lückwärts  fort.  Dies  ist  ebenso  wie  bei  der  Differential- 
gleichung der  schwingenden  Saite  oder  bei  der  gedämpften 
Welle.  Anders  aber  verhalten  sich  die  zwischenliegenden  Teile 
des  Mediums. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  y^  bereits  größer  als  KÄj  —  h^)  ge- 
worden, und  betrachten  einen  Wert  von  Xi^  für  den 

A2  —  2/i  <  ^1  <  '^i  +  2/m 
also  Xi  —  t/i  <!  Äj  und  ^1  +  J/i  >  ^2 »  so  sind  f(xi  —  3/1)  und 
f{Xi  -j-  2/1)  gleich  Null  und  es  ergibt  sich  aus  (3): 

(6)  2ü,  =  jvFix)clx  +  y,  ji  p/i^)dx. 
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Es  tritt  also  hier  zwischen  den  beiden  £nden  der  Welle 
nicht  wie  bei  der  schwingenden  Saite  eine  Region  der  Ruhe  ein, 
sondern  u  behält  auch  zwischen  beiden  Enden  einen  mit  der 
Zeit  veränderlichen  Wert. 

Es  haben  also  die  beiden  fortschreitenden  Wellen  kein  hin- 
teres Ende,  sondern  in  den  von  ihnen  überschrittenen  Gebieten 
stellt  sich  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  der  Gleichgewichts- 
zustand wieder  her.  Hierin  unterscheidet  sich  also  das  Problem 
der  gedämpften  WeUe  wesentlich  von  dem  der  ungedämpften, 
und  nähert  sich  dem  der  Wärmeleitung,  von  dem  es  sich  wieder 
durch  die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Torderen 
Endes  der  Welle  unterscheidet. 

Wenn  wir  in  der  Formel  (3)  die  Annahme  machen 

(7)  f{x)  =  -  f{-  X),        F{x)  =  -  Fi-  X), 

SO  ergibt  sich  t*i  =  0  für  a:,  =  0  und  jedes  beliebige  yi.  Die 
Formel  (3)  entspricht  dann,  wenn  f{x)  und  F(x)  für  positive 
Werte  beliebig  gegeben  sind,  z.  B.  so,  daß  sie  nur  in  einem 
endlichen  Bereich  von  Null  verschieden  sind,  einer  Reflexion 
oder  Spiegelung  der  Welle  an  der  Ebene  x  =  0. 

Bei  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  würden  diese  An- 
nahmen zutreffen,  wenn  in  dem  reflektierenden  Medium  der  Koeffi- 
zient A  (§  123)  einen  sehr  großen  Wert  hat,  im  Vergleich  zu  dem 
Werte,  den  er  in  den  angrenzenden  Medien  hat.  Dann  hat 
man  die  elektrischen  Kräfte  in  dem  spiegelnden  Medium  wenig- 
stens nahezu  als  verschwindend  anzunehmen.  Dies  trifft  bei  der 
Reflexion  an  Metallflächen  zu. 

§  128. 

Willkürlicher  Anfangszustand  im  Räume. 

Die  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle 
[§  125  (1)],  in  der  wir  a  =  1  setzen: 

läßt  sich  auf  den  speziellen  Fall,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  haben,  zurückführen,  nach  derselben  Methode, 
die  wir  im  §  124  zur  Integration  der  Differentialgleichung  für 
die  ungedämpfte  Welle  angewandt  haben.  Wir  nehmen  einen 
willkürlichen   Punkt  p  mit  den  Koordinaten  ^j,  t/^,  z-^   an   und 


dSl 
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bezeichnen  mit  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  einem  varia- 
blen Punkte,  ferner  mit  dm  das  Oberflächenelement  der  um  p 
beschriebenen  £inheitskugel.    Ist  dann 

(2)  Ä(r)  =  ;^jl7d«,, 

80  genügt  Sl  der  aus  (1)  abzuleitenden  Gleichung  (§  125) 

und  hierzu  kommen  die  Bedingungen  für  den  Anfangszustand: 
für  e  =  0,    r  >  0:Ä  =  ^J  f{x,y,z)d(o  =  (p(r), 

öt   =i^j^(^-V,^)d«  =  <I>(r), 

wenn  f{x^y^d)  und  F{x^y^z)  die  Anfangswerte  von  t/ und  dU/dt 
sind,  und  f ür  r  =  0 

Ä  =  0. 

Demnach  setzen  wir 

(4)  (3p(-r)  =  -  9(r),        <l>(-r)  =  -  0(f), 

und  können  dann  unmittelbar  die  Formel  §  127  (3)  anwenden, 
in  der  die  Funktionen  q)  und  O/c  an  Stelle  von  f  und  F  treten. 
Wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §  125  (3),  (5): 

(5)  2Sl  c?^  =  9?(r  +  ci)  +  tp{r  —  ci) 

r  —  et  r  —  et 

worin  t;  die  in  §  126  (5)  bestimmte  Funktion  von  z  ist,  und  z 
die  Bedeutung  §  127  (2)  hat: 

(6)  z  =  ^  icH'^  —  (^  —  ^)*- 

Um  den  Wert  von  Z7  im  Punkte  x^^  yi,  £^i  zu  erhalten,  hat 
man  hieraus  den  Grenzwert  von  Sljr  für  r  =  0  zu  bilden,  für 
den  man  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (6)  und  §  127  (4)  den 
Ausdruck  erhält: 
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(7)  ü  =  e-f  [  9'  (et)  +  i  <P  (cO  +  §^%  (et)  + 


et  et 


ff|i^%»(.)..+^'jiieg).,(«)H. 


0 

worin 


ß_ 
c 


Von  einem  ursprünglichen  endlichen  Erschütterungsgebiete 
geht  also  auch  hier  eine  nach  allen  Seiten  fortschreitende  Welle 
aus,  die  eine  bestimmte  vordere  Grenze  hat.  Diese  Welle  ist 
aber  nicht  schalenförmig,  sondern  das  einmal  erschütterte  Gebiet 
geht  erst  allmählich,  und  in  endlicher  Zeit  nicht  vollkommen,  in 
den  ungestörten  Zustand  zurück  >). 


^)  Die  Integi'ation  der  Differentialj^leichung  für  die  gedämpfte  Welle 
ist  auf  verschiedenen  Wegen  behandelt  von  Poincar^,  Gompt.  rend.  der 
Pariser  Akademie  117  (1898);  Picard,  ebend.  118  (1894);  Birkeland, 
ebend.  120  (1895)  nnd  Archive  de  Gen^ve,  T.  34  (1895). 
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Lineare  elektrische  Ströme, 


§  129. 

Transformation   der  Maxwellschen   Gleichungen  auf 

krummlinige  Koordinaten. 

Um  auf  speziellere  Anwendungen  einzugehen,  ist  es  not- 
wendig, die  Maxwellschen  Gleichungen  auf  ein  anderes  (krumm- 
liniges) Koordinatensystem  zu  transformieren,  wozu  die  Hilfsmittel 
in  §  96  des  ersten  Bandes  gegeben  sind. 

Es  seien  also  wie  dort  j),  g,  r  die  Parameter  von  drei  ortho- 
gonalen Flächenscharen,  und  die  Variablen  seien  so  gewählt,  daß 
die  Richtungen  der  wachsenden  p^  g,  r  ein  Rechtssystem 
bilden.    Es  sei  ferner  das  Quadrat  des 'Linienelementes 

(1)  ds^  =  edp^  +  e'dq^  +  «"dr^. 

Wenn  wir  mit  ip,  Eq,  Er^  -Mp,  M^^  Mr  die  Komponenten 
der  elektrischen  und  magnetischen  Kraft  in  den  Richtungen 
p,  g,  r  bezeichnen,  so  erhalten  wir  auf  Grund  von  Band  I,  §  96  (5) 
aus  den  Formeln  I,  II,  §  124  dieses  Bandes: 


VeV  V       C(l  ör      J  dt 


-\-  4kJtkEp^ 


(2) 


Ve^V     er  dp      )-'  dt    +*«*^«' 

^J^\       dp  dq      )-'   dt    +*«*^-' 
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\e'e"\     dq  dr     J  ^  8«  ' 

^  ^  V^\^     8r  dp     J~       ^  dt  ' 

V77'\     dp  dq     J~       ''  dt  ' 

Ebenso  erhält  man  nach  Bd.  I,  §  96,  (4): 


(4)        V«"iV^  div  6  =  ^J^$l^^  +  ^i^  +  iVi^ 
^  ^         '  cp         ^  dq        ^         dr 

und  also  aus  §  123,  III,  IV: 


(5) 


dp        ^        dq       '^        dr        ""     ' 


^^>  gi)        +        eq       +        ör        =  ^• 


§  130. 
Axial  symmetrisches  Feld. 

Wir  wollen  diese  Formeln  auf  den  Fall  anwenden,  daß  das 
Feld  um  die  rr- Achse  symmetrisch  ist,  daß  also,  wenn  wir  Zylinder- 
koordinaten einführen  und  demnach 

(1)  y  =  r  cos-ö-        £  =  r  sind' 

setzen,  der  Zustand  unabhängig  von  d"  werde. 
Es  ist  dann 

und  demnach  ist  in  den  Formeln  (2)  bis  (6)  §  129 

p,    q,    r,        e,    e',    e" 
durch 

x^    ^,     r,         1,    r^,     1 

zu  ersetzen.     Die   sechs   Gleichungen   (2),   (3)  §  129   reduzieren 
sich  auf  drei,  wenn  wir 

iV  =  0,    Mr  =  0,    M^  =  0 

setzen,  und  Ux^  Er^  M^t  =  M  von  d"  unabhängig  annehmen: 
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(^)  .     n^~WJ  =  -''-äT' 

und  aus  (5)  §  129  ergibt  sich: 

während  (6)  wieder  identisch  befriedigt  ist. 

Man  kann  hieraus  eine  einzige  Differentialgleichung  für  31 
herleiten,  wenn  man  die  erste  Gleichung  (2)  nach  r,  die  zweite 
nach  X  differentiieii;,  beide  yoneinander  subtrahiert  und  (3) 
benutzt: 

Hat  man  M  gefunden,  so  kann  man  E^^  Er  aus  den  Glei- 
chungen (2)  durch  Quadraturen  in  bezug  auf  t  finden,  wenn  die 
Anfangswerte  gegeben  sind. 

Ebenso  kann  man  die  Differentialgleichungen  für  die  übrigen 
Komponenten  ableiten,  von  denen  wir  noch  die  für  Ex  anführen: 

'^  1,-J^  + -g^j  =''*  W +  *"''' TT  • 

Diese  Gleichung  ist  keine  andere  als  die  Gleichung  §  123  (2). 
Die  Gleichung  (5)  erhält  die  gleiche  Form: 

(7)  c^^  f/  =  £ft  -g^  +  4«X^  — , 
wenn  man  sie  nach  r  differentiiert  und  dann 

(8)  %f=rV 

setzt. 

§  131. 
Elektrische  Strömung  in  einem  Draht. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  daß  das  Feld  aus  einem 
unbegrenzten  leitenden  Zylinder  mit  kreisförmigem  Querachnitt 
Yom  Radius  R  besteht,  der  in  einem  sonst  unbegrenzten  Dielek« 
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trikum  liegt  Die  Achse  dieses  Zylinders  ist  die  o;- Achse.  Es 
hat  dann  A  einen  konstanten  positiven  Wert,  solange  r  <;  ü  ist, 
und  es  ist  A  =  0  für  r  >  Ä. 

Wir  führen  eine  sich  unmittelbar  bietende  partikulare  Lö- 
sung an,  indem  wir  i?x.  Er,  M  von  x  und  Ton  t  unabhängig  an- 
nehmen. Dann  sind  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  die  zweite 
Gleichung  (2)  (§  130)  befriedigt,  wenn  wir 

(1)  JSr  =  const        -Er  =  0 

setzen,  und  die  Gleichung  (2)  ergibt: 

T,-       — 2nkExf  ^  Tj 

itt  = ,  r  <  ü, 

c 

er 

wonach  M  an  der  Obeiitäche  des  Zylinders  stetig  bleibt. 

Es  entspricht  diese  Lösung  einer  stationären  elektrischen 
Strömung  in  einem  unbegrenzten,  gerade  ausgespannten  Draht. 

Die  Annahme  (1)  entspricht  der  Voraussetzung,  daß  Er  bei 
dem  Übergang  aus  dem  Draht  ins  Dielektrikum  stetig  sei;  Er  ist 
aber  unstetig,  wenn  eine  elektrische  ]Blächenbelegung  auf  der 
Drahtoberfläche  angenommen  wird.  Dann  würde  man  Er  außer- 
halb des  Dielektrikums  nicht  =:  0,  sondern  =  const./ r  anzu- 
nehmen haben,  wobei  sich  die  Konstante  aus  der  Flächen- 
dichtigkeit der  Elektrizität  bestimmt 

Nach  Bd.  I,  §  162  ist  AJE/x  die  Dichte  des  Leitungsstromes,  und 

(3)  j=  [xE^dq,  =  2jix{rE:,dr 

0 

die  Intensität  oder  Stromstärke  des  Leitungsstromes. 
Bezeichnen  wir  mit  w  den  Leitungswiderstand  der  Längen- 
einheit, mit  q  den  Querschnitt  des  Drahtes,  so  ist  [Bd.I,  §  176  (8)] 

(4)  «'  =  ^> 

(5)  «;;  =  |ji?,d3  =  AjrJJ.dr, 

0 

und  in  (1)  ist  also  die  Konstante  bestimmt  durch 

(6)  -Ex  =  ivj. 
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Die  Formeln  (3)  und  (5)  gelten  aber  auch  in  dem  Falle,  wo 
Ex  und  mithin  auch  j  nicht  konstant  ist,  und  dienen  dann  als 
Definition  von  j.  Durch  j  wird  aber  nach  Bd.  I,  §  162  haupt- 
sächlich die  durch  den  elektrischen  Strom  übertragene  Energie 
gemessen,  die  als  Joule  sehe  Wärme  oder  in  anderer  Form  auf- 
tritt und  Verwendung  findet;  wj^  ist  die  in  der  Längeneinheit 
des  Drahtes  entwickelte  Joule  sehe  Wärme  (falls  von  dem  Energie- 
verlust der  quer  verlaufenden  Ströme  abgesehen  wird)  und  es 
kommt  daher  vor  allem  auf  die  Kenntnis  von  j  an.  Nach  der 
Definition  (5)  ist  j  eine  Funktion  von  nur  zwei  Variablen  t  und  x. 
In  aller  Strenge  läßt  sich  aber  die  Bestimmung  von  j  nicht 
trennen  von  der  Bestimmung  der  Kraftkomponenten  für  das 
ganze  Feld,  die  von  drei  Variablen  ^,  x  und  r  abhängen.  An- 
genähert ist  dies  aber  unter  gewissen  Voraussetzungen  möglich, 
wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

§132. 
Selbstinduktion. 

Wir  multiplizieren  die  Gleichung  (6),  §  130  mit  rdr  und 
integrieren  von  0  bis  B.  Dadurch  erhalten  wir,  mit  Rücksicht 
auf  §  131  (3): 

(\\  rin(^J^\  I       c^     d^j  _    (IB    c'^j  dj 

und  unsere  Annahme  besteht  nun  daiin,  daß  wir  in  dieser  Glei- 
chung das  erste  Glied 

vernachlässigen  dürfen.    Dann  ergibt  sich  für  j  die  Gleichung 

also  dieselbe  Gleichung,  mit  deren  Integration  wir  uns  in  §  125 
beschäftigt  haben,  und  für  die  wir  bereits  dort  den  Namen  der 
Telegraphengleichung  gebraucht  haben.  Sie  enthält  nur  noch 
die  eine  unbekannte  Funktion  ;  und  die  beiden  unabhängigen 
Variablen  x^  1 1). 

*)  Nach  der  vor- Maxwell  sehen  Theorie  der  elektrischen  Ströme  erhält 
man  diese  Gleichung  auf  folgendem  Wege  (Heaviside,  On  the  extra 
current.     Electrical  Papers,  Vol.  I,  p.  93): 

Es  sei  Q  die  Elektrizitätsmenge,  die  vom  Anfangspunkt  der  Zeit  bis 
zur  Zeit  t  durch  einen  Querschnitt  des  Drahtes  mit  der  Abszisse  x  geflossen 
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Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  davon  zu  bilden, 
inwiefern  wir  berechtigt  sind,  das  Glied  (2)  in  der  Gleichung  (1) 
wegzulassen.  Es  genügt  dazu  nicht,  daß  dieses  Glied  an  sich 
klein  sei,  sondern  es  muß  klein  sein  im  Vergleich  zu  einem 
Wert,  den  wenigstens  eines  der  anderen  Glieder  der  Gleichung  (1) 
annehmen  kann,  wenn  die  Gleichung  (3)  nach  der  Vernach- 
lässigung kleiner  Glieder  noch  irgend  einen  Inhalt  haben  soll. 
Bei  den  nicht-magnetischen  Metallen  können  wir  dabei  ft  nahezu 
gleich  1  annehmen.  Wir  denken  uns  jetzt  den  Radius  des 
Drahtes  sehr  klein,  jedoch  so,  daß  die  Stromintensität  j  und  der 
Widerstand  w  endliche  Werte  behalten.     Es  müssen  dann   die 


ist.  Dann  ist  'bQ/'iit  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene,  in  dem  Zeitelement  ät 
durch  diesen  Querschnitt  geflossene  Elektrizitätsmenge,  d.  h.  nach  der  älteren 
Theorie,  die  Intensität  j  des  im  Drahte  fließenden  Stromes.    Also  ist 

Wenn  nun  C  die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Kapazität  des 
Drahtes  ist,  so  ist  Cdx  die  Elektrizitätsmenge,  die  erforderlich  ist,  um  in 
dem  Element  dx  das  Potential  v  um  die  Einheit  zu  erhöhen.   Es  ist  hiernach 

hx  ^x  bt 

Die  in  dem  Element  dx  tätige  elektromotorische  Kraft  entspringt 
zum  Teil  aus  der  Spannungsdifferenz,  die  dazu  den  Beitrag  ( — 'bv/}ix)dx 
gibt  und  der  elektromotorischen  Kraft  der  Selbstinduktion  — 8{^j/^t)dXt 
wenn  8  der  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Selbstinduktionskoeffizient 
ist;  und  wenn  to,  wie  oben,  der  Widerstand  der  Längeneinheit  des  Drahtes 
iüt,  so  ergibt  sich  nach  dem  Ohm  sehen  Gesetz: 

Eliminiert  man  t;  auB  a)  und  b),  so  folgt: 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  Gleichung  (3)  überein,  wenn  wir 
setzen: 

d)  ^e=:c^Cii,        47t/AX  =  c^Cw, 

Hierbei  ist  e  die  Lichtgeschwindigkeit ;  Cy  8,  w  sind  die  Kapazität ,  der 
Selbstinduktlonskoefflzient,  der  Widerstand  der  Längeneinheit. 

Hier  ist  X  in  elektrostatischem  Maß  ausgedrückt.  In  den  Produkten 
Cs,  Cw  ist  die  Maßeinheit  gleichgültig.  Wenn  man  aber  X  in  elektro- 
magnetischem Maß  ausdrückt,  so  wird  einfacher: 

e)  471 /nX  =  Cw, 

Der  bedenklichste  Punkt  in  dieser  Theorie  ist  -der,  daß  das  Potential  v 
nicht  alleiu  von  der  in  dx  enthaltenen  Elektrizitätsmenge,  sondern  von  der 
ganzen  elektrischen  Verteilung  abhängt ,  und  daß  also  auch  die  Kapazität 
nicht  konstant,  sondern  von  dieser  Verteilung  abhängig  ist. 
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§132. 


Schwankungeu  von  Ex  innerhalb  eines  Querschnittes  hinlänglich 
klein  sein,  wenn  die  Vernachlässigung  von  (2)  gestattet  sein  soll 
Um  dies  etwas  genauer  auszudrücken,  bezeichnen  wir  mit  (djßt) 
einen  mittleren  Wert  des  Differentialquotienten  dj/dt  in  dem 
Bereich  der  Variablen  x^  ty  in  dem  die  Differentialgleichung  (1) 
angewandt  werden  soll,  dann  ist  die  Gleichung  (3)  zulässig,  wenn 
der  Quotient 


c^r 


(4) 


dr 


(^) 


für  r  =  R  eine  gegen  1  zu  vernachlässigende  Zahl  ist. 
Hierin  können  wir  nun  nach  §  131  (6) 

'dj\_l_/dE. 


\dt)       w\dt) 


setzen,  worin  (dEx/dt)  einen  mittleren  Wert  von  dEx/dt  im  Be- 
reich der  Variablen  x^  t  und  r  <C  R  bedeutet.    Wenn  vrir 

(5)  Wm  =  c^  IV 

setzen,  so  ist  Wm,  der  Widerstand  der  Längeneinheit  des  Drahtes, 
in  elektromagnetischem  Maß  ausgedrückt,  und  die  Zahl,  die 
klein  sein  muß,  ist  also: 


(6) 


Wmr 


dr 


/dEx\ 
\dt  ) 


r=B 


Nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  sei  Ex  in  bezug  auf  t  und 
r  periodisch  mit  den  Perioden  T  und  L  (ohne  damit  sagen  zu 
wollen,  daß  diese  Annahme  mit  der  Differentialgleichung  verträg- 
lich sei),  setzen  wir  also 

Ex  =  A  cos  —jT  cos  — p  , 

worin  Ä  von  r  und  t  unabhängig  ist,  so  ergibt  sich,  daß 

w„,RT 


eine  kleine  Zahl  sein  müßte.  Hierin  ist  WmR  der  elektro- 
magnetisch gemessene  Widerstand  eines  Drahtstückes  von  der 
Länge  7^,  der  durch  eine  Geschwindigkeit  gemessen  wird,  und 
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dieser  Widerstand  muß  also  klein  sein  im  Vergleich  zu  L/T, 
was  wir  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  angenommenen 
Wellenbewegung  bezeichnen  können. 

§  133. 

Integration  der  Telegraphengleichung  durch  die 
Methode  der  Partikularlösungen. 

Im  §  125  haben  wir  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen nach  der  Riemann  sehen  Methode  behandelt  und  unter 
gewissen  Voraussetzungen  über  die  Nebenbedingungen  integriert 
Es  bietet  aber  die  Behandlung  nach  der  Fourier sehen  Me- 
thode neue  Gesichtspunkte  und  soll  hier  daher  noch  kurz  be- 
sprochen werden.  Wir  suchen  also  zunächst  partikulare  Lösungen 
der  Differentialgleichung 

indem  wir  setzen 

(2)  j  =  ^  <?•(«'+ /»o, 

worin  A^  a,  ß  reelle  oder  imaginäre  Konstanten  sind.  Um  diesen 
und  allen  daraus  abgeleiteten  Ausdrücken  eine,  physikalische 
Bedeutung  zu  geben,  braucht  man  nur  den  reellen  Teil  bei- 
zubehalten. 

Die  Differentialgleichung  (1)  wird  durch  den  Ausdruck  (2) 
befriedigt,  wenn  die  Konstanten  a,  ß  der  Bedingung  genügen: 

(3)  nsß^  —  ^nfikiß  —  ««6»  =  0. 

Wir  wollen  zunächst  a  reell  annehmen.  Dann  ist  die  durch 
(2)  dargestellte  Funktion  j  in  bezug  auf  x  periodisch.  Die 
Periode  23r/«  heißt  die  Wellenlänge;  ß  wird  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung  (3)  bestimmt,  aus  der  sich 

ergibt. 

Man  erhält  also  zwei  Werte  /3i,  ß^  für  /3,  und  die  beiden 
Werte  iß^^  iß^  sind  entweder  konjugiert  imaginär,  wenn 

(5)  a«  >  — — ^ 

oder  reell,  wenn 
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immer  aber  sind  die  reellen  Teile  von  t/3|,  iß^  negativ.  Es 
ündet  also  eine  zeitliche  Dämpfung  des  anfangs  vorhandenen 
periodischen  Zustandes  statt,  im  ersten  Fall,  (5),  unter  immer 
schwächer  werdenden  zeitlichen  Oszillationen,  im  zweiten  Falle, 
(6),  ohne  Oszillationen. 

Wenn  ein  beliebig  gegebener  Anfangszustand  durch  die  par- 
tikulare Lösung  (2)  dargestellt  werden  soll,  so  können  wir  a  alle 
reellen  Werte  von  —  oo  bis  -f-  <^  durchlaufen  lassen  und  dann 
den  Fouri ersehen  Lehrsatz  anwenden.  Wir  haben  dann  die 
Bedingung  zu  erfüllen,  daß  j  und  dj/dt  für  ^  =  0  in  gegebene 
Funktionen  von  x  übergehen,  die  wir  mit  Jq  (a?),  ;!>  (x)  bezeichnen. 
Wir  setzen  nach  (2),  indem  wir  mit  A^^  Ä^  Funktionen  von  a 
bezeichnen: 

4-  OD 

(7)  j  =  f  (^cW  +  ^ev*2')e»««da, 


00 
+  00 


(8) 


ll  =  t  j(/5i  A«"»''  +  /3,^eW)«*"''?«i 


00 


und   wenn  wir   den   Fourierschen   Lehrsatz    in    der  Form   an- 
wenden [Bd.  I,  §  21,  (3)]: 

+  00  +00 

(9)  /'(^)  =  ^Jd«J/(l)e"'<*-*'><?l, 


00 


so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Funktionen  A^^  A^  die  beiden 


Gleichungen : 


+  00 

(10) 

|3Mx  +  ^,  A  =  -  ^  j  ji(l)e-"'d|. 


00 


Die  zweite  Annahme,  die  wir  machen,  wenn  nicht  der  Anfangs- 
zustand, sondern  eine  bestimmte  Form  der  Abhängigkeit  von  der 
Zeit  gegeben  ist,  besteht  darin,  daß  ß  reell,  also  die  partikulare 
Lösung  (2)  in  bezug  auf  die  Zeit  periodisch  ist.  Die  Periode 
2nlß  heißt  dann  die  Schwingungsdauer.     Aus  (3)  ergibt  sich: 

(11)  ca  =  lVa/32  —  ^TC^liß, 
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Es  ist  also  a  weder  reell  noch  rein  imaginär  (außer  für 
ß  =  0).  Wählen  wir  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  in  (11) 
so,  daß  der  reelle  Teil  von  iu  negativ  wird,  so  verschwindet 
der  Ausdruck  (2)  für  j  für  unendlich  große  positive  x  und  wird 
unendlich  für  unendlich  große  negative  x. 

Zur  Erhaltung  dieses  Zustandes  ist  eine  fortwährende  Zufuhr 
von  Energie,  eine  Erregung  notwendig,  die  wir  uns  auf  der 
Seite  der  negativen  x  im  Unendlichen  denken,  und  die  wir,  da- 
mit ihr  Einfluß  im  Endlichen  noch  merklich  sei,  unendlich  groß 
annehmen  müssen. 

Einen  allgemeinen,  dieser  Vorstellung  entsprechenden  Aus- 
druck erhalten  wir,  wenn  wir  Ä  als  eine  willkürliche  Funktion 
von  ß  annehmen,  und  das  Integral  bilden: 

(12)  j  =  [.ilc«>*+<*«)d/}, 

OD 

und  nun  kann  man  die  Funktion  A  etwa  so  bestimmen,  daß  j 
für  X  =  0  eine  gegebene  Funktion  von  t  wird. 

§  134. 

Bestimmung  des  elektromagnetischen  Feldes. 

Ist  j  durch  Integration  der  Gleichung  (3),  §  132  als  Funk- 
tion von  X  und  t  bekannt,  so  bleibt  noch  übrig,  den  Zustand  des 
ganzen  elektromagnetischen  Feldes  zu  ermitteln.  Dazu  genügt 
die  Kenntnis  der  magnetischen  Kraft  My  die  als  Funktion  von 
r,  X  und  t  zu  bestimmen  ist    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(1)  r3f=P, 

so  ergeben  die  Gleichungen  §  130  (2),  (5): 

(2)  0-^  =  -.^^ 4xXrE., 

nad  für  den  Raam  des  Dielektrikums,  wo  A  =  0,  £  =  ft  =  1  ist: 
/„x  ./    d   1  dP    ,   d*P\       d*P 

Die  Gleichung  (2)  wollen  wir  zwischen  den  Grenzen  0  und 
R  integrieren  und  erhalten,  da  P  für  r  =  0  verschwindet,  wenn 
wir  mit  Pq  den  Wert  von  P  für  r  =  Ä  bezeichnen,  mit  Rück- 
sicht auf  §  131  (3): 

Siemann-Weber,  ParÜelle  mfferentialgleichnngen.   II.   ß.  Aufl.  21 
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worin  sich  s  und  k  auf  den  Draht  beziehen.  Denken  wir  uns  j 
als  Funktion  von  x  und  t  bekannt,  so  ist  die  Gleichung  (4)  eine 
Grenzbedingung,  die  sich  auf  r  =  R  bezieht.  Wenn  wir  aber 
R  als  unendlich  klein  annehmen,  so  können  wir  unter  Pq  auch 
den  Wert  von  P  für  r  ==  0  verstehen,  und  wir  werden,  wenn  wir 
die  Gleichung  (3)  mit  dieser  Grenzbedingung  integrieren,  eine 
Lösung  erhalten,  die  für  Werte  von  r,  die  im  Vergleich  zu  R 
groß  sind,  eine  brauchbare  Annäherung  gibt. 

Außerdem  wollen  wir  noch  die  Bedingung  hinzu- 
nehmen, die  wir  im  Falle  des  stationären  Zustandes  be- 
währt gefunden  haben,  daß  P  für  r  =  oo  nicht  unend- 
lich werden  soll. 

Um  die  Differentialgleichung  (3)  zu  integrieren,  suchen  wir 
partikulare  Integrale.    Wir  setzen 

(5)'  P=  ß«(««+i»')^, 

worin  a,  ß  Konstanten  sind,  und  Q  eine  Funktion  von  r  allein 
sein  soll    Dadurch  ergibt  sich,  wenn 

(6)  y2  =  cC^_L 

gesetzt  wird,  für  Q  die  Differentialgleichung 

(7)  r|-l^-y^ö  =  0. 

^  '  dr  r  dr        ^ 

Wenn  wir  hierin 

setzen,  so  erhalten  wir  durch  Integration  nach  r,  wobei  die  additive 
Konstante  Null  gesetzt  werden  kann,  für  ^  die  Differential- 
gleichung: 

oder 

Dies  ist  aber  die  Bes  sei  sehe  Differentialgleichung  mit  den 
beiden  partikularen  Integralen  J(iyr),  K(iyr),  und  nach  Bd.  I, 
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§  76  (5),  (6)  hat  diese  Gleichung  also  auch  ein  partikulares 
Integral  der  Form 

(11)  »ir=e->'-|/^S(2yr). 

Ein  zweites  partikulares  Integral  erhält  man  daraus,  wenn 
man  y  in  — y  verwandelt.  Da  aber  IP"  für  ein  unendlich  großes 
r  nicht  unendlich  werden  darf,  so  können  wir,  solange  wenig- 
stens y  nicht  rein  imaginär  ist,  nur  das  eine  dieser  beiden  Inte- 
grale beibehalten,  nämlich  das,  in  dem  y  einen  positiven  reellen 
Teil  hat.  Dann  verschwindet  ^  für  ein  unendliches  r.  Denn 
S{z)  hat  für  ein  unendliches  z^  wie  im  §  78  des  ersten  Bandes 
nachgewiesen  ist,  einen  endlichen  Wert. 

Im  Bd.  I,  §  77  haben  wir  die  Entwickelung  gefunden : 

ri  |/f  sw  =  i -^' (i)-, 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

i7(v)«       u; ' 

und  wenn  man  hierin  z  =^^yr  setzt,  so  erhält  man  einen  Aus- 
druck, der  in  (5)  für  Q  gesetzt  werden  kann.  Der  Wert  von  ^ 
wird  also  =  1  für  ^  =  0.  Diese  Funktion  Q  kann  dann  noch 
mit  einem  Faktor  multipliziert  werden,  der  eine  willkürliche 
Funktion  von  a,  /3  ist. 

Nehmen  wir  als  einfachstes  Beispiel  für  3  einen  der  Aus- 
drücke aus  §  133: 

(13)  j  =  J.c»>*+/*o 

mit  der  Bedingung: 

(U)  ft€/32  —  ^jtiikiß  —  a«c2  =  0, 

80  ergibt  sich  aus  (4): 

(15)  cP,  =  -2a(i-\-  ^)  «'("+/"), 

und  folglich,  wenn  Q(/)  die  durch  (12)  definierte  Bedeutung  h&t: 

(16)  cP  =  —  2a(i-^  ^^e'^-'^fi*^Q{2yr), 

21* 
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worin  y»  =  «*  —  j8*/c*  zu  setzen  und  y  mit  positivem  reellen 
Teil  zu  nehmen  ist  A  kann  dann  auch  eine  komplexe  Kon- 
stante sein,  und  um  einen  Ausdruck  mit  realer  Bedeutung  zu 
erhalten,  hat  man  für  P  den  reellen  Teil  des  Ausdruckes  (16) 
zu  nehmen.  Diese  Ausdrücke  kann  man  dann  wie  im  §  133 
summieren,  und  kann  so  z.  B.  einen  willkürlich  gegebenen  Anfangs- 
zustand im  Drahte  berücksichtigen.  Soll  auch  noch  ein  gegebener 
Anfangszustand  im  Felde  befriedigt  werden,  so  muß  man  eine 
Lösung  der  Gleichung  (3)  hinzufügen,  die  für  r  =  0  verschwindet 
und  gegebenen  Anfangswerten  yon  M  und  dM/dt  entspricht. 
Man  setzt,  um  die  Methode  yon  §  124  anwenden  zu  können,  im 
§  130  (7): 


P={rUdr, 


oder,  was  dasselbe  ist: 

jj_drM 

^  ~rdr' 

und  hat  dann  gegebene  Anfangswerte  yon  ü  und  du /dt  Diese 
Lösung  läßt  sich  auch  durch  Besselsche  Funktionen  mit  reellem 
Argument  darstellen. 

Wollen  wir  die  elektrische  Komponente  E,  an  irgend  einer 
Stelle  des  Feldes  bestimmen,  so  führt  dazu  die  erste  Gleichung  (2), 
§  130,  die  hier  so  lautet: 

c  drM      dE^ 

Setzen  wir  hierin  nach  (5): 

(18)  rM=P=  «<(««+/»«)  Q, 
80  folgt  durch  Integration  in  bezug  auf  t: 

(19)  E,  =  —  ^^  ««(««+^0 
^    ^  tßr  dr 

und  nach  (7)  und  (8)  ist 


also  erhalten  wir: 

(20)  E^  =  —  %  €<("+/»«)  y. 

xß 

Diese  Kraft  ist  es,  die  in  einem  etwa  an  der  Stelle  ^,  r  an- 
gebrachten,  zu   dem  ersten  parallelen  Draht  eine  induzierende 
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Wirkung  hat,  und  die  Formel  (11)  zeigt,  nach  welchem  Gesetz 
diese  Induktion  mit  wachsender  Entfernung  r  der  beiden  Drähte 
abnimmt 

§135. 

Nachweis  der  Übereinstimmung  der  beiden  Lösungen 

der  Telegraphengleichung. 

Die  Lösung  der  Telegraphengleichung  bei  gegebenem  Anfangs- 
zustand, die  wir  im  §  133  (7),  (10)  gefunden  haben,  hat  eine  ganz 
andere  Form,  wie  die  durch  die  Biemannsche  Methode  (§  127) 
erhaltene,  obwohl  die  Grenzbedingungen  ganz  dieselben  sind.  Es 
ist  nun  Yon  Interesse,  diese  beiden  Resultate  miteinander  zu  yer- 
gleichen  und  aufeinander  zurückzuführen. 

Zu  diesem  Zweck  stellen  wir  zunächst  die  beiden  Formen 
zusammen.  Es  handelt  sich,  wenn  wir  die  geeigneten  Variablen 
einführen,  um  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

unter  der  Bedingung,  daß 

(2)  füry  =  0:    u  ==  fix),     ^  =  F{x) 

sei,  wo  f{x)  und  F{x)  gegebene  Funktionen  von  x  sind. 

Der  Lösung,  die  wir  im  §  127  (3)  erhalten  haben,  geben  wir 
die  folgende  Form,  indem  wir  x^^  y^  durch  ic,  y  und  die  Inte- 
grationsvariable X  durch  ^  ersetzen: 

2u  =  f{x-y)  +  f{x  +  y) 


X — y  X — y 


worin 


(4)  z  =  yy2  -(X  —  i)\ 

(5)  V  =  J{ie)    (B  esse  Ische  Funktion), 
und  hierfür  können  wir  auch  setzen: 

(6)  2u  =  |t;F(|)d«  +  A|„/^(|)d|. 

X  —  y  x—  y 

Die  Gleichung  §  133  (1)  geht  aber  in  (1)  über,  wenn  wir 
c  =  1,    fi  ==  1,     6  =  1,    2nk  =1,    7  ==  e"*u 
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setzen  und  dann  ^  f ür  ^  schreiben.     Die  Gleichung  §  133  (3) 
wird  jetzt 

i52  —  2  ? /J  —  a2  ==  0 
und  ergibt:  

iß  =  —  l  ±i Va2  —  1. 
Hiemach  erhalten  wir  aus  §  133  (7),  wenn  wir 

setzen : 

+  00 

(7)       «*  =  (  [^  cos  y  Va2  _  i  -^  Bsmy  y«»  —  1] c»«*  da, 


—  00 


und  für  die  Funktionen  A^  B  von  a  erhält  man  aus  §  133  (10) 
oder  aus  dem  Fourierschen  Lehrsatz: 

+  00 


^=  2 


(8) 

B  =  — -J-     -  f  Z(S)«-*-S(?S, 
23tV«!'—  ij     ^ 

—  00 

also: 

(9)  2u  = 

+  00     +  •  r 

Mda[dSc'"<'-''   /(S)  cos  3/  y««  —  i  +  -^^  sin y  y^iTZT 


00        —OD 


Dies  können  wir  endlich  auch  so  darstellen: 


u=l^da^ 


di 


Va»  —  1 
(10) 


■  00 

4  00        +00 


«  öyj       J  Vas—  1 


—  00        —  00 


Zum  Nachweis  der  Übereinstimmung  von  (6)  und  (10)  ge- 
nügt es  also,  wenn  für  eine  willkürliche  Funktion  /"(g)  die  Richtig- 
keit der  Relation 

+  »     +00  ,  . jc  +  y 

(11)    ^  jd«Jd|/-(g)  "YJ'Ü.T  ^ '"""''  =  \^f(^)'^^ 

—  Qo      — 00  '  X  —  y 

bewiesen  werden  kann,  in  der  v  durch  (4)  und  (5)  bestimmt  ist. 
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Der  Beweis  dieser  Formel  läßt  sich  mit  Hilfe  eines  be- 
stimmten Integrals  aus  der  Theorie  der  Besselschen  Funktionen 
führen. 

Wir  haben  nach  Bd.  I,  §  71,  (6): 

+  n 


(12)  J(^)  =  ^je.-. 


—  n 


und  daraus,  wenn  r,  9  gegebene  Größen  sind: 


(13) 

IC    •\-  rt 


[  J(r  sin  g>  sin  ^)  c«  »*  ««•  ^  «>•  "^  sin  «■  d  0- 


— l     I  g»r(co8r/)co9^  +  siny  sin  .•*  cosw)  gjjj  ^  ^^  ^^j^ 

2ä  J  J 


U     —n 


Wir  wollen  nun  9,  ^  als  Seiten,  cd  als  den  von  ihnen  ein- 
geschlossenen Winkel  in  einem  sphärischen  Dreieck  (abc)  (Fig.  51) 
betrachten,  so  daß,  wenn  0  die  dem  Winkel  o  gegenüberliegende 
Seite  bedeutet, 

(14)  cos  &  =  cos  g>  cos  -ö*  -f"  ''^^  9^  ^"^  ^  ^^^  ^ 

ist,  während  sin^O'  dd^  da  =  do  ein  Fiächenelement  bei  c  auf  der 
Einheitskugel  ist.     Demnach  ergibt  das  Integral  (13): 

\J{r sing)  8in^)e«''^~9»co.^  sind-dO*  =  —  j  e*'''°^«*'do, 

0 
worin  die  Integration  nach  do  über  die  ganze  Kugelfläche  aus- 
zudehnen ist  Fig.  51. 

Nehmen  wir  aber  den  Punkt  b  als  Pol,  so 
können  wir  dafür  setzen,  wenn  Sl  den  der 
Seite  9"  gegenüberliegenden  Winkel  bedeutet: 


(15)T^j|e. 


f^<^^sm9d&dSl  = 


ir        '     b 

und  wir  haben  also,  wenn  wir 

r  cos  9  =  m,    r  sin  9  =  w,    cos  -ö*  =  A 
setzen,  nach  (13)  die  Integralformel: 

(16)        f  j(«vr^Toe-^dA  =  2E^l£±i! 


—  1 
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Diese  Formel  ist  zunächst  für  reelle  n»,  n  bewiesen;  da  aber 
auf  beiden  Seiten  durchaus  eindeutige,  endliche  und  stetige  Funk- 
tionen, auch  für  komplexe  m,  n  stehen,  so  muß  diese  Gleichung 
eine  Identität  sein,  und  wir  können  darin  also  auch  m,  n  irgend- 
wie komplex  annehmen.  Setzen  wir  also  m  =  —  ay,  n  =  ty, 
und  dann  noch  k  für  yk^  so  folgt: 

Dies  wenden  wir  an  zur  Umformung  des  Ausdruckes 

(18)     <7=i|lj;if(i)";^gF' ..»-.. 


—  OD 


Wenn  wir  darin  die  Integrationsfolge  vertauschen,  und  für 
den  sinus  den  Ausdruck  aus  (17)  einsetzen,  so  folgt: 

(19)       V=±j  ai)  di  jdJ  rfA  J(iVyi^rii)  e.«[(x-J)-fl, 

—  OD  —  00       —  y 

und  nach  dem  Fourierschen  Lehrsatz  [§  133  (9)]  ist 

(20)  ^  f  '^^  f  '^^'^(*  Vi^«  —  A*)6'«K'-S)-^3 


OD  _ 


V 


=  J[i  Vi/'  —  (^  —  I)']    wenn  {x  —  |)a  <  y^ 
=  0  wenn  {x  —  {)«  >  y«. 

Demnach  folgt  aus  (19): 

(21)  t/  =  I  m  J[i  Vj/«-(a;-|)»JdS, 

wodurch  die  Formel  (11)  bewiesen  ist. 


Siebenzehnter  Abschnitt. 

Reflexion  elektrischer  Schwingrungren. 


§136. 
Reflexion  ebener  elektromagnetischer  Wellen. 

Die  elektromagnetischen  Grundgleichungen  haben  sich  am 
besten  bewährtibei  der  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Versuche, 
die  Hertz  über  die  Fortpflanzung  elektrischer  Wellen  angestellt 
und  durch  die  er  alle  wesentlichen  Eigenschaften  der  Licht- 
erscheinungen auch  an  elektrischen  Wellen  nachgewiesen  hat. 
Um  einen  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  dieser  Erscheinungen 
zu  gewinnen,  betrachten  wir  zunächst  einen  ganz  einfachen  Fall. 

In  einem  unbegrenzten  Felde  bestehe  ein  elektromagnetischer 
Zustand,  der  nur  von  einer  räumlichen  Koordinate  x  und  von  der 
Zeit  t  abhängt  Von  den  sec^s  Komponenten  der  elektrischen 
und  magnetischen  Kraft  seien 

E^  =  0,        Ey  =  E,        Es  =  0, 
M^  =  0,       My  =  0,        M,  =  JM, 

und  E  und  M  seien  Funktionen  von  x  und  t. 

Die  Maxwellschen  Gleichungen  [Bd.  I,  §  163  (4),  (5)]  redu- 
zieren sich  bei  dieser  Annahme  auf  zwei: 

(1)  ^*  ^"^ 

^  dx  ~-     ^  dt  ' 

Wir  nehmen  femer  an,  daß  ein  von  der  j/iS'-Ebene  begrenzter, 
sonst  aber  unbegrenzter  Leiter  mit  der  Luft  oder  dem  leeren 
Raum  in  Berührung  stehe.    Dann  sind: 

■ 

für  a:  >  0,     «  =  /i  =  1,     A  =  0, 

für  X  <^  Oy    (,  |ii,  ^,    positive  Konstanten. 
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Bezeichnen  wir  mit  E^  M  die  Werte  dieser  Funktionen  auf 
der  Seite  der  positiven  x^  also  im  Dielektrikum,  mit  E\  M'  die- 
selben Funktionen  für  negative  x^  also  im  Leiter,  so  erhalten  wir 
noch  als  Grenzbedinguug  [Bd.  I,  §  167,  (1)]: 

(3)  für  :r  =  0    ist    E  =  E\    M=  W. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  von  E  und  M  wäre  noch  die 
Kenntnis  des  Anfangszustandes  erforderlich.  Statt  dessen  suchen 
wir  partikulare  Lösungen,  wie  sie  aus  der  Annahme  einfacher 
Sinusschwingungen  hervorgehen.     Wir  setzen  also: 

E=  L^e*«S         £'  =  f/'c»««, 

worin  Uj  V,  ü\  V  Funktionen  von  x  allein  sind;  a  ist  eine 
reelle  Eonstante,  die  mit  der  Schwingungsdauer  der  Oszillation, 
T,  durch  die  Gleichung  zusammenhängt: 

2n 

Die  Ausdrücke  (4)  ergeben  sich  dann  in  imaginärer  Form, 
von  der  im  Endresultat  nur  der  reelle  Teil  beizubehalten  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Funktionen  C/,  F,  £/',  F',  die  gleichfalls 
imaginär  sein  können,  erhalten  wir  nun  aus  (1)  die  folgenden 
Differentialgleichungen : 

tuU=  —  C-j—^ 

ax 
(5)  a:  >  0 

dV 
(tue  4-  4äA)  C/'  =  —  C-; — , 
^  ^  ax 

.        T7/  dU'  ^ 

,«^F=-c^, 
und  durch  Integration  von  (5)  erhält  man: 

(7)  ^=        «x'''^'+ «.«"'"'.  ^>o, 

worin  Ui^a^  Konstanten  sind,  die  gleichfalls  imaginär  sein  können. 
Um  (6)  zu  integrieren,  haben  wir  zwei  partikulare  Integrale: 

(8)  U'  =  a'e       -      ,      V'  =  a''e       <^     ,     a:  <  0 
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zu  bilden,  und  erhalten  zunächst  durch  Elimination  von  a\  b' 
für  Q  '\-  10  die  quadratische  Gleichung: 

(9)        (p  +  icy  =  ,>  (it  +  i^j  =-»»«  +  2«>rA. 

Wenn  il  nicht  verschwindet,  so  ist  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  nicht  negativ  reell,  und  folglich  kann  q  nicht  gleich 
Null  sein.    Wir  setzen  also: 


(10)  Q  +  t<J=V— f*«  +  '^^l»'Tk, 

und  behalten  von  den  beiden  Werten  der  Wurzel  nur  den  einen 
bei,  in  dem  der  reelle  Teil  q  einen  positiven  Wert  hat.  Denn 
bei  negativem  q  würden  die  Ausdrücke  (8)  für  ein  unendlich 
großes  negatives  x  unendlich  groß  werden,  was  unmöglich  ist. 
Zwischen  a!  und  a'*  ergibt  sich  aus  (6)  noch  die  Beziehung: 

(11)  a"  =  -a'?4:^, 

und  a'  ist  eine  Eonstante,  die  ebenfalls  imaginär  sein  kann. 

Um  nun  das  Ergebnis  in  reelle  Form  zu  bringen,  ersetzen 
wir  «1,  02,  a!  durch  öj  -|-  i6i,  a^  -{-  ib^^  a'  -f-  ib\  und  verstehen 
unter  a^,  &,,  a«,  &2)  ^\  ^'  reelle  Konstanten.  Dann  ergibt  sich 
aus  (7),  (4): 

E  =  {a^^  ib,)e"^'^^^  +  (a,  +  ib^)e''^'~^^, 
und  wenn  wir  nur  den  reellen  Teil  beibehalten  für  x  >  0: 

E  =  a.  cos«  (t  -\ J  +  flaCOS«  (t ) 

(12)  \   ^  cj^    *  \         c) 

—  bx  sin«  \t  -\ y —  ftj  sina  \i j, 

und  ebenso: 

Jlf  =  —  fli  cos«  (^  -1 )  -j-  a,cosa  (^ ) 

(13)  \         ^/  \         c/ 

+  6i  sin«  \i  -| j  —  fca  sin«  ii j« 

Diese  Ausdrücke  sind  auch  in  bezug  auf  x  periodisch, 
und  ihre  Periode  L,  die  die  Wellenlänge  genannt  wird,  hängt 
mit  der  Schwingungsdauer  T  durch  die  Gleichung  zusammen: 

(U)  i  =  2«c  =  c2; 
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wonach  das  Verhältnis  zwischen  der  Wellenlänge  und  Schwingungs- 
dauer (im  leeren  Räume  und  in  der  Luft)  gleich  der  Licht- 
geschwindigkeit ist. 

Setzen  wir  noch,  indem  wir  mit  Ai^  A^^  «i,  «a  neue  Kon- 
stanten bezeichnen: 

ai  =  ^1  cosoci,        //i=^i8inai, 

a^  =  A2  cos  «21        ^2  =  ^s  smos, 

so  erhalten  wir: 

E  =        Äi  cosjaU  4-  4)  +  "i   +^a^^s|"(^ ^)+^«  h 

M=  — -^icos  \a(t  -\ )+«!    +-^«^0^  "(^ )+^h 

wofür  wir  auch  abgekürzt  setzen: 

J57  =       -4i  co8©i  +  ^2  COS021 
^    ^  M  =  —  ^1  cos  ©1  +  -4a  cos  02- 

Der  erste  Teil  in  diesen  beiden  Ausdrücken,  der  von  S^ 
abhängt,  bleibt  ungeändert,  wenn  die  Zeit  t  um  ebensoyiel 
wächst,  als  x/c  abnimmt,  und  stellt  daher  eine  in  der  Richtung 
der  negativen  o:- Achse  laufende  Welle  dar. ,  Ebenso  stellt  der  zweite 
eine  in  der  Richtung  der  positiven  x  laufende  Welle  dar.  Be- 
trachten wir  die  Ebene  x  =^  0  als  spiegelnde  Fläche,  so  können 
wir  die  erste  die  einfallende,  die  zweite  die  reflektierte 
W  e  lle  nennen. 

Unter  der  Pbase  einer  Welle,  die  durch  einen  einfachen  Cosinus 
dargestellt  ist,  yei*steht  man  den  Überschuß  des  unter  dem  Gosinus- 
zeichen  stehenden  Winkels  übei:  das  nächst  kleinere  Vielfache 
von  2x.  Es  haben  daher  nach  (16)  die  elektrischen  und  mag- 
netischen Wellen  die  gleiche  Phase.  Dagegen  wird  bei  der 
einfallenden  und  der  reflektierten  Welle  im  allgemeinen  ein 
Phasenunterschied  stattfinden. 

Die  absoluten  Werte  der  Koeffizienten  Ai^  A^  heißen  die 
Amplituden  der  beiden  Wellen.  Nach  Bd.  I,  §  164,  (6)  ergibt 
sich  für  die  einfallende  Welle  der  Energiestrom  in  der  Richtung 
der  negativen  j: -Achse  A^  cos*  ®i  und  für  die  reflektierte  Welle 
in  der  Richtung  der  positiven  :r -Achse  A^cos^S^-  Die  Quadrate 
der  Amplituden  A^^  A^  heißen  die  Intensitäten  der  beiden 
Wellen.    Um  aber  die  Beziehung  zwischen  den  Phasen  und  Ampli- 
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tuden  der  beiden  Wellen  zu  finden,  müsBen  wir  auf  den  Vorgang 
im  Leiter,  also  auf  die  Ausdrücke  E'  und  Jf'  und  die  Grenz- 
bedingungen (3)  eingehen. 

§137. 
Eindringen  der  Welle  in  den  Leiter. 

Für  die  in  den  Leiter  eindringende  Welle,  ^Iso  für  a:  <  0, 
erhalten  wir,  wenn  wir  a'  -j-  *^'  ^^  ^'  ^^  (ö)  einsetzen,  nach  (4) 
und  (11)  (§  136): 

E'=       (a'-\-ib>)e  r«    e"^*'-', 
oder  wenn  wir  setzen: 


IkM  =  —  (a'  +  iV)  {6  —iQ)e   r«    e 


(2)  a'  +  iV  =  ^V«',        6  —  iQ  =  R(f^ 

und  den  reellen  Teil  beibehalten: 

%n^x 

E'=  A'e 

(3) 


E' =  A'e   ro    cos [«(«  +  ^)  +  cs'l , 


2  ftQX 


fiJtf'  =  —  BÄ'e~^  cos  \a(t  -f  ^^  +  «'  -)-  rl. 

Es  dringt  also  nur  eine  Welle  in  das  Innere  des  Leiters 
Tor,  und  zwar  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Die  Schwingungsdauer  ist  dieselbe  wie  im  Dielektrikum,  aber 
die  Wellenlänge  ist 

Es  findet  außerdem  eine  PhasendifFerenz  zwischen  der  elek- 
trischen und  magnetischen  Welle  statt,  die  durch  die  Größe  r 
ausgedrückt  ist 

Beide  Komponenten  E'  und  M/  haben  den  Faktor 

(4)  D  =  e~^^  =  e~^~, 

der  um  so  kleiner  wird,   je    größer  — x  wird,   der  also  eine 
Dämpfung  der  Welle  beim  Fortschreiten  bedeutet 
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Um  nun  die  Beziehung  zivischen  der  einfallenden,  der  reflek- 
tierten und  der  eindringenden  Welle  zu  erhalten,  müssen  wir  auf 
die  Grenzbedingungen  §  136  (3)  zurückgehen. 

Wir  erhalten  für  a;  =  0  aus  (3)  und  §  136  (16): 

E  =        -4iC0s(a^  +  «i)  -f-  Ja  cos  («^  -|-  a^\ 
^  M  =  —  AiCOs{ut  +  «i)  4"  -42Cos(a^  -\-  a.^)] 

E' =        J'cos(a^  +  a')i 
^^^         )iM'  =  —  ÜA'cos(a^  +  «'  +  r), 

und  da  f ür  :r  =  0  und  für  alle  Zeit  E  =  E\  M=  M'  sein  soll, 
so  folgt: 

-A'cosa'  =  -4iC0scfi  +  -^acosao, 

(7)  1  1     I         a  2? 

^  ^  Ä  sin«'  =  Ay^  sinpti  -f"  Ä^^xutt^^ 

i?J'co8(a'  -|-  ^)  =  f^C-^iCOS«!  T-  -^aCOSflfa)» 
^  ^  BA^  sin  («'  +  r)  =  f*  {A^  sin  «j  —  A^  sin  a^). 

Hierin  sind  Jß,  r,  ft  als  gegebene  Konstanten  zu  betrachten, 
die  von  der  Natur  des  Mittels  und  von  der  Schwingungsdauer  des 
einfallenden  Lichtes  abhängen  [§  136  (10)],  und  man  hat  also 
in  (7)  und  (8)  vier  lineare  Gleichungen,  aus  denen  A^  cos  «2, 
A^  sin  «2,  A*  cos  a',  A'  sin  a'  bestimmt  werden  können,  wenn 
^icostti,  ^isinoci,  d.  h.  Amplitude  und  Phase  der  einfallenden 
Welle  gegeben  sind.  Der  Phasenunterschied  «i  —  «a  ist  außer 
von  den  Konstanten  des  reflektierenden  Mediums  von  der  Schwin- 
gungsdauer I  abhängig. 

Der  dämpfende  Faktor  D  hängt,  wie  man  aus  (4)  sieht,  vom 
Leitvermögen  A  und  von  der  Wellenlänge  L  oder  der  Schwingungs- 
dauer 1  ab.  Nehmen  wir  das  Produkt  2  A,  was  eine  reine  Zahl 
ist,  im  Vergleich  zu  £^  als  sehr  groß  an,   so   ergibt  sich  aus 

§  136  (10)  (wegen  ^i  =  l  -\- i)  der  genäherte  Wert 
also 


(9)  f  =  |/^ 


Je  größer  dieser  Wert  ist,  um  so  weniger  tief  wird  die 
W^elle  in  den  Körper  merklich  eindringen,  und  bei  genügend 
großem  Werte  wird  man  das  Eindringen  gänzlich  vernachlässigen 
können.  Solche  Körper,  bei  denen  dies  gestattet  ist,  bei  denen 
also  von   dem   Eindringen   elektromagnetischer   Wellen  gänzlich 
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abgesehen  werden  kann,  heißen  nach  Hertz  Yollkommene 
Leiter^),  und  die  Metalle  können  erfahrungsmäßig  zu  diesen 
gerechnet  werden. 

Ob  aber  ein  Körper  als  yollkommener  Leiter  zu  betrachten 
ist  oder  nicht,  wird  außer  von  seinem  Leitvermögen  auch  noch 
von  der  Wellenlänge  oder  der  Schwingungsdauer  der  einfallenden 
Welle  abhängen  und  wird  bei  schnelleren  Oszillationen  eher  ge- 
stattet sein  als  bei  langsamen. 

Wenn  man  einen  vollkommenen  Leiter  annehmen  darf,  so 
hat  man  sich  nur  noch  mit  der  einfallenden  und  reflektierten 
Welle  zu  befassen,  und  die  Grenzbedingung  reduziert  sich  einfach 
darauf,  daß  an  der  Grenze  des  Leiters 

E  =  0 
sein  muß. 

Die  erste  Gleichung  (5)  ergibt  dann  für  diesen  Fall 

-ixj    ^^^^   "T^   ^1  f  Äjj    ^=    06j« 

Die  magnetische  Komponente  wird  an  der  Grenze  nicht  gleich 
Null,  und  es  muß,  was  auch  der  Faktor  JR  in  den  Formeln  (3) 
anzeigt,  noch  ein  gewisses  Eindringen  der  magnetischen  Welle  in 
den  Leiter  angenommen  werden. 

§138. 
Kugelförmige  Leiter. 

Wir  betrachten  nun  die  elektromagnetischen  Wellen,  die  sich 
bilden  können,  wenn  ein  vollkommener  Leiter,  wie  wir  ihn 
im  vorigen  Paragraphen  definiert  haben,  von  zunächst  noch  be- 
liebiger Gestalt  von  einem  unbegrenzten  Dielektrikum  umgeben 
ist.    An  der  Grenze  des  Leiters  sind  dann  die  Tangentialkompo- 


^)  Bei  den  achnellsten  von  Hertz  angewandten  Schwingungen  ist 
T  =  22.10~*^  und  für  ein  Metall  von  hohem  Leitvermögen,  etwa  -wie 
Silber,  ist  das  hier    im   elektrostatischen   Maße  zu  messende  X  abgerundet 

gleich  ^•10'^  folglich  ist 

X_  __  9  .  10^^ 
2'  ""  16  .  22 

gefähr  26  .  10^^.    Für  Lic 
linie  ist 


oder  ungefähr  26  .  10^^.    Für  Lichtschwingungen  von  der  Farbe  der  Natrium- 


589 17 


T  =  ^  10 
3 


3 
und  folglieh  -^  ungefähr  8 .  10^®. 
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nenten  der  elektrischen  Kraft  gleich  Null  anzunehmen,  und  hier- 
durch und  durch  den  Anfangszustand  und  durch  das  Verhalten 
im  Unendlichen  ist  nach  Bd.  I,  §  167  die  Lösung  des  Problems 
vollständig  bestimmt 

Um  einen  einfachen  Fall  zu  betrachten,  wollen  wir  einen 
kugelförmigen  Leiter  annehmen,  dessen  Radius  wir  mit  a  be- 
zeichnen. Wir  führen  dann  naturgemäß  Polarkoordinaten  r,  ^,  qp 
ein,  und  erhalten  die  Gleichungen  aus  §  129  (2),  (3).    Es  ist  dann 

ds«  =  dr^  +  r'dfra  +  r«sin«ddy«, 

und  wir  haben  in  den  erwähnten  Gleichungen 

2),    g,    r,         e,    d,    c" 
durch 

r,    fr,    9,         1,    T\   r«  sin«  fr 

zu  ersetzen,  weil  dr^  dfr,  ä^?  ein  Rechts  System  bilden  [Bd.  I, 
§  44]. 

Es  ergibt  sich  dann  nach  §  129  (2),  (3)  für  das  Dielektrikum 
das  folgende  System  von  Differentialgleichungen: 

'8rsinfr3f<p        grJifA        8^r 


r       /8r8infr3fy  _  ctM^\  _ 
r^sinfr  V       ^fr  d(p  )~ 


^^  r  sin  fr  \dq)  dr        )  ~    dt   ' 

c_  /drM»  __  dMr\  _  8£y 
r  \  ör  öd-  )  ~     dt  ' 

•    c       /arsinfrjEy  _  8 rEft\  _  _  dMr 
r^sihfr  \       8{^  dg>  )~         dt   ' 

^  ^  rsinfr  V8g?  dr        )  dt   ' 

c_  fdrE»  _  dEr\ dM^ 

r  \   dr  8fry  ""  dt  \ 

Für  die  Oberfläche  der  Kugel,  deren  Radius  wir  mit  a  be- 
zeichnen, haben  wir  die  Grenzbedingung: 

(3)  E»  =  0,         E^  =  0         für  r  =  a. 

Hierzu  kommen  noch  die  beiden  Gleichungen  (5),  (6),  §  129: 

.,.  ^r^sinfrjB^    ,    8rsinfr-B-^    ,    drE« 

(^>  87—  + 8fr—  +  "8^  =  ^' 

,..  8r2sinfrJtfr    ,    8rsinfr3f^   ,    8ril7«, 

^•^>  dr-+ dd—+~df  =  ^' 
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Wenn  man  die  erste  Gleichung  (1)  nach  t  differentiiert  und 
dann  für  dMtp/dt^  dM^/dt  die  Werte  aus  (2)  setzt,  so  ergibt 
sich  mit  Benutzung  von  (4)  eine  Differentialgleichung  für  Er: 


^^        dt^  r'^dr^     '    r^sin^dO^    '    rasinsa-gy« 

und  aus  (3)  und  (4)  ergibt  sich  für  Er  die  Grenzbedingung 

(7)  -^r — -  =0        für  r  =  a. 

Mit  Benutzung  der  UmformuDg  des  Ausdruckes  ^  U  auf 
Polarkoordinaten  [Bd.  I,  §  44  (11)]  können  wir  die  Gleichung  (6) 
auch  in  der  Form  der  Wellengleichung  darstellen: 

Es  kommt  außerdem  noch  eiue  Bedingung  im  Unendlichen 
hinzu,  die  von  der  besonderen  Natur  der  Aufgabe  abhängt. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  annehmen,  daß  ein  in 
der  Richtung  der  positiven  xr- Achse  fortschreitender  ebener  Wellen- 
zug auf  die  Kugel  trifft.  Im  Unendlichen  ist  dann  der  Einfluß 
der  Kugel  nicht  mehr  merklich,  und  die  Bewegung  geschieht  so, 
als  wenn  die  Kugel  nicht  vorhanden  wäre.  Wir  wollen  annehmen, 
daß  bei  der  ebenen  Welle  die  elektrische  Kraft  parallel  der 
a;-Achse  sei.  Dann  können  wir,  wenn  wir  mit  G  die  Amplitude 
bezeichnen,  nach  §  136  den  elektrischen  Vektor  so  darstellen: 

(9)  E^  =  (7e«*(«*-'), 

worin  h  eine  Konstante  ist,  die  bei  einer  rein  periodischen  Be- 
wegung reell  ist,  bei  einer  gedämpften  Bewegung  einen  imagi- 
nären Bestandteil  hat  Wäre  die  Kugel  also  nicht  vorhanden, 
so  wäre 

Er  =  Ex  cos  (r,a:)  ==  Ej^  sin  d^  cos  9, 

wenn  wir  das  Azimut  g>  von  der  o^jer-Ebene  aus  rechnen. 

Wir  erhalten  also  für  unendlich  große  Werte  von  r  die 
Bedingung 

(10)  Er  =  Cc»'^(^'-'"«^«^)  sin ^ cos  <jp. 

Wir  wollen  diese  Bedingung  etwas  allgemeiner  fassen  und 
annehmen,  es  sei  0  irgend  eine  gegebene  Funktion,  die  im  ganzen 
Felde  der  Bedingung 
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(11)  7?r  =  ^*^* 

genügt,  der  sich  die  Funktion  rEr  im  Unendlichen  asymptotisch 
anschließt.    Setzen  wir  dann 

(12)  rEr  —  0=  W, 

so  hat  W  nach  (8)  und  (11)  den  Bedingungen  zu  genügen: 

(13)  y?:  =  o«zrw, 

im  ganzen  Felde  außerhalb  der  Kugel, 

(14)  W  =  0    im  Unendlichen, 

drW       dr0 

(15)  ^  +  ^  =  0    für  r  =  a  [nach  (7)]. 

Hierdurch  sind  die  Bedingungen  für  die  Komponente  Er  voll- 
ständig von  den  übrigen  getrennt,  und  man  kann  diese  Kompo- 
nente für  sich  bestimmen.  Wenn  aber  diese  Bestimmung  auch 
gelungen  ist,  so  können  damit  die  übrigen  Komponenten  doch 
noch  nicht  ohne  neue  Integration  bestimmt  werden.  Man  muß 
etwa  noch  die  Funktion  Mr  ermitteln,  für  die  man  dieselbe  Diffe- 
rentialgleichung erhält  wie  für  Er,  nämlich: 

(16)  ^^  =  c*JirMr), 

und  aus  der  ersten  Gleichung  (2)  erhält  man  als  Grenzbedingung 
die,  daß  Mr  f ür  r  =  a  von  der  Zeit  unabhängig  sein  soll. 

Wenn  man  Mr  und  Er  als  bekannt  ansieht,  so  erhält  man 
aus  (2)  und  (4)  Differentialgleichungen  für  Eg,  und  Ea^  in  denen 
nach  der  Variablen  r  nicht  mehr  differentiiert  ist. 

Wir  wollen  im  folgenden  noch  einiges  über  die  Integration 
der  Differentialgleichung  (16)  ausführen,  unter  der  Voraussetzung, 
daß  Mr  an  der  Oberfläche  der  Kugel  gleich  Null  oder  gleich 
einer  gegebenen  Funktion  Tom  Ort  und  von  der  Zeit  sein 
soll.  Ähnliche  Betrachtungen  'lassen  sich  über  Er  machen ,  nur 
daß  da  nach  (7)  nicht  die  Funktion  Er  selbst,  sondern  dr^Er/dr 
an  der  Oberfläche  gegeben  ist. 

8  139. 
Partikulare  Integrale. 

Die  Differentialgleichung  §  138  (16)  nimmt,  wenn  rM  =  U 
gesetzt  wird,  auf  Polarkoordinaten  bezogen,  die  Gestalt  an: 
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8^_    Jd^rU 1       ^^^dW  1        d^ü 

und  es  ist  leicht,  partikulare  Integrale  von  ihr  zu  finden.  Wir 
setzen 

(2)  ü=e*^*KZn 

und  verstehen  unter  k  eine  Konstante,  die  reell  oder  komplex 
sein  kann,  unter  Zn  eine  allgemeine  Eugelfunktion  nter  Ordnung, 
d.  h.  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 

Soll  dann  Zn  auf  der  ganzen  Eugelfläche  endlich  und  stetig 
sein,  so  muß,  wie  im  §  122  des  ersten  Bandes  gezeigt  ist,  n  eine 
ganze  Zahl  sein,  die  wir  ^  0  annehmen  können.  Die  Funktion 
Zn  enthält  [Bd.  I,  §121  (12)]  2n-|-l  unbestimmte  konstante 
Koeffizienten,  die  hier  auch  komplex  angenommen  werden  können. 

Von  B  nehmen  wir  an,  daß  es  eine  Funktion  von  r  allein 
sei,  und  erhalten  daraus  nach  (1)  eine  Differentialgleichung  für  R: 

(4)  d^        /^_n(n  +  l)X^^^^ 

Auf  diese  Differentialgleichung  sind  wir  bereits  bei  der 
Theorie  der  Wärmeleitung  in  der  Kugel  gekommen  imd  haben 
dort  dafür  die  Integrale  gefunden  [§  56  (8),  §  57  (5)]: 

ihr 


(5) 


.=0^      ^  ^       n{n  —  v)n{v) 


Für  22  kann  eine  lineare  Kombination  Ai  Ri  -|-  A^  R^  dieser 
beiden  partikularen  Lösungen  gesetzt  werden,  worin  Ai  und  A^ 
auch  komplex  sein  können,  und  man  erhält  so  aus  (2)  einen 
komplexen  Ausdruck,  von  dem  im  Endresultat  nur  der  reelle  Teil 
beizubehalten  ist 

§140. 

Anfangs  zustand. 

Wenn  ü  an  der  Kugeloberfläche,  also  für  r  =  a  verschwinden 
soll,   so  kann   man   das  Verhältnis   der   Konstanten  ^1,  A^  in 

22* 
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AiBi  -{-  A^Rt  so  beBtimmen,   daß  B  für  r  =i  a  verschwindet. 
Man  setze  etwa: 

(1)  iB  =  B,  (a)  B,  (r)  -  B,  (a)  B,  (r), 

so  daß  B  reell  wird.    Dann  ergibt  sich  aus  (2),  §  139: 

(2)  U=e*^'B(Xn  +  iY,), 

wenn  Zn  =  Xn  -}-  i  Yn  gesetzt   ist  und   X„ ,    Y„   reelle  Kugel- 
funktionen bedeuten.    In  reeller  Form  ergibt  sich: 

(3)  U=B{Xn cos kt  —  Yn  sin  U). 

Für  k  ergibt  sich  hier  nun  keine  weitere  Bedingung,  und  wir 
können  dem  h  alle  reellen  positiven  Werte  beilegen.  Die  Kon- 
stanten der  Kugelfunktionen  X^,  Yn  können  willkürliche  Funk- 
tionen von  Je  sein,  und  man  kann  eine  Summe  solcher  Ausdrücke 
ü  nehmen.    Es  ergibt  sich  dann: 


00        • 


(4)  ^=^  f  J^C^^cosfe^—  r„sinÄ;Odfc, 

und  es  müßten  also,  wenn  U  =  f^  d  ü/dt  ==  F  tür  t  =  0  ge- 
gebene Ortsfunktionen  sind,  diese  willkürlichen  Funktionen  so 
bestimmt  werden,  daß 


«  — n    J 

(5) 


n=0  Q 


00 


F=  — ^  l  ür«ÄdÄ. 

n  = 


Wenn  man  .die  Funktionen  /,  F  für  ein  unbestimmtes  r 
nach  Kugelfunktionen  entwickelt,  so  erhält  man  aus  (5)  die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  Funktion  ^  (r)  von  r  durch  Bestimmung  der 
Funktion  ip(k)  durch  ein  Integral  der  Form 


00 


(6)  tl>(r)  =  \Btp{k)dk 

0 

darzustellen.  Eine  solche  Darstellung  wäre  analog  dem  Fouri er- 
sehen Lehrsatze. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  wir  eine  von  zwei  kon- 
zentrischen Kugelfiächen  begrenzte  Schale  betrachten,  und  an- 
nehmen, daß  an   beiden  Kugelflächen    U=0  sein   soll.      Dann 
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ergibt  sich,  wenn  a  und  b  die  beiden  Kugelradien  sind,  aus  (1) 
die  Gleichung 

(7)  B, (a)  R,  (b)  -  JR,  (a)  B,  (6)  =  0, 

was  eine  transzendente  Gleichung  für  Tc  ist,  Ton  der  sich  nach- 
weisen läßt,  daß  sie  nur  reelle  Wurzeln  hat  Während  also  im 
vorigen  Falle  alle  Werte  von  Tc  vorkamen,  bleiben  hier  nur  ge- 
wisse diskrete  Werte,  die  den  Eigenschwingungen  der  Kugel- 
schale entsprechen.   Es  ergibt  sich  dann  anstatt  der  Gleichung  (4): 

(8)  0"=  2  ^BiXnCosht  —  r.sinÄO, 

wonn  sich  die  Summation  in  bezng  auf  k  auf  alle  Wurzeln  der 
transzendenten  Gleichung  (7)  bezieht,  und  die  Bestimmung  der 
Koeffizienten  aus  dem  Anfangszustande  fordert  dann  die  Dar- 
stellung einer  gegebenen  Funktion  ^  (r)  durch  eine  Reihe  Ton 
der  Form: 


(9)  i>{r)  =  ^A,Ru, 

k 

worin  die  Aje  Konstanten  sind,  wenn  mit  lijc  die  Funktion  B  für 
ein  bestimmtes  k  bezeichnet  wird. 

Setzen  wir  aber  in  der  Differentialgleichung  §  139  (4)  für 
k  zwei  verschiedene  Werte  k^,  A's,  so  ergibt  sich: 

d»rR,,  _  , njn  +  1)       k?\ 

d'rS,,  _  /n(n+l)       ^^ 
dr*     ~\       r»  c»J      "^^ 

und  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  rRj,^  die  zweite 
mit  rlii,^  multipliziert  und  subtrahiert,  so  folgt: 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  a  und  ft, 
wenn  k^   und  A',^  voneinander  verschieden  sind,  da  Itjc^^  Bk^  an' 
beiden  Grenzen  verschwinden: 

b 

(10)  \Bjc,B,,r^dr  =  0, 

a 

und  hierdurch  lassen  sich  in  der  Entwicklung  (9)  die  Koeffi- 
zienten Ajc  nach  der  Fourierschen  Methode  bestimmen.     Hier- 
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aus  würde  sich  wohl  auch  durch  den  Grenzübergang  zu.  b  =  co 
die  Integraldarstellung  (6)  ableiten  lassen. 

§141. 
Periodische  Lösungen« 

Wenn  die  Funktion  U  an  der  Kugeloberfläche  gleich  einer 
gegebenen  Funktion  O  der  Zeit  sein  soll,  so  ist  dadurch  die 
Funktion  nicht  yöllig  bestimmt,  sondern  man  kann  eine  beliebige 
Lösung  hinzufügen,  die  an  der  Oberfläche  verschwindet,  wie  wir 
sie  im  vorigen  Paragraphen  betrachtet  haben,  d.  h.  man  kann 
noch  einen  beliebigen  Anfangszustand  hinzufügen.  Andererseits 
kann  man,  wenn  irgend  eine  partikulare  Lösung  U  gefunden  ist, 
die  an  der  Oberfläche  in  <[>  übergeht-,  daraus  jede  andere  Lösung 
herleiten,  indem  man  einen  geeigneten  Anfangszustand  annimmt. 

Wir  wollen  hier  die  partikulare  Lösung  §  139  (2): 

(1)  U=e*^*RZn 

betrachten,  worin  wir  unter  k  eine  irgendwie  gegebene  Kon- 
stante verstehen.  Ist  k  reell,  so  ist  durch  (1)  ein  in  bezug  auf 
die  Zeit  periodischer  Zustand,  eine  Wellenbewegung,  dargestellt. 
Um  die  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  etwas  näher  zu  dis- 
kutieren, setzen  wir,  um  in  den  Funktionen  §  139  (5)  das  Reelle 
vom  Imaginären  zu  trennen: 


also 

Si  =  ScoskQ^        Si  =  SsinkQ 

und  erhalten,  wenn  wir  die  Entwickelung  (2)  in  i^a  [§  139,  (5)] 
einsetzen  und  i  mit  —  i  vertauschen: 

und  hierin  sind  S  und  q  reelle  Funktionen  von  r.  Die 
Funktion 

s  =  ^s?  -\-  si 

verschwindet  mit  unendlich  wachsendem  r.  Die  Reihe  Si  be- 
ginnt mit  der  ( — l)ten,  S^  mit  der  ( — 2)ten  Potenz  von  r;  also 
verschwindet  S^/Si  =tangÄ;(>  für  ein  unendlich  wachsendes  r? 
und  folglich  nähert  sich  q  der  Grenze  Null. 
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Ebenso  setzen  wir 

(4)  iZn  =  iX,-  Y„  =  Pe•*^ 

worin  P  und  0  reelle  Funktionen  auf  der  Einheitskugel  sind, 
die  überall  endliche  Werte  haben,  und  die  noch  4n  -f-  2  will- 
kürliche reelle  Konstanten  enthalten.  Einen  willkürlichen  kom- 
plexen konstanten  Faktor  des  ganzen  Ausdruckes  brauchen  wir 
dann  nicht  mehr  zu  berücksichtigen. 

Wir  erhalten  demnach  aus  (1),  (3)  und  (4)  die  beiden  parti- 
kularen Lösungen: 

oder  in  reeller  Form: 

üi  =—PScosk(t-\-j—  Q  +  &\, 


U, 


3 


=      PScosk(t  —  j+  Q  +  &\ 


von  denen  die  erste  eine  aus  dem  Unendlichen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  hereinlaufende,  die  zweite  eine  mit  derselben 
Geschwindigkeit  ins  Unendliche  hinauslaufende  Welle   darstellt 

§  142. 
Zusammenziehung  der  Maxwellschen  Gleichungen. 

Die  Integration,  die  wir  im  §  139  durchgeführt  haben,  lieferte 
uns  zunächst  nur  die  eine  Komponente  Er  oder  J^/^,  und  es  ist 
darum  ein  Verfahren  wünschenswert,  das  uns  die  sämtlichen 
Komponenten  mit  einem  Schlage  liefert,  oder  wenigstens  parti- 
kulare Werte,  aus  denen  man  durch  willkürliche  Konstanten  die 
allgemeinen  Ausdrücke  zusammensetzen  kann,  mit  denen  man 
noch  gegebenen  Grenz-  und  Anfangsbedingungen  genügen  kann. 

Für  den  Fall  der  Polarkoordinaten  ist  diese  Aufgabe  da- 
durch kompliziert,  daß  die  in  den  einzelnen  Komponenten  auf- 
tretenden Kugelfunktionen  nicht  dieselben  Konstanten  enthalten. 
Trotzdem  läßt  sich  auf  dem  folgenden  Wege  eine  allgemeine 
Lösung  ünden. 

Für  die  Schwingungen  im  Dielektrikum  (ft  =  «  ==  1,  A  =  0) 
haben  wir  die  beiden  Maxwellschen  Yektorgleichungen  (§  123, 
L,  IL): 
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c  curi  9R  =       -^j- , 

(^)  1  ft  3^ 

c  cur!  6  =  —  -— - , 

dt     • 

und  diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  zu  einer  vereinigen, 
wenn  wir  die  erste  mit  i  multiplizieren  und  zur  zweiten  addieren: 

(2)  ccurl  (ß  +  m)  =  i  ^^^  +  *^^ . 

Eine  ähnliche  Reduktion  läßt  sich  aber  mit  geringen  Modi- 
fikationen auch  anwenden,  wenn  Leiter  im  Felde  sind,  voraus- 
gesetzt, daß  f ,  ^,  A  Konstanten  sind,  die  übrigens  in  verschiedenen 
Teilen  des  Feldes  verschiedene  Werte  haben  können.  Es  gelten 
dann  die  allgemeinen  Gleichungen: 

ccurl9K  =  £||  +  4äA6, 

<')         „   "e« 

ccurl  (S  =  — u  -TTi-- 

et 

Wir  machen,  um  partikulare  Integrale  zu  ermitteln,  zunächst, 
ähnlich  wie  im  §  139,  die  Annahme: 

(4)  g  =  c*'^*gi,        aR  =  e<**aWi, 

worin  @i,  5Dli  Vektoren  bedeuten,  die  von  t  unabhängig  sind.  Ist 
k  reell,  so  stellen  die  Ausdrücke  (4)  einen  zeitlich  periodischen 
Vorgang  dar.  Hat  h  einen  positiv  imaginären  Bestandteil,  so 
findet  eine  zeitliche  Dämpfung  statt. 

Für  @i  und  9Jli  erhalten  wir  aus  (3)  die  Gleichungen: 

c  curigjli  =  {eik  +  4nX)Qi, 
c  curl  6i  =  —  ft2Ä9Jli, 

und  wenn  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  mit  einem  un- 
bestimmten konstanten  Koeffizienten  ö  multipliziert,  und  beide 
addiert : 

(5)         c  curl  (6i  +  ö^Uli)  =  (eik  -f-  ^7tk)6iSi  —  fiik^Ri. 

Wir  bestimmen  nun  6  so,  daß 

—  fiik  =  (sik  +  4:7rA)<y2 
wird,  also  

^^^  ^^  }/ €ik  -f  4äA 

und  setzen  noch 


(7)  ch  =  (eik  +  ^7tk)ö  =  ^—(iik{sik  +  43rA), 
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(8)  6i  +  6m^  =  % 

Dann  ergibt  sich  aus  (5)  für  den  Vektor  ^  die  Gleichung: 

(9)  curl9t  =  Ä2(, 

aus  der  nun  die  Komponenten  von  9  zu  bestimmen  sind.  Der 
Faktor  <J,  der  für  den  besonderen  Fall  A  =  0,  fi  =  e  =  1  in 
+  i  übergeht,  ist  durch  (6)  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der 
Wurzel  auf  zwei  Arten  bestimmt  Entsprechend  ergeben  sich 
aus  (7)  zwei  Werte  von  cÄ,  die  für  den  eben  erwähnten  spe- 
ziellen Fall  in  ^A;  übergehen.  Demnach  sind,  wenn  91  für  beide 
Zeichen  yon  6  bestimmt  ist,  aus  (8)  @i  und  3Ri  zu  berechnen. 

Man  erhält  natürlich  ^  und  folglich  @i,  ^^  in  komplexer 
Form,  und  kann  in  den  Endformeln  (4)  noch  i  in  — i  yer- 
wandeln. 

§143. 

Der  Vektor  %  in  rechtwinkligen  und  in  Polarkoordinaten. 

Die  Vektorgleichung  (9)  §  142  liefert  in  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten die  drei  Gleichungen  für  die  Komponenten  Ax,  Ay^  Agi 

dÄg        dAy       ,    . 
/i\  ^Ax        vAg        ,    . 


oAtf       dAx 


=  hAg, 


dx         dy 
Versteht  man  unter  a,  b,  c,  a,  ^,  y  Konstanten,  und  setzt 

Ax  =  ae*f«'+.^y  +  y'>, 

(2)  ^y  =  6e«(«^+/»v+y'), 

Ag  =  c6»<«*+/*y-»-y'>, 

so  ergibt  sich  aus  (1): 

hy  —  cß  =  iha^ 

(3)  ca  —  ay  =  iÄ6, 

aß  —  Ja  =  ihc. 

Die  Elimination  von  a,  6,  c  aus  diesen  Gleichungen  ergibt: 

(4)  Ä9  =  «a  _|.  /3«  -}-  ya, 

und  dann  sind  aus  (3)  die  Verhältnisse  a  :  b  :  c  zu  bestimmen. 
Führen  wir  aber  in  (9)  §  142  Polarkoordinaten  r,  '&,  9  ein, 
so  ergeben  sich,    wie  in   §  138  aus  Bd.  I,  §  96  (5)  die   Glei- 
chungen : 


346  Siebenzehnter  Abschnitt.  §143. 

(^)  7^^  KW 8^^")  =  ^'' 


r       \  dr  d^J 


•=  hAtp. 


Die  Gleichimgen  vereinfachen  wir  weiter,  indem  wir 

Ar  =  -Br6*'~9', 

(6)  As^  =  B^e^^v, 

setzen,  worin  die  i?,-,  B»^  B^  Yon  q>  unabhängig  sein  sollen. 
Unter  m  wollen  wir  eine  ganze  Zahl  verstehen,  damit  der  Vektor 
^  in  bezug  auf  9  periodisch  mit  der  Periode  2n  werde.  Ist 
m  von  Null  verschieden,  so  bekommen  wir  aus  (6)  je  zwei  Lö- 
sungen, die  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten 
von  m  entsprechen. 

Nach  dieser  Annahme  ergeben  sich  aus  (5)  für  die  B  die 
folgenden  Gleichungen: 

(7)  djr^»B^  _  Är'sin^JS.  +  ♦«»»•£,, 

(8)  .  drsm»B^  =  -  Ar  sin » J?,  +  imBr, 

Hieraus  leitet  man  zuerst  durch  Elimination  von  J?^,  Btp 
eine  partielle  Differentialgleichung  für  Br  ab.  Wir  erhalten  zu- 
nächst, wenn  wir  die  Gleichung  (7)  nach  r,  die  Gleichung  (8) 
nach  %•  differentiieren  und  dann  subtrahieren,  mit  Benutzung  der 
Gleichung  (9): 

..^.  .    ^  dr^Br    .       asin-Ö-JB^  .       „ 

(10)  sm^  -^^  +  r — —  =  —  imrB^ 

Eliminiert  man  femer  B^  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8), 
indem  man  die  erste  mit  %,  die  zweite  mit  im/sind'  multipliziert, 
und  dann  beide  addiert,  so  folgt: 

(11)  * ^TK — -  +  *^*     .^    ^  =  sm^(A2ra r— ö:)  Br- 
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Endlich  eliminiert  man  noch  B»  aus  (9)  nnd  (10).  Dazu 
multipliziert  man  (9)  mit  sin'0'  und  differentiiert  nach  %•;  die 
Gleichung  (10)  differentiiert  man  nach  r  und  subtrahiert  dann 
die  erste  von  der  zweiten;  so  folgt: 

dBr 


/ION      •    ^d^r^Br    ,               d»             ^drüsi^B^ 
(12)    sin^— --H ^ =  -h ^^r^- 


_ _  •  AM  ' 

dr'    "'         d»        ■"       "       d»  dr  ' 

und  wenn  man  hierin  (11)  benutzt,  so  folgt: 

(13)       'J^  +  ÜÜ!^  +  U.r^  -  J^)  B.  =  0, 
und  dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  Br. 

§144. 
Partikulare  Integrale  für  Br* 

Wir  haben  jetzt  zunächst  partikulare  Integrale   der  Diffe- 
rentialgleichung (13)  §  143  zu  suchen.    Dazu  setzen  wir 

(1)  rBr  =  B0 

und  nehmen  an,  daß  R  nur  yon  r,  @  nur  von  0*  abhängig  sei. 
Substituieren  wir  dies,  so  ergibt  sich  nach  Division  mit  R&: 


Bdr^^  ©sin-^d-Ö-    ^    sin»«-' 

und  da  hierin  die  linke  Seite  nicht  von  ^,  die  rechte  nicht  von  r 
abhängt,  so  folgt,  daß  beide  Seiten  einer  Konstanten,  die  wir 
mit  n{n  -{-  1)  bezeichnen,  gleich  sein  müssen.  Wir  erhalten  so 
die  beiden  Differentialgleichungen: 

d@ 


dsiu'd' 


Die  erste  dieser  Gleichungen  führt  auf  die  Kugelfunktionen, 
und  aus  den  Sätzen  von  Bd.  I,  §  122  folgt,  Haß,  wenn  es  sich 
um  Funktionen  handelt,  die  für  alle  Werte  von  d"^  g>  endlich 
und  stetig  sind,  n  eine  ganze  Zahl  sein  muß,  die  ^  m  ist. 
Zu  diesem  Ergebnisse  gelangen  wir  auch  auf  folgendem  Wege: 
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Setzen  wir  x  =  cos  0-,  so  wird  die  Gleichung  (3) 

^d^S  d0 

(5)(l-z«)«^-2x(l-aj«)5|+[n(«H-l)(l-a;*)-m*]8  =  0, 

und  hieraus  ergibt  sich,  daß  0  eine  P-Funktion  ist  mit  den 
singulären  Punkten  a:  =  +  l,  rt:  =  —  1,  x  =  oo.  Wenn  man 
die  Anfänge  der  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  1  —  ar,  l-\-Xy 
l/x  sucht,  so  ergibt  sich  (§  16): 

1,  00,  —   1 

m  m 

(6)  ©  =  P|       T'        ~**'  2"  X 

Es  ist  aber  1  —  x  =  2sin^  ^,  und  daher  können  wir  nach 

§17  (2),  (3)  dafür  auch  setzen: 

Im  m  \ 

\       2"        "**'  2"  ä\ 

(7)  0  =  P  sina-l-    . 

\— 2        1+«'    -2  / 

Um  die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  daß  die  Differenz  eines 
Exponentenpaares  eine  ganze  Zahl  sei,  wollen  wir  m  und  n  zu- 
nächst noch  unbestimmt  lassen.  Dann  hat  die  P-Funktion  (7) 
nur  einen  Zweig,  der  für  d-  =  0  endlich  und  stetig  bleibt,  und 
für  diesen  erhält  man  nach  der  ersten  Formel  §  20  (1)  den  Aus- 
druck durch  eine  hypergeometrische  Reihe 

(8)  0  =  (tg  |)"f  (-  „,  n  4-  1,  m  +  1,  sin»  |) 

oder  wenn  wir 

•  .^ 
sin«  2  =  ^ 

setzen : 

m  m 

(9)  ^  =  ^ä-  (1  _  ^)-T  F(_n,  n  +  1,  w  +  1,  0), 

und  diese  Funktion  wird  dann  auch  in  dem  zunächst  aus- 
geschlossenen Fall,' wenn  m  oder  n  oder  beide  ganze  Zahlen  sind, 
der  Differentialgleichung  (3)  genügen.  Ist  m  positiv  oder  Null, 
so  ist  der  Ausdruck  (9)  für  £  =  0  endlich,  während  das  andere 
partikulare  Integral  bei  z  =  0  nicht  endlich  ist.    Wir  nehmen 
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also  jetzt  wieder  m  als  ganze  Zahl,  ^  0  an.  Nun  maß  aber  & 
auch  für  ^  -=  :n:,  also  für  0  =  1  endlich  bleiben.  Es  ist  aber 
nach  dem  Gaußschen  Satze  (am  Schluß  yon  §  13) 

(10)  F(—n,  n  +  1,  w  4-  1,  1)  =  777 ,     \  rir ' — T\^ 

und  dies  ist  endlich  und  von  Null  verschieden,  und  folglich  ® 
für  jgr  =  1  unendlich,  außer  wenn  in  -|-  n  oder  m  —  n  —  1  eine 
negative  ganze  Zahl  ist  (§  12).  Es  muß  also  einer  dieser  beiden 
Fälle  eintreten,  und  da  die  Vertauschung  von  n  mit  —  n  —  1  in 
der  Differentialgleichung  (3)  nichts  ändert,  so  beschränken  wir 
die  Allgemeinheit  nicht  weiter,  wenn  wir  annehmen,  daß  m — n —  1 
eine  negative  ganze  Zahl,  also  n  eine  ganze  Zahl  und 

(11)  n  ^  w 

sein  soll. 

Daß  0  für  0  =  1  in  der  Tat  endlich  bleibt,   ersieht  man 
aus  der  anderen  Darstellung  (§  7,  L,  3): 


m  m 


(12)  0  =  ^»  (1  —  /sy  Firn  —  n,  m  +  w  +  1,  m  +  1,  ^), 

in  der  die  I^- Funktion  eine  ganze  rationale  Funktion  von  ss  und 
folglich  für  ;ef  =  1  endlich  ist. 

Diese  Funktionen  &  sind  dieselben,  die  wir  schon  in  Bd.  I, 
§  121  betrachtet  haben,  und  man  erhält,  wenn  jPn(^)  die  ein- 
fache Kugelfunktion  nter  Ordnung  bedeutet: 

(13)  ö  =  (sin*)«  *:g^). 

Nachdem  &  bestimmt  ist,  ergibt  sich  B.  aus  der  Differential- 
gleichung (4).  Diese  Gleichung  haben  wir  schon  im  §  139  inte- 
griert und  haben  dort  die  beiden  Integrale  gefunden: 

(14)         B  =  e±'-  ±  (T2iÄr)-'-  n^-t)n^.y 

und  die  Bestimmung  von  Bri  die  wir  hier  durchgeführt  haben, 
ist  überhaupt  nicht  wesentlich  verschieden  von  der  Bestimmung 
von  Er  oder  Mr  nach  §  138,  139.  Die  Zerlegung  der  Kugel- 
funktion Zn  in  ihre  Bestandteile  e»"»?'®  ist  aber  notwendig  für 
die  Bestimmung  der  anderen  Komponenten. 
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§  145. 
Bestimmung  von  B(p  und  B^, 

Aus  dem  gefundenen  Ausdruck  für  Br  lassen  sich  in  völlig 
eindeutiger  Weise,  ohne  neue  Integration,  die  zugehörigen 
Ausdrücke  von  i^«^,  2^^  bestimmen,  die  den  drei  Gleichungen 
§  143  (7),  (8),  (9)  genügen  müssen.    Diese  Gleichungen  sind 

(1)  ^ — ^  =  hr^  sm^  Br  +  tmrBft, 

(3)  ?^^HrB,+  '^'. 

Hierin  setzen  wir  nach  §  144  (1): 

(4)  rBr  =  Re 

und  denken  uns  für  0,  R  je  ein  Integral  der  Differential- 
gleichungen §  144  (3),  (4)  gesetzt 

Wenn  wir  die  Gleichung  (3)  mit  +_i  multiplizieren  und  zu 

(2)  addieren,  so  erhalten  wir,  wenn  zur  Abkürzung 

^  ^  ßg  =  r(B^  —  iB») 

gesetzt  wird: 

dr  \sinO"  dv  / 

Wenn  Si^^  Sl^  bekannt  sind,  so  sind  aus  (5)  auch  sofort 
J9^  2^^  bestimmt,  nämlich 

(7)  2  r  JSy  =  Äi  +  Ä2,       2  irBa^  =  Äi  —  Äj, 

und  wenn  die  beiden  Gleichungen  (6)  befriedigt  sind,  so  sind 
auch  (2),  (3)  befriedigt,  und  umgekehrt  Um  diesen  Gleichungen 
zu  genügen,  setzen  wir 

(8)  Äi  =  iJi  01,  Äa  =  Äa  ©i 

und  nehmen  an,  daß  Äj,  R^  Funktionen  von  r  allein,  ©j,  ©^ 
Funktionen  von  ^  allein  seien.  Wenn  man  dies  und  den  Aus- 
druck (4)  für  Br  in  (6)  substituiert,  so  folgt: 
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(9) 


oder: 


(10) 


Da  in  den  beiden  Gleichungen  die  linken  Seiten  nicht  von  <&, 
die  rechten  nicht  von  r  abhängen,  so  müssen  beide  Seiten  Kon- 
stanten gleich  sein,  und  wir  beschränken  die  Allgemeinheit  nicht, 
wenn  wir  diese  Konstante  =  1  annehmen,  weil  die  Ausdrücke  (8) 
ungeändert  bleiben,  wenn  iJi,  ©j,  B^  S^  durch  aR^^  a""'®i,  ft^j, 
6~^®2  ersetzt  werden,  worin  o,  b  willkürliche  Konstanten  sind. 
Hiernach  erhält  man  aus  (10)  die  folgenden  Gleichungen: 

_  m@    ■    de 

^  "~  sin-^  "^  ä»  ' 

^"sin-Ö-       d<^' 

^  +  Äi//,  =  *^. 

@i  und  ©s  Bind  also  durch  (11)  unmittelbar  gegeben,  und 
man  könnte  i2„  B^  durch  Integration  Yon  (12)  bestimmen.  Da- 
bei würden  aber  noch  unbestimmte  Konstanten  eingeführt,  die 
nachträglich  noch  bestimmt  werden  müßten.  Es  ist  darum  von 
Wichtigkeit,  daß  sich  auch  B^^  B^  ohne  Integration  ableiten 
lassen,  und  zwar  haben  wir  hierzu  die  Gleichung  (1),  die  ja  auch 
noch  befriedigt  werden  muß.  Diese  Gleichung  gibt,  wenn  wir 
für  fjB^  rBit^  rBr  die  Ausdrücke  (4),  (7),  (8)  einführen: 

(13)      iJ.(l^'_«0,)  +  l^,(^^^  +  -«.) 

=  2Är  sin-^.ei?. 
Aus  (11)  aber  ergibt  sich: 
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asind' 


und  daher  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  für  ® 
[§  144  (3)]: 

— T^; — '  —  m®i  =  —  nin-Y  1)  sm-Ö".®, 
rfsin^®,    ,       ^  /      I    i\    •    Q.  i-i 

et  v 

woraus  sich  nach  (13)  ergibt: 

(14)  n(n  +  1)  (JBi  —  B^  =  —2hrB, 
Subtrahiert  man  die  beiden  Gleichungen  (12),  so  folgt: 

und  folglich  mit  Benutzung  von  (14): 

(15)  n(n  +  1)  (B.  4-iJ,)  =  2t  ^ 

und  aus  (14)  und  (15): 

n(n-\-l)R^=-hrB-j-i^, 

«(n+l)Ä,=       hrB-j-i^, 

und  hierdurch  sind  also  E^  und  JJa  durch  JB  ausgedrückt  in  einer 
ganz  ähnlichen  Form,  wie  &i  und  ©g  durch  0  [nach  (11)]. 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  für  if^,  JJa  in  (12)  substituiert, 
so  ergibt  sich  aus  beiden  die  Differentialgleichung  §  144  (4),  die 
durch  R  erfüllt  ist,  und  es  sind  also  durch  (11)  und  (16)  alle 
Bedingungen  wirklich  befriedigt. 

Hierdurch  ist  ein  System  der  Partikularlösungen  gefunden, 
in  denen  die  sechs  Komponenten  der  elektrischen  und  der 
magnetischen  Kraft  vollständig  bis  auf  einen  unbestimmten  (auch 
komplexen),  gemeinschaftlichen,  konstanten  Koeffizienten  dar- 
gestellt sind.  Es  ist  dabei  nicht  ausgeschlossen,  daß  die  Leit- 
fähigkeit   xmd    die    Konstanten    «,    /ii   in   verschiedenen    konzen- 
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trischen  Eugelschalen  yerschiedene  konstante  Werte  haben.  Es 
enthalten  die  Ausdrücke  noch  die  willkürliche  Konstante  Je  (von 
der  h  abhängt)  und  die  willkürlichen  ganzen  2^hlen  m,  n.  Indem 
man  diesen  willkürlichen  Elementen  unendlich  yiele  verschiedene 
Werte  beilegt  und  die  Summen  bildet,  erhält  man  die  Möglich- 
keit, den  Grenzbedingungen  zu  genügen,  wie  sie  die  große 
Mannigfaltigkeit  der  hierher  gehörigen  elektromagnetischen  oder 
optischen  Probleme  bieten. 

§1461). 
Elektronentheorie. 

In  neuerer  Zeit  hat  sich,  besonders  durch  die  Arbeiten  von 
H.  A.  Lorentz*)  eine  Erweiterung  der  Maxwellschen  Theorie 
entwickelt,  die  von  der  Annahme  ausgeht,  daß  im  freien  Äther 
die  Maxwellschen  Gleichungen  völlige  Gültigkeit  besitzen,  daß 
aber  in  der  Materie  kleine  elektrisch  geladene  Teilchen,  soge- 
nannte Elektronen,  durch  ihr  Vorhandensein  und  ihre  Bewegung 
das  elektromagnetische  Feld,  wie  es  im  leeren  Räume  herrschen 
vnirde,  modifizieren. 

Was  in  der  Maxwellschen  Theorie  als  Leitungsstrom  an- 
gesehen wurde,  das  ist  in  der  Elektronentheorie  der  Konvektions- 
ström  bewegter  Elektronen,  ganz  ähnlich,  wie  man  das  in  den 
älteren  yor-Maxwellschen  Theorien  anzusehen  gewohnt  war. 
Die  Leitfähigkeit  eines  Materials  ist  also  jetzt  kein  Grundbegriff 
mehr,  sondern  ergibt  sich  aus  dem  speziellen  Mechanismus,  den 
man  für  die  Bewegung  der  Elektronen  und  die  derselben  ent- 
gegenstehenden Kräfte  annimmt.  Ebenso  sind  auch  die  Dielek- 
trizitätskonstante und  die  Permeabilität  aus  den  Grundbegriffen 
der  Elektronentheorie  ausgeschaltet,  auch  sie  ergeben  sich  als 
verhältnismäßig  komplizierte  Mittelwerte  unter  der  Voraussetzung 
ganz  bestimmter  Mechanismen. 

Da  vrir  uns  im  folgenden  aber  nur  mit  den  Grundlagen 
der  Elektronentheorie  beschäftigen  wollen,  so  lassen  vrir  die  Er- 
scheinungen in  der  ponderablen  Materie  ganz  beiseite  und  setzen 
voraus,  daß  sich  im  Äther  einzelne  elektrisch  geladene  Körper 
befinden,   die  sich  bewegen  können.     Es  ist  also  die  Ladungs- 

*)  Die  §§146  bis  148  sind  von  R.  Gans  bearbeitet. 

*)   Lorentz,    , Versuch  einer   Theorie    der  elektrischen  und    optischen 
Erscheinungen  in  bewegten   Körpern".     Leiden  1895;  2.  Aufl.,   Leipzig  1906. 
Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  V,  Ai-t.  13,  14. 
Biemann- Weber,  Partielle  Diflerentialgleichungen.    II.    5.  Aufl.  23 
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dichte  Q  eine  Funktion  von  x^  y,  z^  /,  wenn  ar,  y,  e  die  ortho- 
gonalen Koordinaten  in  einem  mit  dem  ruhenden  Äther  fest  ver- 
bundenen Koordinatensystem  bedeuten.  Wo  kein  Elektron  vor- 
handen ist,  ist  p  =  0.  Q  wird  also  eine  unstetige  Funktion  der 
Koordinaten  und  der  Zeit  sein;  wir  können  und  wollen  aber  die 
unstetigen  Änderungen  von  q  als  sehr  schnelle  stetige  Ände- 
rungen auffassen. 

Ferner  müssen  wir  jedem  Punkte  eines  Elektrons  eine  Ge- 
schwindigkeit ü  zuschreiben;  u  ist  somit  ein  Vektor,  dessen  Kom- 
ponenten Vx^  Vy,  Vg  auch  Funktionen  von  x^  y,  z^  t  sind. 

Die  Existenz  von  magnetischen  Mengen  lehnt  die  Elektroneu- 
theorie  ab. 

Die  Grundgleichungen  lassen  sich  nun  leicht  aufstellen,  es 
sind  die  Max  well  sehen  Gleichungen  (Bd.  I,  §  163),  wenn  in 
ihnen  €=l,ft=l,A  =  0  gesetzt  und  der  Konvektionsstrom 
bewegter  Elektronen  noch  berücksichtigt  wird.  Auch  das  mußten 
wir  bereits  früher  tun,  als  wir  die  Maxwell  sehe  Theorie  auf 
Elektrolyte  anwendeten. 

Im  ersten  Bande  §  172  (5)  haben  wir  gesehen,  daß  im  Falle 

bewegter  Elektrizitätsmengen  zu  dem  Verschiebungsstrom  -;—  -— 

4;r  et 

noch  ein  Glied  hinzukam,  und  zwar  bedeutete  in  diesem  Zusatz- 

gliede  a^  die  Geschwindigkeit  u  einer  Elektrizitätsmenge,  ni  war 

ihre  Ladung,  «  die  Zahl  der  in  der  Volumeneinheit  betindlichen 

Teilchen,  d.  h.  i^a   die   Elektrizitätsmenge   der  Volumeneinheit. 

Damals  war  das  Volumenelement  so  groß  gewählt,  daß  sehr  viele 

Ionen   einer  Sorte  sich  in  demselben  befanden.    Wir  wählen  es 

jetzt  so  klein,  daß  es  unendlich  klein  gegen  das  Volumen  eines 

Elektrons  ist. 

Anstatt    i^a.a^    müssen    wir   dann    folgerichtig   q\)   setzen, 

so  daß  also  der  elektrische  Strom 

'        An  dt  ^  '^ 
wird. 

Somit    lauten    die  Gleichungen   der  Elektronentheorie  (vgl. 

Bd.  I,  §  163): 

(2)  c  curl9Jl  =  II  +  4ä90 


(3)  —  c  curl  g  = 


dt 

dm 

dt 
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Ferner  ist  [Bd.  I,  §  134  (5),  155  (2)] 
(4)  div  6  =  4Äp 

(b)  div  5R  =  0. 

Q  und  u  sind  hier  nicht  völlig  unabhängig  voneinander. 
Bildet  man  nämlich  die  Divergenz  der  Gleichung  (2),  so  ist  mit 
Beachtung  des  am  Schluß  von  Bd.  I,  §  93  ausgesprochenen  Satzes, 
daß  die  Divergenz  eines  curls  verschwindet: 

^  div  6  +  4  Ä  div  (p  u)  =  0 

oder  mit  Berücksichtigung  von  (4): 

(6)  ||  +  diT(9D)  =  0. 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  dt  und  integrieren 
über  einen  beliebigen  Raum  r,  dessen  Oberfläche  0  die  innere 
Normale  n  hat,  so  folgt  unter  Anwendung  des  Gaußschen  Satzes 
auf  das  zweite  Glied  die  Gleichung 

(6')  ^AQdx—{QVndo  =  0, 

Sie  sagt  aus  (vgl.  Bd.  I,  §  171),  daß  der  in  der  Zeiteinheit 
erfolgte  Zuwachs  an  Elektrizität  im  Baume  t  nur  eine  Folge  des 
Einströmens  durch  die  Oberfläche  des  Baumes  ist  Elektrizität 
kann  also  weder  entstehen  noch  vergehen;  deshalb  heißt  (6)  die 
Kontinuitätsgleichung  der  Elektrizität 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Gleichungen  (2)  bis  (5)  zu 
integrieren,  wenn  q  und  o  willkürlich  gegebene  Funktionen  des  Ortes 
und  der  Zeit  sind,  die  nur  der  Gleichung  (6)  zu  genügen  haben. 

Aus  Gleichung  (5)  folgt,  da  nach  Bd.  1,  §  100  ein  Vektor 
mit  verschwindender  Divergenz  stets  der  curl  eines  anderen 
Vektors  ist: 

(7)  5R  =  curl  91. 

Setzen  wir  (7)  in  (3)  ein,  so  ergibt  sich: 

(8)  curl  (6  +  1  If)  =  0; 

also  ist  6  -| —  -— r  ein  Potentialvektor,  den  wir  — grad^  nennen 

c  et 

wollen,  so  daß 

(9)  6  =  _grada>-i|f 
wird. 

23* 
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Sind  O  und  ^  bekannt,  so  ergeben  sich  6  und  Vt  aus  (7) 
und  (9).  Es  kommt  also  alles  darauf  an,  das  Skalar  O  und  den 
Vektor  ^  zu  berechnen. 

Zu  dem  Zweck  substituieren  wir  (9)  in  (4)  und  erhalten  mit 
Berücksichtigung  von  Bd.  I,  §  94  (10) 

J9  -1 ~  div?l  =  — 4äp 

^    c  dt  ^ 

l    d^O 
oder,  indem  wir  -r  -^^rr  addieren  und  subtrahieren, 

c^     Ol* 

^    ^  c^  dt^    ^    c  öt  \  ^    c   dt  J  ^ 

und  durch  Substitution  von  (7)  und  (9)  in  (2): 

c  curl  curl  81  = 

dO       1  8>8( 
c(grad  div  %  —  J^)  =  —  grad  —7 -^  +  43rp 0 

oder  in  anderer  Anordnung: 

(1.)    ^,_^||_^(ai„  +  l|*)  =  _i^». 

Der  in  Gleichung  (7)  auftretende  Vektor  31  ist  (vgl  Bd.  I, 
§  100)  natürlich  nur  bis  auf  einen  Potentialvektor  und  O  nach 
(9)  nur  bis  auf  eine  beliebige  additive  Funktion  von  t  bestimmt. 
Diesen  Potentialvektor  wählen  wir  so,  daß  (10)  und  (11)  be- 
sonders einfache  Formen  annehmen.  Das  ist  aber  der  Fall, 
wenn 

(12)  diy3l  +  i|^  =  0, 

denn  dann  werden  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  bzw. 

1    d^O 

.  1   d^Ax 4:nQVx 

K^V  ^^       c^    dt^    —  c       ' 

.. 1_  C^Ag  ^TtQVg 

'  "  c>  ~W  ~  c 

Wir  haben  durch  diese  Bestimmung  also  aus  (10)  und  (11) 
vier  Gleichungen  gewonnen,  deren  jede  nur  eine  abhängige 
Variable  enthält. 
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Daß  die  Wahl  von  S  und  O  immer  so  möglich  ist,  daß 
Gleichung  (12)  befriedigt  wird,  ist  folgendermaßen  einzusehen: 
Seien  So  ^^id  0o  spezielle  Werte  der  Funktionen  S  und  0, 
welche  den  Gleichungen  (7),  (9)  bei  gegebenem  SR  und  S  genügen, 
so  ist  auch 

(15)  3t  =  ao  — grad;Ci 

(16)  ^  =  ^0  +  111 

ein  Wertepaar,  welches  die  Gleichungen  (7)  und  (9)  befriedigt, 
und  (12)  erfüllt,  wenn  %  so  bestimmt  wird,  daß  es  eine  Lösung 
der  Gleichung 

ist,  und  das  läßt  sich  immer  bewerkstelligen. 

Mit  der  Gleichung  (17)  werden  wir  uns  im  nächsten  Para- 
graphen noch  eingehend  zu  beschäftigen  haben,  da  sie  ja  die- 
selbe Form  hat  wie  die  Gleichungen  (13)  und  (14),  deren  Inte- 
gration unsere  Aufgabe  ist. 

O  heißt  das  skalare,  91  das  vektorielle  elektromagnetische 
Potential. 

§  147. 
Die  retardierten  Potentiale. 

Es  handelte  sich  im  vorigen  Paragraphen  um  die  Integration 
der  Gleichungen  (13)  und  (14)  unter  Berücksichtigung  von  (12). 
Wir  werden  zunächst,  unbekümmert  um  (12),  die  Gleichungen 
(13)  und  (14)  integrieren,  die  wir  in  die  gemeinsame  Form 

zusammenfassen  können.  Hier  ist  f  eine  gegebene  Funktion  der 
vier  Variablen  x^  y,  is!\  t 

Bevor  wir  an  die  Integration  dieser  Gleichung  gehen,  müssen 
einige  Hilfssätze  über  die  Gleichung 

(2)  ^W-i-k^W  =  0 

abgeleitet  werden. 

1.  Schreiben  wir  (2),  um  ein  partikulares  Integral  zu  finden, 
in  räumlichen  Polarkoordinaten,  und  nehmen  wir  an,  daß  W  nur 
von  r,  aber  nicht  von  d^  und  tp  abhänge,  so  ergibt  sich  nach 
Bd.  I,  §  44  (11): 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  ohne  weiteres,  daß 

ein  partikulares  Integral  von  (2)  ist. 

2.  Seien  F,  W  zwei  im  Räume  t  mit  der  Oberfläche  0  end- 
liche, stetige  Funktionen,  mit  überall  endlichen  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten,  so  gilt  nach  dem  Green  sehen  Satze  [Bd.  I, 

§  101  (5)] : 

(5)      ^^VJW-WJV)dz  =  -^(^Vy^-W^^)do. 

Wollen  wir  für  W  den  Wert  aus  Gleichung  (4)  einsetzen, 
wo  r  die  Entfernung  eines  yariablen  Punktes  q  (J,  ly,  £)  von  einem 
festen  Punkte  p(a*,y,;er)  bedeutet,  und  liegt  p  innerhalb  von  r,  so 
würde  l/r  und  damit  W  als  Funktion  des  Punktes  g  in  p  unend- 
lich, wir  müssen  also  (vgl.  Bd.  I,  §  102;  H,  §  111)  den  Punkt  /)  etwa 
durch  eine  mit  dem  willkürlichen  Radius  a  um  p  beschriebene 
Kugel  von  r  ausschließen;  Dann  ist  diese  Kugeloberfläche  K 
natürlich  mit  zu  der  Oberfläche  des  neuen  Raumes,  den  wir  r* 
nennen  wollen,  zu  rechnen,  und  aus  (5)  wird  mit  Berück- 
sichtigung der  Gleichung  (2): 

o 


J(    dn\     r    /         r     dnj 


K 

Auf  K  fällt  nun  die  Normale  n  mit  dem  wachsenden  Ra- 
dius a  der  Kugel  zusammen,  und  do  läßt  sich  in  der  Form 
do  =  a^d(o  schreiben,  wenn  den  ein  Element  der  Einheitskugel 
bedeutet. 

So  wird 

_  f  (  V—  {^^^\  —  ^~'^'''  —^d 
j\     dn\    r    J  r      dn  i 

K 

Vi—-\ )  e-"^^  A ;5—    asdo, 

\a2    '     a/  '        a      da) 
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und  lassen  wir  nun  a  kleiner  und  kleiner  werden,  so  wird,  da 
wir  angenommen  haben,  daß  V  und  seine  ersten  und  zweiten 
DiSerentialquotienten  in  p  endlich  sind,  aus  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung 

also  lautet  dann  (6): 

0 

Ruckt  0  ins  Unendliche  und  verschwindet  V  dort  stärker  als 
1/r,  so  gibt  die  Integration  über  0  keinen  endlichen  Beitrag,  und 
wir  können  einfacher 

(7)  4«F,  =  -j^(^K  +  A«F)dr 

schreiben. 

Genügt  V  der  Differentialgleichung 

(8)  jr  +  k^V=-f{x,y,z), 
so  wird  nach  (7) 

ein  Integral  von  (8). 

Hier  bedeutet  r  =  ^{x  —  {)«  +  (y  —  nY  -+■  (^  —  t)'i  ^^^ 
dt  ist  ein   Volumenelement  des   unendlichen  Raumes  am   Orte 

Läßt  man  k  auf  Null  abnehmen,  so  wird  (8)  diePoissonsche 
Gleichung  und  (9)  das  aus  der  Potentialtheorie  bekannte  Integral 
derselben. 

Jetzt  sind  wir  vorbereitet,  um  die  Gleichung  (1)  ohne  weiteres 
integrieren  zu  können. 

Wir  denken  uns  /"(r,  y,  ^r,  <)  als  Funktion  von  t  nach  dem 
Fourierschen  Theorem  entwickelbar,  also  in  der  Form 


+  ao  +00 


(10)  f  (X,  y,  ir, «)  =  i-  j  da  ^f(x,  y,  s,  k)  C'«<«-«  d  A 


—  00        —  ao 


darstellbar  [vgl.  Bd.  I,  §  21  (3)],  und  ebenso  nehmen  wir  an,  daß 
auch  U  als  Funktion  von  t  nach  dem  Fourierschen  Theorem 
darstellbar  sei,  daß  also 
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+  00  +00 

(11)  ü{x,y,z,t)  =  ^(da{  ü{r,y,e,l)  e'«<'-«dA 

—  00        —  eo 

gilt 

Dann  wird  wegen  (1),  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  von 

(11)  unter  den  Integralzeichen  differentiieren, 

+  00  +00 

(12)  ^  Jd«  j{^C;(^,  y,z,  A)  +  ^  ü(a:,y,xr,X) 


—  OD  — 00 


+  /'(^,y,^,A)U'«('-^)dA  =  o. 


Diese  Gleichung  ist  aber  befriedigt,  wenn  der  Integrand  ver- 
schwindet, also  wenn 

(13)  JU(x,y,z,k)  +  -  V{x,y,z,k)  =  —f{x,y,z,X) 

ist. 

Die   Gleichung   (13)    hat    nun   die   Form  von   (8),    also  ist 
nach  (9): 


a 
—  »  —  r 


(U)  .  V{x,  y,  ^,  A)  =  ;A.  j  £_!_  f  (f,  ri,  f,  A)  dx 

ein  Integral  von  (13). 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  (11)  ein,  so  ergibt  sich,   unter 
Yertauschung  der  Integrationsfolge: 

+  00  +00 

(15)      t/(a;,y,;»,<)  =  jj^^jd«j/-(f,,,,6,A)«'"V-7-0dA. 


—    OB         00 


Wegen  (10)  ist  dies  aber: 
(16)  TJ{x,y,z,t)  =  ^^f(^,n.iJ-^)' 

Wir  hätten  anstatt  des  partikularen  Integrals in  (4)  auch 

g  +  »kr  f 

wählen  können,  dann  hätten  wir  in  (16)  t  -] anstatt 

T  C 

T 

t als  Argument  bekommen.     Da  aber    ü  zur  Zeit  t  nicht 

von  den   Werten  abhängen  kann,  die  f  zu  späteren  Zeiten  an- 
nimmt, so  hätte  dieses  Integral  keinen  physikalischen  Sinn  gehabt 
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Die  Gleichungen  (18)  und  (14)  des  §  146  haben  also  die 
Lösungen : 

(17)  4>(a;,y,;er,0  =  j^(?(f,i?,S,«-y), 

(18)  A,ix,y,,,t)  =  ^^^-^(^Ut,t-j) 

und  entsprechend  für  die  anderen  beiden  Komponenten  Äy  und  Ag. 

Da  für  die  Werte  der  gesuchten  Funktionen  zur  Zeit  t  die 
Werte  von  q  und  pD  zu  den  früheren  Zeiten  t  —  rfc  maßgebend 
sind,  so  heißen  die  in  (17)  und  (18)  angegebenen  Lösungen  auch 
die  retardierten  Potentiale,  und  zwar  ist  r/c  gerade  die  Zeit, 
welche  das  Licht  braucht,  um  vom  Orte  der  Ladungsdichte  q 
bzw.  des  Konvektionsstromes  q\)  bis  zum  Punkte  p^x^^y^e)  zu 
gelangen.  Die  Lösungen  (17)  und  (16)  tragen  also  der  end- 
lichen Ausbreitungsgeschwindigkeit  c  elektromagnetischer  Stö- 
rungen Rechnung. 

Damit  (17)  und  (18)  als  Lösungen  angesehen  werden  können, 
die,  in  (7)  und  (9)  des  §  146  eingesetzt,  Werte  von  6  und  9R  er- 
geben, welche  den  Feldgleichimgen  genügen,  muß  noch  nach- 
gewiesen werden,  daß  0  und  ^  die  Gleichung  (12)  des  §  146 
erfüllen. 

Wir  schreiben  (17)  und  (18)  in  der  Form: 

(17')  *=Jt-'' 


(180  ^=J^^' 


hier  soll  der  Strich  über  einer  Funktion  bedeuten,  daß  anstatt 
t  als  Argument  t  —  r/c  eingesetzt  werden  soll. 

Dann  wird  durch  Substitution  von  (17')  und  (18'): 

Wir  haben  unter  dem  Integralzeichen  an  das  div- Zeichen 
den  Index  p  gesetzt,  um  darauf  hinzuweisen,  daß  die  Differentia- 
tionen  nach  den  Koordinaten  x,  y^  z  des  Punktes  p,  und  nicht 
nach  den  |,  17,  S  des  Punktes  q  auszuführen  sind,  und  zwar 
kommen  die  x,  y,  z  erstens  in  dem  explizit  dastehenden  r  der 
Nenner  und  zweitens  in  den  r  der  Argumente  i  —  r/c  vor,  da- 
gegen sind  die  ersten  drei  Argumente  von  j^  und  9Ö  £,  17,  £[  und 
nicht  x^  y,  z. 
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Im  folgenden  ist  — —  und  -^—  wohl  zu  unterscheiden  von  -rrr 
et  ox  dt 

o   TT 

und  -T — ,  wo  U  eine  beliebige  skalare  oder  vektorielle  Funktion 

ox 

von  x^  tfj  g^  t  ist  Ersteres  bedeutet,  daß  man  in  der  Funktion  ü 
zuerst  t  durch  t  —  r/c  ersetzen  und  dann  nach  t  bzw.  x  difife- 
rentiieren  soll,  letzteres  dagegen,  daß  man  erst  nach  der  Aus- 
führung der  Differentiation  anstatt  t  das  Argument  t  —  r/c  ein- 
zuführen hat 

Zwischen  diesen  verschiedenen  Differentiationen  bestehen  nun 
Relationen. 

Erstens  ist: 

(-)  f=i. 

da  X,  y,  e  bei  der  Differentiation  nach  t  konstant  bleiben. 
Dagegen  ist: 


^    ^      OX  dx         c     dt   öx         dx         c    dt        r 

oder  in  Vektorschreibweise,  wenn  wir  r  als  Vektor  mit  den  Kom- 
ponenten x  —  |.  y  —  iy,  jer  —  g  ansehen, 

1  dV 


(210  gradp  U  =  gradp  U-^^^> 

Ist  aber  TJ  eine  Funktion  von  ^,  i^,  g,  ^,  so  ist 


oder 


81  di     '     c    dt        r 


\  dlJ  X 


(•22')  grad,   f/  =  grad,  ff  +  -  ^  - . 

Da  nun 

ist,  so  schreibt  sich  (19): 
Femer  ist 

el         8-i 

r  r 
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oder  in  Vektorschreibweise: 


gradp-==  — grad^-, 


also 


(pD  gradp-)  =  —  (pu  grad^-j 
und  durch  partielle  Integration : 

=  —  div,  ^  4-  -  div,  ^ 
oder  mit  Anwendung  von  (22)  auf  den  letzten  Term: 

^   r     ^    r       *^      ^   er  \  dt    r  / 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  für  den  ersten  Term  rechts  in 

(23)  ein,  so  ergibt  sich: 

(24)  P  =  J'dr{_div,^+l(HI?7^  +  |)}. 

Das  erste  Glied  dieser  Gleichung  wird  durch  Anwendung 
des  Gauß sehen  Satzes  zu  einem  Oberflächenintegral  über  eine 
im  Unendlichen  liegende  Fläche;  dies  wird  Null,  da  im  Unend- 
lichen keine  Ladungen  vorhanden  sein  sollen.  Die  anderen  beiden 
Glieder  von  (24)  verschwinden  wegen  der  Kontinuitätsgleichung  (6) 

Damit  ist  der  Beweis  geliefert,  daß  die  Gleichung  (12)  des 
§  146  durch  (17)  und  (18)  erfüllt  ist. 

§148. 
Beispiele. 

1.  Gleichförmige  Bewegung.  Wir  wollen  die  in  den  vorigen 
Paragraphen  gewonnenen  Resultate  jetzt  auf  einige  spezielle  Fälle 
anwenden,  und  zwar  zunächst  auf  die  Bewegung  eines  Elektrons 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit. 

Am  einfachsten  gehen  wir  hierbei  nicht  von  den  Integralen 
(17)  und  (18)  des  vorigen  Paragraphen  aus,  sondern  von  den 
Differentialgleichungen  (13)  und  (14)  des  §  146  selbst. 

Anstatt  des  in  §  146  und  §  147  zugrunde  gelegten  ruhenden 
Koordinatensystems  :r,  y,  e  führen  wir  ein  mit  dem  Elektron  be- 
wegtes paralleles  System  x',  y\  z'  ein  und  legen  die  is-  und  ;er'-Achse 
in  die  Bewegungsrichtung. 
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Es  ist  also: 

(1)  y  =  y' 

z  =  z*  -^  vi 

Vx  =  0;  Vy  =  0;  v,  =  v. 

Femer  schreiben  wir  zur  AbkürzuBg  v/c  =  ß  und  setzen 
voraus,  daß  /)  <C  1  ist,  daß  also  das  Elektron  sich  mit  Unterlicht- 
geschwindigkeit bewegt 

Eine  Differentiation  nach  t  bei  konstant  gehaltenen  x',  y',  z' 
wollen  wir  mit  d;dt  bezeichnen,  während  für  Differentiationen  nach 
der  Zeit  bei  konstanten  t,  y,  z^  wie  früher  d/dt  geschrieben  werden 
soll. 

Dann  besteht  nach  (1)  die  Beziehung: 

während 

..  d^_dO      dO_dO      dO  _  dO 

;  ^^  dx'~  dx'     dy'~dy''     dz'~dz 

I  sind. 

Da  femer  im  mitbewegten  Koordinatensystem  alle  Größen 
von  der  Zeit  unabhängig  sind,  also  -rp  =  0  gilt,  so  folgt  aus  (2) 

Substituieren  vir  (3)  und  (4)  in  Gleichung  (13)  §  146,  so 
erhalten  wir: 

und  ebenso  ergibt  sich,  wenn  wir  noch  zur  Abkürzung 

(5)  yi  — /!<2  =  k 

setzen : 

8M,       8^4,    ,    , ,  c^  _  _  4gpt>,  _ 
8a;'a  "^  8y'«  "^       8;^'»  ""  c       "     ' 

.  8M^    ,    d^Ay        ,,  8«^v  _        4atgt;^  _ 

^^^       s^+sT^  +  ^-eT^- 3~  -  "' 

d*A'     ,    8M,    ,    ,„c2^,  4«pt;,  ,       » 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  daß 
(8)  ^x  =  0;    Ay  =  0','  A,  =  ßO 

ist    Es  genügt  also,  0  zu  bestimmen. 

Nach  §  146  (9)  ergibt  sich  dann  für  6,  da  -r-  =  —  t;  -r-  ist, 

0 1  oz 

mit  Berücksichtigung  von  (8): 

Ebenso  erhält  man  aus  §  146  (7): 
{lO)M.  =  ß^==-ßEy;    M,  =  -ß^  =  ßEy',     M,  =  0. 

Es  kommt  also  alles  darauf  an,  Ö  aus  (6)  zu  bestimmen. 
Zu  dem  Zweck  führen  wir  in  (6)  neue  Variable  ein  durch 
die  Substitution 

0'  0' 


(11)  af'  =  x'-,    y"  =  y';     y' =  ^__  _  ^  , 

d.  h.  wir  bilden  den  Raum  B^x^y'jSf')  auf  einen  Raum  R**{x'\y*\z") 
ab.    Aus  (11)  folgt,  daß  B!'  aus  K  durch  eine  Dehnung  in  der 
Richtung  der  Bewegung  der  (^r-Achse)  hervorgeht. 
Mit  Hilfe  von  (11)  schreibt  sich  (6)  in  der  Form 

(12)  ^<P  =  — 4jrp, 
wenn  der  Operator 


g^'/2    •    gy"2    «    8jer"2 

ist 

(12)  ist  aber  die  Poissonsche  Gleichung  der  Elektrostatik, 
deren  Integral  nach  Bd.  I,  §  105  (8): 

(1.)  *  =  I  s^' 

lautet 


Hier  bedeutet  r"  =  V^;"«  +  y"»  +  fr"«  und  dr"  das  Volumen- 
element des  Raumes  jR"  an  der  Stelle  xf\  y",  e". 

Durch  diese  Abbildung  sind  also  die  Probleme  der  gleich- 
förmigen Bewegung  auf  elektrostatische  zurückgeführt 

Ist  z.  B.  r"  groß  gegen  die  Lineardimensionen  des  Teiles 
von  t",  der  mit  Elektrizität  erfüllt  ist,  so  kann  man  das  Elektron 
als  punktförmig  ansehen  und  erhält: 
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(U)  «=^|,...  =  i,j£^  =  jl,, 

wenn  e  die  gesamte  Elektrizitätsmenge  des  Elektrons  bedeutet. 
Setzen  wir  für  r"  seinen  Wert  yrc"»  -|-  y"2  _|_  ^"a  ein  und  be- 
nutzen (11),  so  wird: 

(15)  0  =  -=_!__. 

Äquipotentialflächen  des  skalaren  Potentials  <Z>  und  nach  (8) 
auch  des  Yektorpotentials  %  im  Falle  einer  bewegten  Punkt- 
ladung sind  also  Flächen  der  Schar 

(16)  x'^  +  y'2  ^_  g  =  Konst, 

d.  h.  abgeplattete  Rotationsellipsoide. 

Damit  das  Elektron  als  Punktladung  aufgefaßt  werden  kann, 
muß,  wie  erwähnt,  r''  groß  gegen  die  Dimensionen  des  Raum- 
teiles z**  sein,  auf  den  das  Elektron  abgebildet  wird. 

Dazu  genügt  es  aber  nicht,  daß  die  Entfernung  r'  groß  gegen 
den  Raum  teil  t'  ist,  der  vom  Elektron  erfüllt  wird,  sondern  die 
Geschwindigkeit  v  muß  außerdem  im  Verhältnis  zu  c  so  klein 
sein,  daß  infolge  der  Dehnung  bei  der  Abbildung  der  Räume 
die  Längen  in  r"  nicht  zu  groß  im  Vergleich  zu  den  ent- 
sprechenden Längen  in  t'  werden. 

Auch  auf  den  Fall  eines  kugelförmigen,  gleichförmig  mit 
Elektrizität  erfüllten  Elektrons  ist  diese  Methode  der  Abbildung 
anwendbar.  Infolge  der  Dehnung  wird  aus  der  Kugel  ein  ver- 
längertes Rotationsellipsoid,  für  welches  die  Gleichung  (12)  in  Bd.  I, 
§113  integriert  ist. 

2.  Ungleichförmige  Bewegung  eines  punktförmigen 
Elektrons.  Zur  Auswertung  i)  der  Größen  <l>  und  ^  nach  §  147 
(17')  und  (18')  im  Falle  eines  ungleichförmig  bewegten  punkt- 
förmigen Elektrons  für  den  Punkt  1^  {x^  y,  e)  zur  Zeit  t^  fassen 
wir  einen  festen  Punkt  Q^  des  Elektrons  ins  Auge.    Dieser  Punkt 


*)  Bei  der  Integration  der  Gleichungen  (17')  und  (18')  des  §  147  bat 
man  Dichte  und  Konvektionsstrom  in  den  yerschiedenen  Elementen  des 
Räume»  zu  verschiedenen  Zeiten  zu  nehmen,  anstatt  dessen  kann  man  zu 
derselben  Zeit  über  die  Volumelemente  des  in  gewisser  Weise  deformierten 
£IektroDs  integrieren.  Bas  ist  die  Bedeutung  der  in  diesem  Beispiel  auf- 
tretenden  Transformationen. 
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befinde  sich  zur  Zeit  ^o  ^  seiner  „wirkenden  Lage^,  d.  h.  in  der 
Lage,  daß  eine  elektromagnetische  Störung,  die  zur  Zeit  ^o  "^on 
ihm  ausgeht,  zur  Zeit  t  in  P  anlangt. 
Setzen  wir  ^^  P  =  r,  so  muß  also 

(17)  r  =  c(t  —  to) 
sein. 

Den  Ort  von  ^o  zur  Zeit  ^o  wählen  wir  zum  Ursprung  eines 
Koordinatensystems,  so  daß 

(18)  ra  =  a;«  +  ya  -f  e^ 

wird. 

Ein  beliebiger  anderer  Punkt  Q  des  Elektrons  habe  zur  selben 
Zeit  ^0  di^  Koordinaten  |,  17,  {;.  Zur  Zeit  ^0  wird  aber  Q  nicht 
in  der  wirkenden  Lage  sein,  weil  die  Strecke  QP  im  allgemeinen 
nicht  gleich  QqP  ist,  sondern  Q  wird  zu  einer  Zeit 

(19)  *w  =  ^0  +  ^t 

sich  in  seiner  wirkenden  Lage  befinden,  ^t  wird  eine  kleine 
Zeit  sein,  deren  höhere  Potenzen  wir  yemachlässigen  können, 
wenn,  die  Geschwindigkeit  des  Elektrons  klein  gegen  die  Licht- 
geschwindigkeit und  seine  Lineardimensionen  klein  gegen  die 
Entfernung  QqP  sind,  so  daß  wir  auch  die  höheren  Potenzen 
von  £,  17,  i  nicht  zu  berücksichtigen  brauchen. 

Zur  Zeit  tu,  hat  dann  Q  die  Lage  Q'(iu,^  fiw,  U))  i^n^  ^s  ist 

(20)  riu,  =  ri-\-Vydt 

U  =  £  +  ^*^^ 

wenn  v^,  Vy,  Vg  die  Geschwindigkeitskomponenten  zur  Zeit  t^  be- 
deuten. 

Da  aber  (^  die  wirkende  Lage  des  Punktes  Q  sein  soll, 
so  ist 

(21)  Q'P  =  c{t  —  tu,)  =  c{t  —  to  —M). 

Andererseits  ist 

(22)         qp^  =  {x-  i^y  +  (y  -  n^Y  +  (^  -  W» 

=  x^-\-  y^-^  z^  —  2{x^u,  +  yn^^  +  ^U) 

mit  den  erwähnten  Vernachlässigungen. 

Nach  (21)  und  (22)  ist  somit  unter  Berücksichtigung  von 
(17),  (18)  und  (20): 
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^i  +  y^?  +  ^S  +  (xvx  +  yvy  +  0v,)Jt  =  crJt 


oder,  da 

ist: 
(23) 


^^^^g  +  yiy  +  ^e. 

r  (C  —  Vr) 


Die  Punkte  des  Elektrons,  die  zur  Zeit  t^  in  einem  Yolum- 
element  der  Größe  dt  liegen,  haben  ihre  wirkende  Lage  in  einem 
Volumelement  dr»,  und  zwar  bestimmt  sich  nach  (20): 

(24)  dtu,  =  Ddr, 

wenn  D  die  Funktionaldeterminante 


(25) 


D  = 


81« 

8«. 

81« 

81' 

8ij  ' 

es 

8i?„ 

8i?„ 

8i?« 

«r 

81,' 

8S 

8U 

8J„ 

86„ 

8g 


8ij' 


86 


bedeutet. 

Nach  (20)  ist  aber 

so  daß  die  Ausrechnung 


dJt 

=  Vx  -t: USW.. 


dtj 


D  =  1  +  t;. 


01 


+  «^i 


8i? 


öS 


V, 


oder  mit  Beachtung  von  (23) 
(26)  D  =  1  + 

^      "^  '      C  —  Vr  C  —  Vr 

ergibt. 

Nun  ist  die  Bedeutung  des  Integranden  der  Formel  (17') 
des  §  147,  daß  das  Volum element  des  Raumes  zu  der  Zeit  t^ 
mit  der  wirklichen  Dichte  p,  d.  h.  mit  der  Dichte,  die  zur  Zeit 
(q  am  Orte  Q  (J,  iy,  f)  herrscht,  multipliziert  und  durch  den  Ab- 
stand vom  Punkte  P  dividiert  werden  soll.  Es  ist  also  nach 
dem  Vorigen  für  das  Volumelement  rfr„,  zu  setzen  und  für  den 
Abstand  Q'P^  der  aber  nach  (22)  mit  der  von  uns  erstrebten  Ge- 
nauigkeit durch  QqP  =  r  [vgl.  Formel  (18)]  ersetzt  werden  kann. 

So  erhalten  wir 
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1    * 


wo  Q  die  Dichte  im  Element  dt  zur  Zeit  f«  bedeutet. 
Nach  (24)  und  (26)  geht  das  aber  über  in: 

(27)  o=——l: {gdz  =  ——^ 

Ebenso  wird: 

(28)  3t  =  *" 


■  (■  - 1) 


er 


Hier  bedeutet,  um  es  noch  einmal  zu  bemerken,  r  den  Ab- 
stand des  Elektrons  in  seiner  wirkenden  Lage  Qo  vom  Punkte 
P,  t)  seine  Geschwindigkeit  in  dieser  Lage,  Vr  die  Projektion 
von  0  in  die  Richtung  Q^P, 
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Relativität. 


§149. 
Einleitung. 

In  jüngster  Zeit  haben  gewisse  Erscheinungen  aus  dem  Ge- 
biete des  Lichtes  und  der  Elektrizität,  die  sich  den  sonst  wohl 
begründeten  Theorien  nicht  fügen  wollten,  die  Physiker  und 
Mathematiker  lebhaft  beschäftigt.  Die  Tatsache  der  Aberration  des 
Fixstemlichtes,  die  nach  der  Newton  sehen  Emissionstheorie  eine 
so  einfache  und  anschauliche  Erklärung  fand,  führte  bereits 
Fresnel  zu  der  Vorstellung,  daß  der  Äther  als  Träger  der  Licht- 
erscheinungen absolut  ruhe,  und  daß  sich  die  materielle  Welt 
ungehindert  durch  ihn  hindurch  bewegt,  eine  Anschauung,  der 
auch  Franz  Neumann  huldigte.  Aber  auch  diese  Annahme 
schien  nicht  alle  Schwierigkeiten  zu  überwinden.  Man  hätte  er- 
wartet, daß  danach  die  Lichtgeschwindigkeit  für  einen  ruhenden 
Beobachter  eine  andere  sein  müßte  als  für  einen,  der  sich  gegen 
die  Fortpflänzungsrichtung  des  Lichtes  bewegt,  und  darauf 
basierten  Michelson  und  Morlej  einen  Versuch,  der  durch 
Interferenz  des  Lichtes  die  Bewegung  der  Erde  zu  erkennen  geben 
sollte  (vgl.  §  159).    Das  Ergebnis  war  negativ. 

H.  A.  Lorentz  suchte  diese  und  verwandte  Tatsachen  durch 
die  Hypothesen  zu  erfassen,  daß  ein  bewegter  Körper  in  der 
Richtung  der  Bewegung  eine  von  der  Geschwindigkeit  abhängige 
Verkürzung  erfahre.  Dann  aber  war  es  Einstein,  der  die 
Schwierigkeit  noch  tiefer  anfaßte  durch  eine  Korrektur  des  Raum- 
und  Zeitmaßes^),  das  auf  die  vielfach  bestätigte  und  plausibele 

^)  Einstein,  Ann.  d.  Physik  17,  891  (1905);  Jahrb.  der  Badioaktivität 
und  Elektronik  4  (1907). 
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Annahme  gegründet  ist,  daß  uns  keine  Erfahrang  von  einer  gleich- 
förmigen Bewegung  der  Welt  im  ganzen  Kunde  geben  kann. 

Es  ist  ein  ungenauer  Ausdruck,  wenn  man  sagt,  es  handele 
sich  in  der  jetzt  sogenannten  Relativitätstheorie  um  eine  neue 
Auffassung  des  Zeitbegriffs;  es  handelt  sich  nur  um  die  Art 
der  Zeitmessung  oder  vielmehr  um  die  Art  der  Verbindung 
von  Raum-  und  Zeitmaß. 

Die  Zeit  ist  ursprünglich  ein  psychologischer  Begriff.  Alle 
unsere  Gedanken,  Empfindungen  und  Vorstellungen  spielen  sich 
in  unserem  Bewußtsein  in  zeitlicher  Folge  ab,  und  wir  haben  in 
uns  sogar  ein  wenn  auch  ungenaues  Maß  für  die  Zeit  Wir 
empfinden  es  deutlich,  wenn  sich  der  Takt  eines  Musikstückes 
ändert,  oder  wenn  unsere  Pulsschläge  sich  verlangsamen  oder  be- 
schleunigen usf.  Im  weiteren  handelt  es  sich  darum,  wie  wir 
dieses  innere  Zeitmaß  auf  äußere  Vorgänge  übertragen  und 
damit  ein  Zeitmaß  für  die  Außenwelt  gewinnen.  Daß  beides 
nicht  identisch  ist,  darüber  belehren  uns  Wahrnehmungen,  wie 
die,  daß  wir  den  Aufschlag  des  Hammers  eines  entfernten  Stein- 
klopfers früher  sehen  als  hören,  während  beide  Eindrücke  in  un- 
mittelbarer Nähe  uns  gleichzeitig  erscheinen.  Wir  kommen  damit 
zu  dem  Begriff  einer  verschiedenen  Geschwindigkeit,  mit  der 
sich  die  Erscheinung  von  dem  Ort  ihrer  Entstehung  bis  zu 
unserem  Sensorium  fortpflanzt,  und  gelangen  hierdurch  erst  im 
weiteren  von  dem  Geschwindigkeitsmaß  zu  dem  Zeitmaß,  wo- 
bei wir  das  Raummaß,  als  das  frühere,  schon  voraussetzen 
müssen. 

Durch  einen  Vorgang  wie  etwa  bei  einer  Uhr  messen  wir 
die  Zeit  gleichfalls  durch  ein  räumliches  Maß. 

Dem  naiven  Bewußtsein  ist  Gleichzeitigkeit  .von  Ereignissen 
gleichbedeutend  mit  Gleichzeitigkeit  der  Wahrnehmung  und 
erst  durch  die  Kenntnis  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  die 
wir  durch  eine  lange  historische  Entwickelung  der  Erfahrung 
und  Wissenschaft  erworben  haben,  übertragen  wir  die  Vorstellung 
der  Gleichzeitigkeit  und  das  Früher  und  Später  auf  die  Ereig- 
nisse selbst.  Diese  Aufgabe  wird  dadurch  erschwert,  daß  sich 
die  Ereignisse  selbst  an  bewegten  Dingen  vollziehen  und  daß 
auch  das  wahrnehmende  Subjekt  in  Bewegung  begriffen  ist. 
Über  die  Grundsätze,  nach  denen  hier  zu  verfahren  ist,  belehrt 
uns  die  Relativitätstheorie,  von  deren  gegenwärtigem  Stand  die 
folgenden  Paragraphen  eine  Vorstellung  geben  sollen. 

24* 
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§  150. 

Zeit  und  Raum  in  der  ruhenden  und  der  bewegten  Welt 

Wir  wollen  einen  absoluten  Raum.^,  den  Raum  des  Äthers, 
annehmen.  In  dem  Raum  sollen  Längen-  und  Zeitmaß  gelten, 
wie  sie  die  naive  (innere)  Anschauung  gibt,  also  insbesondere 
sollen  auch  die  Sätze  der  Euklidischen  Geometrie  darin  gelten. 
Wenn  irgend  ein  Punkt  dieses  Raumes  irgendwie  erregt  wird,  so 
pflanzt  sich  diese  EiTCgung  vom  Zentrum  aus  mit  einer  kon- 
stanten Geschwindigkeit  c  (der  Lichtgeschwindigkeit)  in 
Kugelwellen  fort.  Dieser  Äther  durchdringt  alle  Körper,  ob 
sie  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  sind,  und  auch  die  Wellen  gehen 
durch  die  Körper  hindurch,  nur  daß  die  Materie  dieser  Körper 
einen  gewissen  Einfluß  auf  die  Vernichtung  und  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Wellen  hat,  von  dem  wir  jetzt  absehen. 

In  diesem  Ätherraum  nehme  ich  ein  ruhendes  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  £,  17,  t  und  einen  festen  Anfangspunkt  der 
Zeit  an. 

Die  Frage,  ob  es  einen  derartigen  Raum  „g^l^*"?  ob  wir  ein 
Bezugssystem  haben,  auf  das  wir  die  Maße  beziehen  können, 
kann  hier  gar  nicht  aufgeworfen  werden.  Die  Vorstellung  ist 
durch  Abstraktion  gebildet,  ähnlich  wie  in  der  Geometrie  die  Be- 
griSe  Punkt,  Linie  usw.,  die  nur  von  uns  selbst  geschaffene  Ab- 
bilder ganzer  Klassen  natürlicher  Objekte  sind,  zu  dem  Zweck, 
die  Natur  dieser  Objekte  besser  und  einfacher  übersehen  und 
darstellen  zu  können. 

Ein  Beobachter  befinde  sich  im  Koordinatenanfangspunkt  des 
Systems  J»  ^>  £  des  ruhenden  Raumes,  den  wir  mit  Sl  bezeichnen  1), 
und  sei  im  Besitz  eines  starren  Maßstabes  und  einer  Uhr,  deren 
Zeitangaben  mit  to  bezeichnet  seien.   Nimmt  er  durch  Lichtsignale 


*)  Der  Buchstabe  Si  mag  hier,  ebenso  wie  später  0,  sowohl  den  Beob- 
achter als  das  Koordinatens^'stem  und  seinen  Anfaugspunkt,  und  den  ganzen 
Baum  bedeuten. 

Die  Begriffe  Baum  und  Zeit  werden  hier  für  den  Baum  Si  so  ver- 
standen, wie  sie  Newton  definiert  (Philosophiae  naturalis  principia  mathe- 
matica) : 

I.     Tempus  absolutum*  verum,  et  mathematicum,  in  se  et  natura  sua, 
sine  relatione  ad  externum  quodvLs,  aequabiliter  fluit. 

II.     Spatium  absolutum,  natura  sua  sine  relatione  ad  externum  quodvis, 
semper  manet  simulare  et  immobile.    • 
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zur  Zeit  t^  ein  Ereignis  in  der  Entfernung  q  wahr,  so  schreibt 
er  dem  Ereignis  die  Zeit 

(1)  ^  =  ^«  -  -f 

zu. 

Ereignisse,  denen  auch  bei  verschiedenen  Werten  von  Tq  und 
Q  derselbe  Wert  von  t  zukommt,  sind  für  diesen  Beobachter, 
und  für  jeden  anderen,  im  ruhenden  Raum  „gleichzeitig^. 

Durch  den  Ätherraum  bewegt  sich  ein  anderer  Raum,  der 
Raum  der  materiellen  Weit  In  ihm  ist  ein  Beobachter  0  mit- 
bewegt, im  Anfangspunkt  eines  mitbewegten  Koordinatensystems 
o:,  y,  Zy  dessen  Abmessungen  vom  bewegten  Beobachter  gleichfalls 
nach  Euklidischer  Geometrie  geschehen.  Femer  besitzt  0  eben- 
falls eine  Uhr,  auf  der  er  die  Zeiten  durch  räumliche  Abmessungen 
in  irgend  einer  Weise  abliest.  Von  entfernten  Ereignissen  hat 
der  Beobachter  0  durch  die  erwähnten  Wellen  im  Äther  Kunde. 

Wenn  es  erlaubt  ist  eiu  Bild  zu  gebrauchen,  so  denke  man 
an  ein  stehendes  Gewässer,  das  den  Ätherraum  darstellen  soll, 
in  dem  jeder  Ruderschlag  oder  jeder  hineingeworfene  Stein  der 
Mittelpunkt  eines  ringförmigen  Wellenzuges  ist,  der  sich  mit 
einer  bestimmten  Geschwindigkeit  ausbreitet.  Ein  Schiffer  in 
einem  darüber  fahrenden  Schiffe  soll  nur  durch  diese  Wellen 
Kenntnis  von  dem  Ereignisse  erhalten.  Oder  man  denke  an  einen 
Luftschiffer,  der  die  Schalleindrücke  durch  die  Fortpflanzung 
der  Schallwellen  im  ruhenden  Luftmeer  erhält. 

Ein  Ereignis,  wie  z.  B.  das  Aufblitzen  eines  Lichtsignals,  ist 
im  Raum  Ä  bestimmt  durch  ein  Wertsystem  S,  i?,  £,  t.  Wir 
setzen 

/*  =  (S>  Vy  S,  ^) 

und  nennen  ^  einen  Raum-Zeitpunkt  oder  einen  Weltpunkt, 
und  die  vier  Variablen  J»  V^  t»  ^  sollen  die  Koordinaten  des  Welt- 
punktos  heißen.  Derselbe  Weltpunkt  wird  aber  auch  für  den 
Beobachter  0  durch  die  Werte 

^  —  {x,  y,  z,  t) 

bestimmt,  und  es  ist  unsere  nächste  Aufgabe,  die  beiderlei  Ko- 
ordinaten durcheinander  auszudrücken,  es  sind  also  x^  y,  z^  t  als 
Funktionen  von  f,  »?,  5  r  oder  umgekehrt  darzustellen. 

Wir  können  uns  vorstellen,  der  Beobachter  0  habe  auf  sein 
Koordinatensystem  beliebige  Maßstäbe  und  eine  beliebig  gehende 
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Uhr  bezogen;  nur  soviel  soll  angenonunen  sein,  dass  einer  Ver- 
änderung der  x,  y,  z^  t  stets  eine  Veränderung  der  |,  fj,  g,  t  ent- 
spricht und  umgekehrt,  und  daß  einer  stetigen  Änderung  des 
einen  Systems  eine  stetige  Änderung  des  anderen  entspricht 
Wir  bilden  demnach  die  Differentiale: 

dfi  =  ai^)dx  +  a?)dy  +  aWei^r  +  a?^^^ 
^^  dt  —  ao^dx  +  afdy  -f  af»Hz  -{-  a^Ht, 

dz  =  a^^dx  +  aWdy  +  aS^Hz  +  a^d^, 

indem  wir  unter  a^>  die  partiellen  Ableitungen  der  ($,  17,  ^,  t)  nach 
(a:,  y,  ^r,  f)  verstehen. 

Wir  bezeichnen  die  Substitution  (2)  abkürzend  mit 

(3)  (df,  diy,  df,  dr)  =  (^)  (dx,  dy,  dz,  dt), 

wenn  A  die  Matrix 


/«{», 

a(«), 

a«), 

a(,«  \ 

(*) 

\«i'>. 

a(«, 

«?>, 

<*'/ 

bedeutet. 

Die  Determinante 

• 

(5)  (^)  =  2  ±  <  <  «?^  «^'^ 

kann  nicht  verschwinden,  weil  sonst  d£,  dij,  d£,  dr  verschwinden 
könnten,  ohne  daß  dx,  dy,  dz,  dt  verschwinden,  d.  h.  Verände- 
rungen in  0  möglich  wären,  denen  keine  Veränderungen  in  £1 
entsprechen.  Die  Verhältuisse  dx/dt,  dy/dt,  dz  /dt  sind  die  Ge- 
Bchwindigkeitskomponenten  in  0,  denen  in  i2  die  Geschwindigkeits- 
komponenten d^/dt,  dt] I dt,  dt I dt  entsprechen. 

§  151. 
Normalform  der  Substitution. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  die  Substitution  {A)  auf 
eine  einfache  Form  bringen.  Dazu  haben  wir  das  Mittel  der 
temären  orthogonalen  Transformation  (rechtwinklige  Transforma- 
tion der  Raumkoordinaten  in  0  und  in  Sl).    Es  seien  also 

«in    «125    «18»    0\  /^ii,    ß^.i,    ^,3,    0\ 


(a)   =   I    "«1»    ^22»    «23»    0 
«81»    «32»    «83?    ^ 


^    -_-   I   ^21»    A2»    ßui    ö 

Psn  P82i  Pss»  ^ 


0001/  \000l/ 
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zwei  orthogonale  ternäre  Substitutioiien,  und  wir  wenden  auf 
dx^  dy^  de  die  Transfoilination  (a),  auf  di,  dr^^  d^  die  Trans- 
formation (/9)-i  an;  so  geht  die  Transformation  (-4)  über  in 

(/J)  {A)  («).  =  (^0. 
die  auf  die  neuen  {d^^dri^di^dx)  und  (dx^dy^dz^dt)  ausgeübt  wird. 
Man  kann  (a)  und  {ß)  so  bestimmen,  daß  {A!)  die  Form 
erhält : 

a?\    öP>,  ap>;  a<*>\ 

(V\  m  -  I    ^'     ^-'''  ^•'''  ^•*' 

^  '^  ^^>  —  \    0,      0,    aw    a<*) 

0,      0,    a?>,   a(*)/ 
Um  dies  nachzuweisen,  bestimme  man  zuerst  (a),  so  daß: 

'?    c"    ?' 

0  0        (?48       C44^ 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen: 

wozu  noch  wegen  der  Orthogonalität  die  Gleichung  kommt: 

«11  «la  +  «21  «aa  +  «si  ^a  =  0. 
Durch  die  beiden  ersten  dieser  Gleichimgen  ist  eine  Rich- 
tung o^ii : »21 : 0C31  bestimmt,  die  senkrecht  steht  auf  den  beiden 
Richtungen : 

Qfp:af>:af>    und    <'> :  aW  :  a^  1). 

Dazu  bestimmt  die  dritte  und  vierte  der  obigen  Gleichungen 
eine  weitere  Richtung: 

«12  •  0^2  •  ^a» 
die  senkrecht  steht  auf  den  beiden  Richtungen: 

a(i) .  af) ;  (i(8)    und    ^^^ .  ^5^^  :  ^^^^^ 

Hiermit  sind  zwei  Achsen  und  dadurch  zugleich  die  dritte 
des  orthogonalen  Systems  (a)  bestimmt. 

Hierauf  bestimme  man  (/3),  so  daß  {ß)  {A)  (a)  gleich  A' 
werde,  daß  also: 

')  Hier  bezieht  sich  das  Wort  „Bichtung"  weder  auf  den  Baum  0 
noch  auf  den  Baum  St^  sondern  soU  nur  durch  einen  geUluflgen  Ausdruck 
die  Verträglichkeit  der  linearen  Gleichungen  veranschaulichen. 
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All  /^127  As»  ^\ 

ßat  Pia»  Pasi  ö 

Paii  Psa?  P38>  ö  . 

0,  0,  0,  1/ 


^•w\ 


/ 


11»  M2>  ^18»  ^14 

^21,  ^22)  ^231  ^24 

^»  ^82»  ^88?  ^84 

"»  ^  .^48»  ^44 

und  hierzu  gehören  die  Bedingungen: 

Pai  ^11  "T"  Pa2  ^21  =  ^1 
Psi  ^n  ~r  Aa^ai  =  ^» 
ßii  ^1«  ~r  P8a^22  "T  P88^sa 
PaiPni  "T"  AaPsa  ~r  rasPss 

d.  b.  es  ist: 


aji),  a[^  ap>  aj*) 

0,  a?),  a?),  «(*> 

0,  0,  a?),  aW 

0,  0,  a?),  a(*), 


0, 

0, 


(3) 


{ßsi '  ßsi '  As)  senkrecht  zu  (Cn  :  C21 : 0)  und  zu  (Cu  •  ^aa  •  ^s») 
und 

(Ai^Aa  As)  senkrecht  zu  (Cn'.CjirO)  und  zu  (Ai-Aa-As)» 

wodurch  auch  die  Substitution  {ß)  bestimmt  ist. 

Wir  können  demnach  die  rechtwinkligen  Koordinatensysteme 
in  0  und  Sl  so  wählen,  daß  die  Substitution  (2)  §  150  die  einfache 
Form  erhält: 

d^  =T  a^i)dx.  +  a[^hhj  4.  af>djs  +  a^^^dt, 
dri  =  af^dy  -\-  afdz  +  a^^^dt, 

r/g  =  af^dz -\- a^^dt, 

dt  =  af^dz  -f  aWd^ 

und  diese  soll  die  Normalform  heißen. 

Da  die  Determinante  der  Matrix  A  nicht  verschwindet,  so 
kann  keiner  der  drei  Faktoren  ap\  aj^^  {a^p  aj*^  —  af^  a(*>)  ver- 
schwinden.   Komponiert  man  noch  mit  der  Matrix 

0 

worin  die  a  gleich  ±^\  und  £i£2^8*4  =  H"  ^  ist,  so  tritt  fiap^fj^?^ 
an  Stelle  von  a{^^,  af^  und  man  kann  daher  in  (3)  annehmen, 
daß  a^^\  af^  positiv  sind^). 


fn 

0, 

0, 

0, 

^2» 

0, 

0, 

0, 

«5 

0, 

0, 

0, 

^)  Der  Zweck  dieser  ganzen  Transformation  ist,  wie  sich  später  zeigt, 
die  z- Achsen  beider  Koordinatensysteme  in  die  Bewegungsrichtung  von  O  zu 
verleben 
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§  1Ö2. 
Konstante  Lichtgeschwindigkeit. 

Die  Betrachtungen  der  beiden  letzten  Paragraphen  sind  noch 
ganz  allgemein.  Die  Welt  des  Beobachters  0  kann  eine  ganz 
beliebige  Bewegung  haben;  er  kann  auf  seinen  Achsen  beliebige 
Maßstäbe  haben,  und  seine  Uhr  kann  einen  beliebigen  Gang 
haben.  Nur  werden  im  allgemeinen  die  Koeffizienten  a,-k  Funk- 
tionen von  X,  y,  g,  t  (oder  von  |,  1/,  g,  r)  sein  und  auch  die  Trans- 
formationen (a),  (/3),  die  zur  Herstellung  der  Normalform  dienen, 
werden  von  diesen  Variablen  abhängen.  Es  muß  eine  Hypothese 
oder  Erfahrung  dazu  genommen  werden,  um  die  Maße  für  0  mit 
den  Maßen  für  Sl  in  Beziehung  zu  setzen.  Für  die  räumlichen 
Maße  ist  dies  die  Euklidische  Geometrie.  Für  das  Zeitmaß  ist 
es  die  Annahme,  daß  0  aus  seinen  Beobachtungen  dieselbe  Licht- 
geschwindigkeit c  erhalten  soll,  wie  £1  aus  den  seinigen.  Dies 
drückt  sich  in  der  Formel  aus,  daß  für  einen  mit  Lichtgeschwindig- 
keit bewegten  Weltpunkt 

sein  soll,  oder  anders  ausgedrückt: 

Wenn  dj»  <i%  ^Si  ^^^  ^^  der  Beziehung  stehen: 

(2)  d|a  -|_  di?2  ^  dga  —  cMt»  =  0, ' 

so  befriedigen  dx,  dy^  dz,  dt  die  Bedingung: 

(3)  dx^  -f  rf//2  -f-  dz^  —  c2rf/a  =  0, 
und  daraus  folgt,  wenn  die  quadratische  Form 

(4)  f{x,  y,  z,  t)  =  x^-\-y^  +  z^^  cH^ 

eingeführt  wird,  und  h  eine  Konstante  (in  bezug  auf  dx^dy^dz^di) 
bedeutet,  daß  die  Substitution  (^)  die  Gleichung 

(5)  f{djc,  dy,  dz,  dt)  =  hf{d^^  ärj,  df,  dt) 

identisch  befriedigt.     Es  ifift  also  /'  eine  Invariante  dieser  Sub- 
stitution. 

Ein  negatives  f  entspricht  einer  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  mit  Überlichtgeschwindigkeit,  ein  positives  /  mit 
Unter  lieh  tgesch  wind  igkeiti). 

})  Wir  haben  a  priori  keinerlei  Grund  zu  einer  derartigen  Annahme;  ja 
es  ist  dadurch  nicht  einmal  eine  physikalische  Tatsache  ausgesprochen.  Es 
kommt  nur  darauf  an,  das  Zeitmaß  so  zu  bestimmen,  daß  die  Tatsachen  der 
Erfahrung   so  einfach  wie  möglich  dargestellt   werden  können.     Dieser  For- 
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Da  die  ternär  orthogonalen  Substitutionen^  d.  h.  die  ortho- 
gonalen Transformationen  der  Raumkoordinaten,  die  Inyariante 
^^  +  y*  +  ^*  haben ,  so  bleibt  die  durch  (5)  ausgedrückte  In- 
yarianteneigenschaft  von  /*,  und  zwar  mit  unverändertem  &,  für 
jede  rechtwinklige  Koordinaten-Transformation  erhalten  und  gilt 
daher  auch  für  die  Normalform  §  151  (3). 

Nach  der  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Transformation 
der  quadratischen  Formen  ist: 

(6)  h^  =  ^±  a</>  a  w  a«)  a<*) 

die  Determinante  der  Substitution  (Ä)  (mit  positivem  Vorzeichen). 
Macht  man  in  (5)  die  Substitution  der  Normalform  §151  (3), 
so  ergibt  sich: 

Aa(i)a  =  1,  a{2)  =  0,     aw  =  0,     a<*)  =  0, 

ÄflW»  =  1,  ajs)  =  0,    a<*>  =  0 

und  die  Gleichung  (5)  gibt 

(7)  dß^  —  f.^ät^  =  h{dt^  —  c^dr»), 
die  durch  die  Substitution 

f..  dt  =  ai^>dz  +  a(^^dt, 

^^  dt  =  aWd£r  +  aWd< 

befriedigt  werden  muß. 

Schreibt  man  (7)  in  der  Weise: 

(9)     (dz  —  cdt)  {dz  +  cdt)  =  Ä(d£  —  cdz)  (dg  +  cdt\ 

so  erkennt  man,  daß  die  Abhängigkeit  zwischen  de^di  und  d^^dx 
die  Form  haben  muß: 

riO^  ^(^^  +  cdO  =  ih{di  +  cdx), 

^    ^  X-^{dz  —  cdt)  =  p{dt  —  cdxy), 

worin  X  ein  neuer  Koeffizient  ist    Daraus  folgt: 

dt= — '   ^     dz   A-  r=^ — cdt^ 

2Vä  2yÄ 

cdx  = r= —  dz  +    — -^= —  ^^^ 

2^  2yÄ 


derung  hat  in  der  Elektrodynamik  and  der  Lichttheorie  die  Annahme  der 
konstanten  Lichtgeschwindigkeit  am  besten  entsprochen.  Vermutlich  ist 
sie  nur  eine  Annäherung  an  eine  weiteren  Erfahrungen  noch  besser  ent- 
sprechende Annahme.  Siehe  den  Vortrag  von  Minkowski  über  Baum  und 
Zeit  bei  der  Naturforscher- Versammlung  in  Cöln  (1908)  (gedruckt  im  18.  Band 
des  Jahresberichts  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  1909). 

^)  Man  könnte   auch  dr  durch  — dt  ersetzen;   das  würde   einen  ent- 
gegengesetzten Gang  der  ühr  in  Sl  bedeuten. 
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oder,  wdim  man  zur  Yereinfachung 

LzzJlI  —  _ 

und  folglich 

A  +  A-^  _        1  A  — A-^_      —q 


2  ^l-q^  2  Vi -3« 

setzt: 

(11)  ^^-^' 

yi  - «« 

die  sich  in  bezug  auf  de,  dt  auflösen  lassen  und  die  Relationen 
ergeben : 

(12)  ,-  ^'-''    ' 

Vi-«« 

Hierzu  kommt  noch  für  die  beiden  anderen  Achsen: 

(13)  }ßdS  =  dx, 

^    '  fhdfi=idy 

und  die  Substitution  (A)  hat  jetzt  die  Form: 

'«(»,  0,     0,  0  \ 

0,  ap),    0,  0 

0,  0,    a»),  aw 

0,  0,    a?),  aw/ 


worin 


a<«  =  4= .        a?>  =    ,       ^  a<«)  =  ^ 


Vä'  •         ^h(l  —  q»y         *         yÄ(i_g») 


VA(1-3*)'  "  cpil-q») 

Nach  Einführung  der  konstanten  Lichtgeschvindigkeit  sind 
die  Substitutionen  («),  (ß),  d.  h.  die  auf  die  Normalform  führenden 
räumlichen  Koordinatensysteme  nicht  vollständig  bestimmt,  sondern 
es  können  nach  Herstellung  der  Normalform  willkürliche  Dre- 
hungen um  die  xr-Achse  hinzukommen.  [Es  zeigt  sich  hier  bei 
den  Gleichungen  in  §  150,  die  zur  Bestimmung  der  (a)  (/))  dienen, 
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dieselbe  Eigentümlichkeit  wie  bei   der  Bestimmung  der  Haupt- 
achsen eines  Rotationsellipsoids.] 

Eine  lineare  Transformation  der  vier  Variablen 

^,    y,    ^,    t, 
bei  der  die  Form 

^^  -f  y^  +  j?«  —  c^t^ 

invariant  bleibt,  heißt  eine  Lorentz-Transformation. 

§  153. 
Bedeutung  der  Substitution. 

Aus  -diesen  Formeln  ergibt  sich  nun  die  Bedeutung  der 
Koeffizienten.  Zunächst  folgt  aus  (13),  daß,  wenn  d|,  drj  =  0 
sind,  auch  dx,  dy  verschwinden,  d.  h. : 

1.  Wenn  der  Weltpunkt  fi  für  Sl  eine  Bewegung  in 
der  Richtung  der  g-Achse  hat,  so  hat  er  sie  für 
0  in  der  Richtung  der  ^r-Achse. 

Das  betrifft  die  Lage  der  räumlichen  Koordinatensysteme  in 
Ä  und  in  0.  Wir  können  also  die  ^ef- Achse  die  Achse  der  Be- 
wegung nennen. 

Setzen  wir  rf|  =  0,  diy  =  0,  dg  =  0,  so  ist  ^  ein  in  Ä 
ruhender  Punkt,  und  es  ergibt  sich  aus  (12): 

(1)  dz  =  l/^^-^^/cö^T, 

(2)  d^=]^r^J'^ 

also  ist 

dz 

die  Geschwindigkeit  in  0   des   in  Sl  ruhenden   Punktes  ^.     Be- 
zeichnen wir  diese  Geschwindigkeit  mit  v,  so  ist  also: 

(3)  ^i-y- 

2.  Also  ist  q  das  Verhältnis  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit eines  in  Sl  ruhenden  Punktes 
gegen  den  Raum  0  zu  der  Lichtgeschwindigkeit 
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Femer  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (2): 


(4)  ^  =  \l-^^ . 

^^  dz         )  \—q^ 

Denken  wir  uns  also  einen  Vorgang  in  einem  für  Sl  ruhen- 
den Punkt  von  der  Dauer  c/r,  so  wird  der  Ort  dieses  Vorganges 
für  0  nicht  ruhen,  sondern  die  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmte 
Bewegung  haben.  Die  Dauer  dt  des  Vorganges  für  0  wird 
durch  (2)  bestimmt,  und  in  (4)  ist  das  Verhältnis  der  beiden 
Zeitdauern  bestimmt,  wodurch  der  Gang  der  Uhren  i^  und  0 
verglichen  wird. 

Wenn  sich  umgekehrt  ein  Ereignis  in  einem  für  0  ruhenden 
Punkt  von  der  Dauer  dt  abspielt,  so  hat  man  öf^sr  =  0  zu  setzen 
und  erhält  aus  §  152  (11): 

yÄ(iS=     ~^^     dt, 
VÄdr=    ,— dt, 

Vi  -  ^i' 

dt  1 


woraus  sich  dann 

(5) 
ergibt. 


dt  ^h{\  —  g%) 


3.  Nehmen  wir  nun  an,  daß  alles,  besonders  auch 
der  Gang  der  Uhren,  so  reguliert  sei,  daß  die 
Räume  0  und  Sl  vollständig  vertauschbar  seien, 
so  müssen  (4)  und  (5)  übereinstimmen,  d.  h.  es 
muß  A  =  1  sein. 

Wenn  wir,  wie  bisher,  über  die  Bewegung  des  Raumes  0 
nichts  voraussetzen,  so  werden  die  Substitutionen  {Ä),  («),  (/3) 
noch  von  den  Koordinaten  des  betrachteten  Weltpunktes  ft  ab- 
hängen i).    Nehmen  wir  aber  jetzt  an,  daß  der  Raum  0  gegen  Sl 

0  Die  Koeffizienten  in  {A)  können  nicht  beUebige  Funktionen  Ton 
X,  y^  z,  t  sein,  sondern  sie  müssen  noch  den  Bedingungen  genügen,  die  sich 
daraus  ergeben,  daß  ^^,  drj,  dC,  dt  voUständige  Differentiale  sind,  wovon 
z.  B.  die  erste  lautet: 

Inwieweit  diese  Bedingungen  mit  der  Hypothese  der  konstanten  Licht- 
geschwindigkeit verträglich  sind,  wäre  noch  zu  untersuchen.  So  muß  z.  B., 
wenn  man  in  den  Gleichungen  §  152  (11)  h  =  1  annimmt,  q  notwendig  eine 
Konstante  sein. 
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in  einer  gleichförmigen  Bewegung  begriffen  sei,  und  daß  die  Maß- 
yerhältnisse  von  Raum  und  Zeit  in  der  Umgebung  eines  jeden 
Weltpunktes  die  gleichen  sind,  so  werden  die  Koeffizienten  von 
A  und  die  Substitutionen  (a),  {ß)  von  den  Koordinaten  des  Raum- 
punktes unabhängig  sein  müssen,  und  wir  können  die  Differential- 
formeln zwischen  dx^  dy^  dz^  dt  und  ä|,  dri,  dt^  dt  integrieren, 
d.  h«  wir  können ,  wenn  wir  die  Nullwerte  einander  entsprechen 
lassen,  überall  das  Zeichen  d  weglassen  und  erhalten  also  (für 
die  Normalform)  aus  §  152  (11),  (12): 

_  ^  —  gg^  _  g  4-  gg^ 

VI-,''  n-,'' 

Vi  —  52  yi  _  q2 

Es   fasse    nun    der  Beobachter   0   die  Punkte,   die  für  Sl 
dauernd  auf  einer  Kugel  liegen,  also  der  Bedingung 

(7)  |2  _f.  ,2  -^  ga  =  a« 

genügen,  zur  Zeit  ^  =  0,  d.  h.  für  ihn  gleichzeitig  ins  Auge. 
Es  ist  dann  nach  (6): 

yl  —  q^  c  yl  —  q^ 

(8)  ^'  +  2/^+];:^,  =«S 

d.  h.  die  Kugel  wird  dem  Beobachter  0  als  ein  in  der  Richtung 
der  Bewegung  abgeplattetes  Ellipsoid  erscheinen,  und  wenn  0 
sich  mit  Lichtgeschwindigkeit  bewegt,  als  Scheibe. 

Setzen  wir  jar  =  0,  d.  h«  bleiben  wir  im  bewegten  System  an 
derselben  Stelle,  so  ergibt  sich  aus  (6): 

(9)  t  =  z  yn^, 

d.  h.  wenn  dem  Beobachter  Sl  eine  Stunde  verflossen  ist,  ist  dem 
bewegten  Beobachter  nur  ein  Bruchteil  einer  Stunde  verstrichen. 
Ist  etwa  q  =  l^  also  die  Geschwindigkeit  von  0  gleich  der  Licht- 
geschwindigkeit, so  werden  zwei  Signale,  die  für  1^  eine  Stunde 
auseinander  liegen,  dem  Beobachter  0  gleichzeitig  erscheinen. 
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§  154. 

Die  elektromagnetischen  Grundgleichungen  für 

ruhende  Korper. 

Im  ersten  Bande  haben  wir  die  Maxwell  sehen  elektro- 
magnetischen Grundgleichungen  für  ruhende  Materie  in  der  Form 
aufgestellt  (Bd.  I,  §  168,  I,  II) : 

.    ccurl2H=       ^  +  43rAg,  -  ! 

c  curl  6  = ~— , 

dt 

dazu  kommen  [Bd.  I,  §  133  (2),  §  155  (1),  (2)]: 

div«6  =  47rp, 

^^  divfiTO=4ÄW. 

Hier  bedeutet: 

(S  den  elektrischen, 
^  den  magnetischen  Kraftvektor, 
B  die  Dielektrizitätskonstante, 
ft  die  magnetische  Permeabilität, 
k  die  elektrische  Leitfähigkeit, 
Q  die  Dichtigkeit  der  wahren  Elektrizität, 
m  die  Dichtigkeit  des  wahren  Magnetismus  (die  nur  in  per- 
manenten Magneten  von  Null  verschieden  ist), 
c  die  Lichtgeschwindigkeit. 

Hier  lag  die  bei  ruhender  Materie  unbedenkliche  Voraus- 
setzung zugrunde,  daß  den  elektrischen  und  magnetischen  Kraft- 
V ektoren  6, 3Jl  die  entsprechenden  Verschiebungsvektoren  ®,  ^ 
proportional  seien  [Bd.  I,  §  133  (1),  §  155  (1)]: 

(3)  4ä3)  =  a6, 

(4)  4ä^  =  ftTO. 

Diese  Voraussetzung  ist  aber  nicht  mehr  ohne  weiteres  ge- 
stattet, wenn  die  Materie  bewegt  ist,  und  wir  wollen  daher  die 
Gleichungen  (1),  (2)  zunächst  auch  für  ruhende  Materie  in  den 
Verschiebungen  aufstellen : 

(5)  ccurl5n=       4»^4-4jrA 

öt 

(6)  ccurlg  =  — 4«^, 
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(7)  div  3)  =  (>, 

(8)  div  ^  =  m. 

Hierin  kommen  s  und  (i  nicht  mehr  vor.  Sie  werden  aber 
eingeführt  durch  die  Gleichungen  (3),  (4). 

Nehmen  wir  c,  /i,  A  als  gegebene  Funktionen  an,  so 
haben  wir,  da  jede  der  vier  Gleichungen  (3)  bis  (6)  drei  Glei- 
chungen repräsentiert,  für  die  vierzehn  Unbekannten 

Q  Ex,    Ey,    Ej,    Dx,    2>y,    Df,    p,- 

^  ^  Mx,   My,   Ji„     P„    Py,    P.,    m 

vierzehn  Gleichungen. 

Ekitsprechend  dem  Umstände,  daß  wir  keine  magnetischen 
Ströme  kennen,  werden  wir  auch  vom  „wahren  Magnetismus"  ab- 
sehen, d.  h.  m  =■  0  setzen.  Dann  vermindert  sich  die  Zahl  der 
unbekannten  Funktionen  um  eins.  Die  Gleichungen  (6)  ergeben 
aber,  daß  div^  von  der  Zeit  unabhängig  ist,  was  dann  mit  (8) 
für  m  =  0  verträglich  ist. 

Diesen  Gleichungen  geben,  wir  hier  nach  Minkowski  durch 

Einführung  der  imaginären  Einheit  i  =  V —  1  eine  symmetrische 
Form,  indem  wir 

(10)  x^      y^      z^      ict 
ersetzen  durch 

37],       X^^      3^3,        x^, 

so  daß 

(11)  x^-\-  y^  -{-  g^  —  cU^  =  x^  4-  x^  -\-  X.?  -|-  x'^ 

wird. 

AVir  führen  weiter  die  Bezeichnung  ein: 

(12)  34,    My,    M„   4:7t  jDx,    4.nDy,    AnD,, 

gleich  /281       1311        As?  ^/14^  ^/24^  ^/34 

und 

(13)  4;rP^,     4;rP„     4  7rP„      E,,       Ey,       £,, 
gleich     F2S,  Fsi,        JFia,      tF,„    iF^^,   iF^^, 

mit  der  Bestimmung,  daß 


(14)                    h,u        - 

-  A,ä; 

Fh,k  —  - 

-   Fu,h 

sein  soll. 

Und  endlich: 

(15)                   4.nkEx, 

4  JT  A  is  y, 

4:nkK, 

4:7ti  Q 

gleich       cSi 

CS2 

^8  ^3 

s,. 
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Die  erste  der  Gleichungen  (5)  ist: 

und  gibt  also  in  der  neuen  Bezeichnung: 

gxj  "^  8a:8  80:4  "^    * 

und  die  Gleichung  (7): 

8A4    I    S/ii    ,    8/i4  _        .     . 

8^  "^  8^  "^  8^  -  ~  *''*^' 

So  erhalten  wir  aus  (5)  und  (7)  das  erste  System: 

8a;a  "^  8:r3  "^  8:r4  ~    '' 
8/ai  I    8^    ,    8^  __ 

8A1    ,    8/i«  _J_  ^/k  —  c 

8j:i  "^  8xa  "^  80:4  ~    *' 

8/^    I    8^    ,    8/^  _ 

Ebenso  ergeben  (6)  und  (8): 

8a;a  8^*3     '     8X4  ' 

81^43  I    8F^4        8  2^31  _ 

80:1  "f     8;rs   "^  8^:4  ' 

8_£24    1    8  2^41  ,    8  J12  _  Q 

8a:i  8:^2  8rc4  ' 

8^    I    8^    I    8^  —0 

Sari     '     8^2  80:3  ' 

und  aus  (3),  (4)  folgt: 

III.  Ai  -  ^i^24  =  0, 

IV.  F3,  -  ft/-8,  =0, 

Biemann-Weber.  Partielle  DifferentUlgleichnngen.    II.    6.  Aufl.         25 
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Endlich  haben  wir  noch  aus  (15): 

csi  =  43r?'AFi^, 
csg  =  4;riAJ?24, 

S^   =   4:7t  iQ, 


V. 


§  155. 

Elektromagnetische  Grundgleichungen 

für  bewegte  Körper. 

Dies  sind  also  die  Gleichungen  für  die  elektromagnetischen 
Vorgänge,  unter  der  Voraussetzung  ruhender  Materie.  Um  den 
Einfluß  der  Bewegung  auszudrücken,  müssen  wir  die  Geschwindig- 
keit der  Materie  v  einführen,  deren  Komponenten  Vx^  Vy^  v,  seien, 

so  daß  v*  =  vj  -f-  vj  -f~  ^'' 

Wir  wollen  die  Geschwindigkeit  durch  vier  Variable  Vj,  V2^  v^^  t\ 
in  der  Weise  ausdrücken,  daß 

(1)  Vsc :  Vy  :  Vg :  ic  =  Vi  :  V2 :  Vq  :  t?^, 

und  den  gemeinsamen  Faktor  der  v^  so  bestimmen,  daß 

(2)  ^2^v^^vi+  v,'=-l', 
es  ergibt  sich  dann: 

Vy   = 


V 


Vi 

(3) 


Vo  = 


Va 


Vc2  — i;»' 

Vz 


V  C2  — 1;2 
IC 


V  ca  —  1 2 

Für  den  Zustand  der  Ruhe  ist  dann 

(4)  Vi  =  0,      V2  =  0,      Vj  =  0,      v^=  1. 

Nach  der  Theorie  von  Minkowski  erfahren  die  Gleichungen 
I,  II  durch  die  Bewegung  der  Materie  keine  Änderung.  Die 
Gleichungen  III,  IV,  V  sollen  so  ergänzt  werden,  daß  sie  in  bezug 
auf  die  Indizes  1,  2,  3,  4  symmetrisch  sind  und  für  den  Zustand 
der  Ruhe  in  die  Gleichungen  IIF,  IV  übergehen.  Wir  setzen  zur 
Abkürzung: 
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^Kv  <Phk  =  fhk  —  «i^Aki 

und  setzen  an  Stelle  der  Oleiohungen  III: 

V2<)Pi2  4-  Vg^ia  +  v^(p^^  =  0, 

jjp  Vl92l  +    ^8923   +   ^4  924   =   0, 

^1  931    +    «^2  932  +   ^4  984   =   0, 

^'l941    +   ^2  942  +  ^3  948  =0, 

eine  dieser  vier  Gleichungen  ist  eine  Folge  der  drei  anderen; 
denn  wenn  man  sie  mit  Vi,  v^  v^^  v^  multipliziert  und  addiert, 
so  verschwindet  die  Summe  identisch  [nach  §  154  (14)].  Ebenso 
setzen  wu:  an  Stelle  von  IV: 

Vi  <^84    +   Vs  <^42  +   ^4  <^28    =   0, 

IV*  ^1  ^"  +   ^8  ^>*    +   ^*  ^«    =  ^' 

Vi  ^24    +   ^2  <I>41  +   «^4  ^12  =    0, 

«'l<^82   +   V2<^18  4-    V8<^21  =    0. 

Für  den  Zustand  der  Ruhe  gehen  diese  Gleichungen  nach  (4)  über  in 

9l4  =  O'l  924  =  0,  9s4  =  0, 

a>28  ^  0,       03,  =  0,       a>,2  =  0, 

in  Übereinstimmung  mit  III,  IV. 

Dazu  kommt  noch  für  die  Funktionen  Sj,  ^2,  Sg,  s^ : 

c(Si—4.nQV^)  =  43rA(        '  V2^12+«^3-fl8+ ''4J^14), 

^^       c(52  — 4;r9t;2)  =  4;rA(i',F2,  +  +«^3^^23  +  ^4^24)1 

c  (S3  —  4.nQVs)  =  4ä  A  (i'i  ^31  4-  i'a  Fg,  +  +  y^  FgJ, 

c(s4  — 4Ä()t;4)  =  4;rA(6-iF,, +t;2i^;2+i's^48  )• 

und  diese  Gleichungen  gehen  für  den  Zustand  der  Ruhe  (4)  in 
V  über. 

Minkowski  hat  unter  Benutzung  einer  eleganten  Symbolik 
nachgewiesen,  daß  die  Gleichungen  I,  II,  III*,  IV*,  V*  invariant 
bleiben,  wenn  man  die  Variablen  Xi^  x^^  x^^  x^  einer  Lorentz- 
Transformation  (x')  =  {Ä){x)  unterwirft,  wobei  die  s»  und  v, 
derselben  Transformation  unterworfen  werden.  Die  /*,»,  JP^k 
werden  so  transformiert,  wie  sich  die  Koeffizienten  üik  der  Bi- 
linearform : 

,gx    U  =  L 28  (T2//8  —  ^Tg ya)  +  V31  {^tiVi  —  aTi  t/g)  +  L'i2  {x^  ya  —  ^2yi) 

+     ^lA  {^l  Va  —  ^4»l)  +    ^'24  (^2»4  —  ^42/2)  +  C'W  {^sVa  —  ^iVs) 

25* 
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transformieren,  wenn  auf  die  beiden  Vanablenreihen  (:z;)  und  {xf) 
gleichzeitig  die  Substitution  {A)  angewandt  wird  (Raum-Zeit- 
yektoren  zweiter  Art  nach  Minkowski).  Dies  ist  die  Forderung 
des  Relatiyitäts-Postulats^). 


§156. 
Invarianz. 

Um  die  Inyarianz  der  Grundgleichungen  gegenüber  den 
Lorentz- Transformationen  zu  beweisen,  möge  jetzt  die  Substi- 
tution {A)  so  bezeichnet  sein: 


^^  —  I  a(i>,    aW,    aw,    a^ 
a^\    aw,    a?),    a?)/ 

und  es  werden  mit  a^,  ot^  a,,  a^;  /S^,  ß^  ß^^  ß^  zwei  Permuta- 
tionen der  Ziffern  1,  2,  3,  4  bezeichnet. 

Ist  dann  Ä  die  Determinante  von  (Ä)y.  so  ist: 


A  =  + 


«1    ' 

«1 

«a  ' 

«2  ' 

«1 ' 

«2 

«8    ' 

«8    ' 

«3   ' 

«4   ' 

«4   ' 

«4 

und  zwar  -(-  oder  — ,  je  nachdem  die  Permutationen  a,  ß  za  der- 
selben oder  zu  yerschiedenen  Arten  gehören.  Um  diese  Zwei- 
deutigkeit zu  yermeiden,  wollen  wir  festsetzen,  daß  beide  Per- 
mutationen zur  ersten  Art  gehören^). 

Ist  die  Substitution  (A)  orthogonal  (Lorentz -Transforma- 
tion), so  bestehen  die  Relationen: 


(1) 


S«f«f=i. 


^)  Zuerst  exakt  formuliert  von  Einstein. 

*)  Unter  einer  Permutation  der  ersten  Art  versteht  man  eine  solche, 
die  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Transpositionen  Ton  nur  zwei  Ziffern 
entsteht. 
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(2) 


Es  werde  weiter  gesetzt: 

dÄ 


=  4«^. 


8o<^ 

^     a 

Dann  ist  für  die  Lorentz-Transformation  mit  der  Determi- 
nante 1,  wie  aus  (1)  leicht  hervorgeht : 

(3)  ^f  =  af . 

Wird  weiter  gesetzt: 


(4) 


d*Ä 


»1        «1 


«8         «4  <*8         *4  "1j**1 


80   erhält  man  für  die  Lorentz-Transformation  ans  bekannten 
Determinanten-Sätzen  ^) : 

(ö) 

Die  Differentialgleichungen  des  vorigen  Paragraphen  lassen 
sich  nun  in  folgender  Weise  darstellen.  Man  führe  eine  yier- 
reihige  Determinante  ein: 


«1»«J  «8i«4* 


(6) 


J  = 


X- 


11 

In 
^11 


S^2i 

lai 
^«1 


^81 
2/81 
b8t 
^8» 


^4 
»4 
I4 
^4 


Diese  Determinante  bleibt  ungeändert,  wenn  man 
die  vier  Reihen  von  Variablen  a;«,  ya,  |ai  ijo  («  =  I1  2,  3,  4) 
gleichzeitig  einer  linearen  Transformation  {A)  unter- 
wirft, die  zunächst  nicht  einmal  orthogonal  zu  sein 
braucht,  sondern  nur  die  Determinante  1  haben  muß. 

Dies  folgt  einfach  aus  dem  Multiplikationssatz  der  Deter- 
minanten. 

Unterwirft  man  die  £«)  i}a  gleichzeitig  der  Transformation  {A\ 
und  setzt: 

SO  transformieren  sich  die  Va^a^  so: 


«i.«a 


(8) 


^hP2   ^  -^0,,0«   *^«3.«41 


und  dafür  kann  man  im  Falle  der  Lorentz-Transformation  nach 
(5)  auch  setzen: 


*)  Vgl.  Weber,  Algebra,  Bd.I,  §  81. 


390 


Achtzehnter  Abschnitt. 


§166. 


(9)  f'^iA  =  S^:^^".-.- 

Diese  Substitution  möge  mit  [A]  bezeichnet  werden. 

Multipliziert  man  nun  je  vier  Gleichungen  der  Systeme  I,  11, 
III*,  IV*,  V*  (§  153,  154)  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
^1)  ^at  ^8)  K  ^^^  addiert,  so  kann  man  diese  fünf  Systeme  sym- 
bolisch durch  die   Determinante  ^  darstellen,  wenn  man  in  z/ 

setzt : 

Xa     =       Aa        in  allen  fünf, 

d     • 


in  I, 


iß» 

dXa 

^  tf  t  Ct't 

/a,«* 

J 

^  j  ^a^a 

y» 

d 

t-^a£«2 

: 

F 

^ 



0 

Va 



Va 

f  ajaj 

9az  «4 

J 

0 

y« 

Vu 

^  ai«! 

^«1  «2 

j 

0 

y- 

Vu 

^«ia2 

a 

in  II, 


in  III*, 


1, 


in  IV  % 


in  V* 

Wenn  man  nun  auf  die  jPi,  x^^  ^s»  ^4  ^^^  gleichzeitig  auf  die 
Aj,  Ag,  Ag,  A^  eine  Lorentz- Transformation  (A)  ausübt: 

(Ai,  A2,  A3,  Ai)  =  -a.(Ai,  A2,  A3,  A^), 
80  ist  nach  (1): 

cxa'     aa;^'     8:?'i/  ■"  ^^\c;ri' 
und  wenn  man  die  beiden  Systeme 

bl^       b2i       b2?       S41 
ni'^       '?2i       »787       ^4 


ix„''    'd.t\ 


dx 


-> 
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derselben  Transformation  unterwirft,  so  erfahren  die  t/a^o2  nach 
(8)  und  (9)  die  Substitution  [A].  Wendet  man  also  die  Substitu- 
tion (A)  auch  noch  auf  die  beiden  Yariablenreihen 

t;i,    v^,    Vs,    t\, 

an,  so  bleibt  nicht  nur  J  invariant,  sondern  es  sind  auch  nach 
den  Relationen  (1)  v 


^XaSa   und    ^  Ag  (gg  —  4 :r 9 Vg) 

invariant,  und  damit  ist  dann  nachgewiesen: 

daß  das  System  der  elektromagnetischen 
Grundgleichungen  einer  Lorentz-Transforma- 
tion   gegenüber  invariant  ist. 

§  157. 

Explizite  Form  der  elektromagnetischen  Grund- 
gleichungen für  bewegte  Körper. 

Um  die  elektromagnetischen  Grundgleichungen  I,  II,  III*, 
IV*  V*  in  reeller  Form  vor  Augen  zu  haben,  hat  man  die  Sub- 
stitutionen (10),  (12),  (13),  (15)  §  154  und  (3)  §  155  zurückzu- 
machen und  erhält  die  Gleichungen  I: 

\  öy  dz  J  dt       * 


I 


/aJfy        dMr\        dsE,    ,     .     ^  ^ 
\  ex  dy  /  dt 

und  die  Gleichungen  II: 

'^X^y  dz)"  dt    ' 

/8-E»  _  dE.\  _  _  duMy 

H  8^  dx  J~  dt    ' 

/dEy  _  dE£\  _  _  dfiM,     . 

^\dx  dy  )~  dt    ' 

duM,       diiMy       djiM, 

dx    '^     dy    '^     cz 
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Auf  diese  Gleichungen  ist  die  Bewegung  der  Materie  noch 
Yon  keinem  Einfluß.  In  den  folgenden  Gleichungen  §  155  III*, 
IV*,  V*  sind  dann  auch  die  Substitutionen  §  155  (3)  auszuführen. 
So  ergibt  sich: 

Vy  (ilf,  —  43rfiP,)—  Vg  {My  —  4ÄfiPy)  =  — c(43r2>a.  —  al?,), 

III**.  v,{M„  —  4.n€Pj)  —  Va:(M,  —  4:nsP,)  =  —  c{ixD^—£Ey), 

v^{My  —  4:nsPy)  —  VylM^  —  4.7CBPj)  =  —  cl^nD,—€E,\ 

woraus  die  yierte  Gleichung  III*  durch  Multiplikation  mit  Vx^Vy^v, 
und  Addition  folgt.    Ferner  wird  aus  IV*: 

VyiE,  —  4jrftD,)  — v,  {Ey  —  ^n^iDy)  =  c(43rPx  — f*Jlf«), 

IV**    V,  (-Ea:—  ^%ikD^)—v^\E,  —^TCfiD,)  =  c{4.nPy—ikMy\ 

Vx  (Ey  —  ^Tc^Dy)  —  Vy  (A,  —  ^TcikD^)  =  c  {^TcP,  —^M,). 


** 


—  QVa, 

—  QVy 


—  4;rA(i;,P« 

—  4tnl{VxPy' 


—  QVm- 


—  k  {VxEx    +    Vy  £y    +    V,E,)  1). 


§  158. 

Transformation  der  Kräfte  und  Verschiebungen 

in.  der  Normalform. 

Um  die  physikalische  Bedeutung  der  Transformation  deut- 
licher zu  übersehen,  gehen  wir  zur  Normalform  (§  151)  über. 
Wir  setzen  also  die  Matrix  {A)  in  der  Form  an: 

1,  0,  0,  0 

0,  1,  0,  0 

1  iq 


(A)  = 


0,  0, 


0,  0, 


yi  —  ga'    Vi  —q^ 
—  iq  1 

Vi  —  g»'    Vi  —  «* 


und  daraus  erhält  man    die  Elemente    Ä^^    der  mehrreihigen 
Matrix  [Ä]: 

*)  Es  ist  hier  nicht  ratsam,  die  Lichtgeschwindigkeit  gleich  1  zu  setsen« 
weil  man  dadurch  die  Kontrolle  der  Formeln  durch  die  Homogenität  yerliert. 
Man  kann  dabei  E  und  P  durch  Zahlen  oder  Einheiten  eigener  Art  e  an- 
sehen, und  hat  dann  die  Dimensionen  von 

Q,  c,  t?,  X, 


er\ 


It 


-1 


It 


;— 1 


t 


— 1 
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^JA;     (12)      (13)  (14)  (23)  (24)         (32)»^^ 


(12) 

1, 

0,               0, 

0, 

0, 

0 

(13) 

0, 

1               iqc 

0, 

0, 

0 

Vi 

-g«'  Vi- 

3*' 

Vf 

(14) 

0, 

Vi 

-iq             1 

0, 

0, 

0 

-q»-  yi- 

3*' 

Vf 

(23) 

0, 

0,               0, 

1 

iq 

0 

Vi 

««• 

Vi 

</«' 

V 

(24) 

0, 

0,               0, 

Vi 

• 

—  » 

Vi 

1 

0 

fl»' 

(34) 

0, 

0,               0, 

0, 

0, 

1 

unterer 
Index 

• 

* 

Setzt  man  wieder  [§  153  (3)]: 

V  =  qc, 
so  werden  die  Koeffizienten   üa^.a^  so  transformiert: 

Uli  =    ^121 


18 


yc2  ~  i;2 


rr-                  C    U2S    -\-    vi    C/24 
C/23    =  -, 1 

-  vi  r/as  +  c  t/24 


üo,= 


yc2  —  i;a 
J7i4  =  ü,,. 

Um  die  elektromagnetischen  Komponenten  einzuführen,  hat 
man  die  Substitutionen  zu  machen  (§  154): 

t^agT  t/ai,  Ui2y t>i4, t/24,      t/84 

Jf,:,  ^y,  JJ/f,      —  4«tDa:,       —^TtiDy^      —^xiDt, 

4:xPa:^  ^xFy^    4»P„  —iEjc^  —i^yi  —iKj 

und  erhält: 


394  Achtzehnter  AbBohnitt.  §159. 


m; 


M'.= 


PL  = 


p;  = 


!>'  =  - 


V^ä 

—  f2 

CMy    - 

-  4jrv 

yc2 

-     1-2 

Mx. 

cF:c  + 

4;r 

yc-'— 

i;2     ' 

CFy- 

4;r 

yc2 

t;2 

p. 

^jy. - 

4;r 

y  c2  - 

-1-2 

cD,+ 

.4  ^ 

yc2  — 1-2 

^,  C/Sr   —   ^TlVPy 

V  C^  —   r2 

_,  _  cEy  -\-  4avPr 

£;  =  is,. 

§  159 '). 
Der  Versuch  von  Michelson  und  Morley. 

Im  folgenden  soll  gezeigt  werden,  wie  sich  das  negative  Er- 
gebnis des  klassischen  Versuches  von  Michelson  und  Morley 
aus  der  Relativitätstheorie  erklärt,  wobei  wir  die  Berechnungen 
nach  der  alten  Anschauung  des  ruhenden  Äthers  und  nach  der 
Relativitätsan  schauung  miteinander  in  Parallele  setzen. 

1.  Es  sei  L  eine  Lichtquelle  (Fig.  52),  von  der  gleichzeitig 
zwei  Lichtstrahlen  ausgehen,  beide  in  gleicher  Richtung.  Der 
eine   (Strahl   1)  werde    am  Spiegel    S  nach   s^   reflektiert,  hier 

')  Die  §§  159,  160  sind  von  B.  H.  Weber  bearbeitet. 


A 
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wieder  in  ttch  zurückgeworfen  und  komme  durch  den  Spiegel  S  nach 
dem  Beobächtungsinstrument  A»  I^^r  aridere  Strahl  (2)  gehe 
von  L  durch  den  Spiegel  S  hindurch  1)  nach  s^,  werde  hier  in 
die  eigene  Richtung  zurückgeworfen  und  werde  nun  bei  S  nach 
A  hin  reflektiert.  Beide  Strahlen  legen  gemeinsam  das  Weg- 
stück 7o  zurück,  zu  dem  sie  auf  jeden  Fall  die  gleiche  Zeit  ge- 
brauchen 3).  Ein  Zeitunterschied  kann  nur  aus  den  Wegen  Ai,A2,A3 
hervorgehen. 

Wenn  die  ganze  Versuchsanordnung  sich  in  relativer  Ruhe 
gegen  den  Äther  befindet,  müßten  offenbar  beide  Strahlen  gleich- 
zeitig in  A  ankommen,  wenn  p-    j^g. 
Aj  =  Ag   gemacht   wäre,    vor- 
ausgesetzt, daß  der  Spiegel  S 
als  unendlich  dünn  angesehen                        /\^ 

werden  kann»).   Dieser  Spiegel  L- /         v|S        h         i^ 

müßte  um  den  Winkel  9  =  450      ?^  i^~  ^^i  1 

gegen    die  Richtung   L  S   ge- 
neigt sein. 

2.  Die  ganze  Anordnung 
soll  sich  nun  aber  in  der  Rieh- 
tung  isa  mit  der  Geschwindig-  * 

keit  V  gegen  den  Äther  verschieben,  was  praktisch  dadurch  er- 
reicht werden  möge,  daß  sie  mit  dieser  Richtung  in  die  momen- 
tane Fortbewegungsrichtung  der  Erde  eingestellt  werde. 

Wir  fragen  nun  zunächst,  welche  Zeitdifferenz  berechnet  sich 
für  die  Ankunft  der  beiden  Strahlen  in  -4,  wenn  wir  auf  das 
Relativitätsprinzip  keine  Rücksicht  nehmen? 

3.  Da  sich  während  der  Zeit  Ti,  die  der  Strahl  gebraucht, 
um  von  S  über  s^  nach  A  zu  kommen,  der  Beobachtungsapparat  A 
selbst  verschoben  haben  wird,  muß  der  Winkel  qp  etwas  kleiner 
als  450  sein,  wodurch  ein  Lichtweg  entsteht,  wie  ihn  Fig.  53 
skizziert 


Ai 


^)  Der  Spiegel  S  ist  einseitig  schwach  versilbert,  so  daß  ein  Teil  des 
Lichtes,  das  ihn  trifft,  hindurchgelassen,  ein  anderer  Teil  reflektiert  wird. 

*)  Die  Zeit  eines  Strahles  soll  die  Zeit  sein,  die  eine  bestimmte  Phase, 
etwa  ein  Wellenberg  der  Lichtwellen,  zur  Zurücklegung  einer  gegebenen 
Strecke  braucht. 

*)  Da  nur  eine  Spiegeloberfläche  versilbert  ist,  geht  einer  der  Strahlen 
einmal,  der  andere  dreimal  durch  dad  Spiegelglas.  Das  haben  Michelson 
und  Morley  dadurch  kompensiert,  daß  sie  in  den  Weg  des  ersteren  ein 
zweites  Glasplättchen  gleicher  Dicke  und  gleicher  Neigung  eingefügt  haben. 
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4.  Ist  c  die  LichtgeschTnndigkeit,  Ti  die  Zeit,  die  erforderlich 
ist,  den  Weg  /S$i,  Ti  diejenige,  die  erforderlich  ist,  den  Weg 
SjjD,  und  schließlich  Ti"  die  Zeit,  die  erforderlich  ist,  den  Weg 
DA  zurückzulegen,  so  wird  (Fig.  53): 

Fig.  53. 


^ 


^82 


>»- 


Sil*  =  {cTiy  =  Aj  +  SH*  =  x;  +  (vt;)«, 
^«  =  (ciry  =  k^  +  HD^  =  A»  +  (vt;% 
DA}  =  {c  Tiy  =  =K  +  iy  Tiy, 

und  deshalb: 

^1  mnt  A« 


Ti  =  T{  = 


Ti"'  = 


und  die  Summe  dieser  drei  Zeiten,  die  Zeit  des  ganzen  Strahlen- 
weges S,  Si,  2),  -4.  wird 

^  A^  At 


^1=     / 

oder,  wenn  q-=  v/c  gesetzt  wird, 

2Ai         1 


+ 


Vc«  —  va 


(1) 


I'i  = 


+ 


K 


c     yi  _  ga    '     c   yi  _  ga 

5.   Der  zweite  Strahl  möge  die  Zeiten  T^  zum  Durchlaufen 

von  ^$2,  Ts'  zum  Durchlaufen  Ton  s^S  und  Ta''  zum  Durchlaufen 

von  SA  (SaS'  und  S'^  in  Fig.  53)  gebrauchen.  Da  in  der  Zeit  3a 
der  Spiegel  s^  selbst  fortrückt,  so  muß  das  Licht  einen  Weg 
größer  als  A^  durchlaufen,  um,  Yon  S  ausgehend,  s^  zu  erreichen. 
Der  durchlaufene  Weg  berechnet  sich  aus  der  Lichtgeschwindig- 
keit c  zu  cTa  und  andererseits  ist  die  scheinbare  Vergrößerung 
gegenüber  der  Länge  k^  gleich  vTi^  also  ist 

cT;,  =  Aj  + vTi 
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Nach  der  Reflexion  an  s^  kommt  dem  Strahl  der  Spiegel  S 
entgegen,  und  es  wird 

c  T2   =  Ag  —  V  T%^ 
und  schließlich  ergibt  sich  noch,  wie  beim  ersten  Strahl: 

(c  K'Y  ==  A «  +  {y  Ti'y. 
Daraus  ergibt  sich  nach  Auflösung  dieser  Gleichungen  die 
Gesamtzeit  des  zweiten  Strahles  durch  Addition: 

oder,  wenn  wieder  v/c  =  q  eingeführt  wird: 


32  '    c  yi_52 

6.  Die  Zeitdifferenz  zwischen  den  zwei  Strahlen,  d.  h.  die 
Zeit,  um  die  der  Strahl  2  über  s^,  später  in  A  ankommt,  als  der 
Strahl  1  über  s^,  ist 

(3)  d  =  T,  -  T,  =  -  (j-^  -    .   ^'      V 
^  ^  c  Vi— g»       yi  — gs/ 

7.  Wenn  q  klein  ist,  so  daß  in  einer  Entwickelung  nach  q^ 
die  höheren  Potenzen  gegen  die  zweite  vernachlässigt  werden 
können,  so  wird 

(3a)  d  =  I  (A,  -  AO  +  I  (A,  -  1  A,)9^ 

und  wenn  schließlich  Ai  =  A^  =  A  gemacht  ist, 

d  =  i-g2. 
c 

Ist  T  die  Schwingungsdauer,  L  die  Wellenlänge  des  an- 
gewandten Lichtes,  also  cT  =  L^  so  folgt  noch 

(4)  Ä  =  |,  =  ^3«. 

Interferenzerscheinungen  lassen  die  Größe  d  messen.  A/X  kann 
sehr  groß  gemacht  werden,  und  wenn  auch  q  sehr  klein  ist,  für 
die  &dbewegung  um  die  Sonne  gleich  0,995.  10-*  (der  „Aber- 
rationswinkel^  im  Bogenmaß),  so  hätten  die  Beobachtungen  Yon 
Michelson  und  Morley  doch  den  in  (4)  berechneten  Wert  ö 
erkennen  lassen  müssen.  Das  Ergebnis  war  aber  negativ,  die 
Grundidee  unserer  Theorie  ist  also  unzutreffend  1). 

')  Die  Wege  A^  A,  haben  Michelson  und  Morley  bei  ihren  letzten 
Versuchen  durch  wiederholte  Strahlenreflexion  wesentlich  vergrößert. 
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8.  Es  ist  für  das  Folgende  wichtig,  noch  ein  Wort  über  die 
Gleichheit  der  Wege  ki  und  k^  zu  sagen.  In  der  Tat  sind  sie 
nicht  streng  gleich  zu  machen,  auch  ist  der  Wegunterschied  nicht 
genau  festzustellen.  Dagegen  läßt  sich  eine  Wegdifferenz  elimi- 
nieren, was  aufs  gleiche  hinauskommt,  wie  eine  strenge  Ab- 
gleichung  der  beiden  Wege.    Das  geschieht  folgendermaßen: 

9.  Es  sei  also  k^  nicht  gleich  A^.  In  der  Zeitdifferenz  d  (3) 
trägt,  wie  man  sieht,  weder  der  Weg  /q,  noch  der  Weg  über  k^ 
etwas  bei.  Dreht  man  also  die  ganze  Versuchsanordnung  auf 
der  Erdoberfläche  um  90^,  so  daß  Iq  in  die  frühere  Richtung  A^, 
kl  in  Aa  usw.  fällt,  und  daß  die  Richtung  v  jetzt  mit  der  Rich- 
tung Ssi  parallel  wird,  so  werden  in  der  Berechnung  der  Zeit- 
differenzen die  Punkte  A  und  L  ihre  Rolle  vertauschen,  was 
ohne  Einfluß  bleibt  Ein  von  L  aus  schräg  gegen  Iq  laufender 
Lichtstrahl,  nicht  der  zu  k^  normale,  wird  den  Spiegel  S  treffen, 
entsprechend  dem  schräg  in  A  eintreffenden  Strahl  der  Fig.  53* 
Es  werden  also  auch  A^  und  k^  ihre  Rollen  vertauschen  und  man 
wird  jetzt  die  Zeiten  finden: 

Z  /.A  1  A« 

^a  =  —r  — :  + 


VI— ^2       c  +  t;* 

und  nun  wird  die  Zeit  d,  um  die  der  Strahl  1  später  in  A  an- 
kommt als  der  Strahl  2: 

(5)  d  =  r--V,=  ^  f^pi^  -  -^A=V 

10.  Setzt  man  das  arithmetische  Mittel  von  A^  und  k^  gleich  A, 
so  ergibt  sich  aus  d  und  d^  (3)  und  (5),  das  Mittel 

d  -^d  _  2A  /      1       _    1_    \ 

2      ~   c   \i  —  (f       yi—qi)' 

also  derselbe  Wert,  der  sich  für  d  ergeben  hätte,  wenn  X^  und 
^2  einander  gleich  gewesen  wären.  Statt  der  exakten  Abgleichung 
der  Wege  A^  und  Ag  kann  man  also  bei  zwei  zueinander  senk- 
rechten Stellungen  der  Versuchsanordnung  beobachten  und  das 
Mittel  aus  den  beobachteten  Zeitdifferenzen  bilden  i). 

11.  Übrigens  kommt  es  für  die  von  Michelson  und  Morley 
angewandte  Interferenzmethode  nicht  darauf  an,  daß  die  Wege 

0  In  Wahrheit  ergibt  eine  Verschiebung'  von  Interferenzstreifen  bei  der 
Drehung  um  90*^  gleich  den  Wert  (d  +  d)/  T. 
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A^,  A3  einander  gleich  sind,  sondern  nur,  daß  sie  sich  um  gewisse 
Vielfache  der  Wellenlänge  des  angewandten  Lichtes  unterscheiden, 
und  das  läßt  sich  auf  optischem  Wege  exakt  herstellen,  un- 
abhängig von  der  relativen  Bewegung  der  Anordnung  gegen  den 
Äther,  indem  man  die  ganze  Anordnung  senkrecht  zur  Fort- 
pfianzungsrichtung  der  Erde  bringt,  so  daß  also  letztere  normal 
zu  der  Zeichenebene  steht.  Das  gibt  freilich  praktische  Schwierig- 
keiten, kann  aber  doch  für  das  Folgende  zu  unseren  theoretischen 
Betrachtungen  angenommen  werden.  Es  kommt  dann  aufs  gleiche 
hinaus,  als  ob  man  mittels  eines  Maßstabes  die  beiden  Längen 
genau  abgeglichen  hätte,  was  deshalb  unmöglich  ist,  weil  die 
Abmessung  am  Maßstab  nicht  annähernd  ausreichende  Genauig- 
keit liefert. 

§  160. 

Anwendung  der  Einsteinschen  Relativitätstheorie 
auf  den  Michelson-Morleyschen  Versuch. 

1.  Es  soll  nun  die  Einsteinsche  Relativitätstheorie  zugrunde 
gelegt  werden.  |,  17,  ^,  t  sind  die  Raum -Zeitkoordinaten  im  ab- 
solut ruhenden  Räume  iß,  x^y^e^i  die  im  mitbewegten  Räume  0. 
Die  B-  und  die  g-Achse  seien  der  Verschiebung  v  parallel.  Dann 
gelten  die  Gleichungen  §  153  (6): 

(1)  x  =  i,    y  =  n\ 

(2a)  ^  =  '^P^^  (2b)     .  =  ^±1^; 

^   ^  V 1  —  ^'  Vi  —  9' 

(3a)  ex  =    -£-=i_— ;         (3b)    et  =    ;    ^  — 

^     ^  Vi  — 32  Vi— 3^ 

2.  Es  ist  nun  zu  beachten,  daß  der  mitbewegte  Beobachter 
die  Längen  A^,  k^  abgleicht,  während  die  Gleichungen  §  159  (l) 
und  (2)  der  ganzen  Ableitung  nach  für  den  im  Räume  Sl  ruhen- 
den Beobachter  gelten. 

Im  Momente  der  Ausmessung  sei  r=  0  und  die  Koordinaten- 
anfangspunkte von  Sl  und  0  fallen  beide  in  den  Mittelpunkt  des 
Spiegels  S,    Die  x-  und  |-Achse  sollen  in  die  Richtung  A^  fallen. 

Der  mitbewegte  Beobachter  mißt  dann  nach  (1) 

nach  (2  a) 

^a 


7o  = 


'2 


Vi-«^' 
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und  in  §  159  (1)  und  (2)  sind  daher  A^  und  A^  nicht  gleich.    Es 
wird  deshalb,  wenn  J^  =  1^  =  1  gesetzt  wird: 

2/1  .    A3        1 


r,  =  —  -  4-  -^    

c  yi  _^2  '    c  yi  _^2' 

^  ^  21  ]ir=^'      A3  _  1 
2      c    1  —  3»  "^  c  yi  _  g2 

Also  wird 

Der  ruhende  Beobachter  findet  die  gleichen  An- 
kunftszeiten, wenn  der  mitbewegte  Beobachter  die 
Wegstrecken  Ssj  und  Ss^  abgleicht. 

3.  Daß  auch  der  mitbewegte  Beobachter  gleiche  Ankunfts- 
zeiten findet^  folgt  daraus,  daß  das  Beobachtungsinstrument  Ä 
sich  auf  der  a;-Achse  des  mitbewegten  Koordinatensystems  befindet 
Es  ist  am  Beobachtungsorte  also  dauernd  0  =  0  und  deshalb 
nach  (3  a): 

Vi  —  ga  yi  —  q^ 

Der  mitbewegte  Beobachter  findet  also  auch,  daß 
beide  Strahlen  gleiche  Zeit  zu  ihren  Wegen  gebrauchen. 

Diese  Resultate  gelten,  wie  man  es  von  einer  Relativitäts- 
theorie fordern  muß,  mit  absoluter  Genauigkeit,  nicht  nur  bis 
auf  Glieder  höherer  Ordnung  in  q^;  denn  von  der  gekürzten 
Gleichung  §  159  (3  a)  ist  hier  kein  Gebrauch  gemacht  worden. 

Daß  der  ruhende  und  der  mitbewegte  Beobachter  beide  für 
die  zwei  Strahlen  gleiche  Zeiten  finden,  weist  darauf  hin,  daß 
zur  Erklärung  des  negativen  Ergebnisses  im  Michejson-Morley- 
schen  Versuche  nur  ein  Teil  der  Ein  st  einschen  Relationen 
§  153  (6)  erforderlich  ist.  Eine  räumliche  Deformation  des  be- 
wegten Raumes  0, 


h  = 


X, 


Vi -3^ 
würde  ausreichen.    Die  Deformation  der  Zeit 


Tg 


Vi -3* 
anzunehmen,  ist  nicht  erforderlich  (Lorentz). 
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Allgremelne  Grundsätze. 


§  161. 
Hydrostatik. 

Wir  haben  in  §60  f.  allgemeine  Gesetze  kennen  gelernt,  die 
für  die  Druckkräfte  in  einer  deformierbaren  Substanz  gültig 
sind.  Wir  wenden  diese  Gesetze  auf  den  Fall  einer  Flüssigkeit 
an,  worunter  wir  sowohl  ein  Gas  als  eine  tropfbare  Flüssigkeit 
yerstehen. 

Für  eine  Flüssigkeit  besteht  über  den  inneren  Druck  das 
folgende  Gesetz,  das  unter  dem  Namen  des  Gesetzes  des  iso- 
tropen Druckes  bekannt  ist: 

L  Der  Druck  /7>,  der  an  einer  Stelle  der  Flüssigkeit 
gegen  ein  Flächenelement  mit  der  Normalen  v 
wirkt,  steht  senkrecht  auf  der  Fläche  und  ist 
von  der  Richtung  yon  v  unabhängig. 

Solange  wir  nur  den  Ruhezustand  einer  im  Gleichgewicht 
befindlichen  flüssigen  Masse  betrachten,  gilt  dies  Gesetz  auch 
noch,  wenn  Reibung  und  Zähigkeit  berücksichtigt  werden.  Anders 
ist  es  aber  bei  bewegten  Massen,  wo  durch  diese  beiden  Ein- 
flüsse bei  der  Bewegung  selbst  noch  besondere  Kräfte  geweckt 
werden.  Können  wir  auch  im  Falle  der  Bewegung  yon  diesen 
beiden  Einflüssen  absehen,  so  nennen  wir  die  Flüssigkeit  eine 
vollkommene  oder  auch  ideale  Flüssigkeit 

Ein  negativer  Druck  bedeutet  eine  Tendenz  auf  Zerreißung 
der  Flüssigkeit.  Wenn  wir  also  unter  einer  vollkommenen  Flüssig- 
keit eine  solche  verstehen,  die  dem  Zerreißen  keinen  Widerstand 
entgegensetzt,  so  müssen  wir  auch  fordern,  daß  beim  Gleichgewicht 
und  auch  bei  einer  stetigen  Bewegung  der  Druck  nicht  negativ 

26* 
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wird.  Nehmen  wir  dagegen  an,  daß  die  Flüssigkeit  einer  Kraft, 
die  auf  das  Zerreißen  wirkt,  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  wider- 
stehen könne,  so  müssen  wir  wenigstens  fordern,  daß  der  Druck 
nicht  unter  eine  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängige  Grenze 
herabsinkt 

Grenzen  wir  im  Innern  der  Flüssigkeit  ein  Volumen  i'  ab, 
so  wirkt  erfahrungsgemäß  der  Druck  gegen  die  Oberfläche  von 
r'  in  der  Richtung  der  inneren  Normale;  wenigstens  wollen 
wir  ihn  positiv  rechnen,  wenn  er  in  dieser  Richtung  wirkt  Be- 
zeichnen wir  ihn  also  mit  p,  so  haben  wir,  um  die  Formeln  des 
§  60,  61  anzuwenden,  JI»  =  —  p  zu  setzen. 

Eine  Folge  der  Annahme  I.  ist  die,  daß  auch  der  äußere 
Druck  P  senkrecht  gegen  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
wirkt  Ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  nicht  überall  frei, 
sondern  ganz  oder  zum  Teil  durch  feste  Wände  begrenzt,  so 
ist  an  diesen  festen  Wänden  der  Druck  nicht  mehr  als  gegeben, 
sondern  als  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  an- 
zusehen. 

Der  Druck  p  an  irgend  einer  Stelle  im  Innern  ist  nach  L 
ein  Skalar,  also  eine  Funktion  der  Koordinaten  Xy  y,  z  der  Stelle. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  aufzustellen,  haben  wir 
in  den  Gleichungen  (10),  (11),  §  61 

Xy  =  0,   X,  =  0,   y,  =  0,   r,  =  o,  z,  =  o,  Zy  =  o 

X,=      Yy    =    Z,    =    —p 

zu  setzen,  und  erhalten,  wenn  X,  Y,  Z  die  Komponenten  der 
äußeren  Kraft  sind,  für  den  Druck  p  und  die  Dichtigkeit  q 
die  Differentialgleichungen : 

(1)  9X  =  ^,    <^^=8f'     ^^=87' 

und  für  die  freie  Oberfläche 

(2)  p  =  P. 

Die  Dichtigkeit  q  betrachten  wir  bei  den  tropfbaren  Flüssig- 
keiten als  eine  Konstante  und  nennen  diese  daher  auch  inkom- 
pressible  Flüssigkeiten.  Diese  Annahme  stimmt  zwar  nicht 
in  aller  Strenge,  wohl  aber  mit  großer  Annäherung  mit  der 
Wirklichkeit  überein. 

Bei  Gasen  ist  die  Dichtigkeit  nicht  konstant  Es  besteht 
zwischen  Druck,  Dichtigkeit  und  Temperatur  das  Boyle-Gay- 
Lussacsche  Gesetz 


§162.  Hydrostatische  Probleme.  40& 

(3)  vp  =  li  T, 

worin  T  die  sogenannte  absolute  Temperatur,  also  die  Temperatur 
in  Zentesimalgraden,  yon  — 273^  an  gerechnet,  und  v  das  Volumen 
der  Masseneinheit,  also  v  =  1/p,  bedeutet.  R  ist  eine  Konstante, 
die  sogenannte  Gaskonstante. 

§  162. 
Hydrostatische  Probleme. 

Die  Aufgabe  der  Hydrostatik  besteht  nun  darin,  aus  den 
Grundgleichungen  (l),  (2),  §  161,  die  Gestalt  der  Oberfläche  und 
die  Verteilung  des  Druckes  im  Innern  abzuleiten.  Dies  ist 
leicht,  wenn  die  äußeren  Kräfte  Z,  F,  Z  als  Funktionen  des 
Ortes  yon  Tomherein  gegeben  sind,  dagegen  fehlt  jeder  all- 
gemeine Ansatz  in  den  Fällen,  wo  diese  Kräfte  von  der  noch 
unbekannten  Oberflächengestalt  abhängen.  £s  bleibt  dann  kaum 
ein  anderer  Weg  übrig,  als  eine  hypothetische  Annahme  über 
die  Gestalt  zu  machen,  die  noch  einige  verfügbare  Parameter 
enthält,  und  diese  Parameter  dann,  wenn  die  Annahme  eine  zu- 
lässige war,  nachträglich  zu  bestimmen. 

Die  Grundgleichungen  §  161  (1)  zeigen  zunächst,  daß  ein 
Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  nur  dann  möglich  ist,  wenn  der 
Ausdruck 

(1)  Q{Xdx  4-  Ydy  +  Zdis)  =  dp 

ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wenn  also  q  konstant  oder 
eine  Funktion  von  p  ist,  so  muß  auch 

(2)  Xdx  +  Ydy  4-  Zdg  =  dV 

ein  vollständiges  Differential  sein. 

Ist  die  Funktion  V  bekannt,  so  ergibt  sich  bei  konstantem  q 

(3)  p  =  qV -\-  const 

und  die  Konstante  wird  bestimmt,  wenn  der  Druck  an  einer 
Stelle,  etwa  einem  Oberflächenpunkte,  bekannt  ist.  Die  Glei- 
chung der  Oberfläche  wird  dann  p  =  P,  also 

(4)  P=  qV  -}-  const 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  daß  der  Oberflächendruck  P 
konstant  ist  (z.  B.  gleich  dem  Atmosphärendruck  oder,  im 
leeren  Räume,  P  =  0).  Dann  ist  an  der  freien  Oberfläche  auch 
V  konstant. 
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Das  interessanteste  und  wichtigste  Beispiel  ist  das  einer 
rotierenden  Flüssigkeitsmasse,  deren  Teile  einander  nach  dem 
Newton  sehen  Gravitationsgesetz  anziehen.  Strenggenommen 
handelt  es  sich  hier  zwar  um  ein  dynamisches  und  kein  statisches 
Problem.  Wenn  wir  aber  die  Annahme  machen,  daß  die  flüssige 
Masse  ohne  Verschiebung  ihrer  Teile  gegeneinander,  also  wie  ein 
starrer  Körper,  mit  unyeränderlicher  Winkelgeschwindigkeit  rotiert, 
so  können  wir  den  Zustand  auf  ein  mit-rotierendes  Koordinaten- 
system beziehen,  müssen  dann  aber  die  Zentrifugalkraft  als 
äußere  Kraft  einführen. 

Wenn  ein  Punkt  m  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o  eine 
Kreisbahn  mit  dem  Radius  r  beschreibt,  so  wird  er  in  dem  Zeit- 
element dt  um  die  Strecke  \ra)^dt^  von  der  geradlinigen  Bahn 
nach  dem  Kreismittelpunkte  hin  abgelenkt  Es  ist  also  ^roo^dt 
die  mittlere  Geschwindigkeit,  mit  der  er  diese  Strecke  durch- 
läuft; die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Null  und  die  Endgeschwindig- 
keit also  rcD^dt'y  folglich  ist  ro^  die  Beschleunigung  in  der  Rich- 
tung des  Radius. 

Die  Masseneinheit  in  dem  Punkte  m  wird  daher  gegen  das 
Hindernis,  das  sie  in  jedem  Augenblick  in  die  Kreisbahn  zwingt, 
eine  Kraft  yon  der  Größe  r<o^  in  der  Richtung  des  wachsenden 
r  ausüben.  Ist  die  Rotationsachse  die  jsr-Achse,  also  die  Bewegung 
der  ipy- Ebene  parallel  und  r^  =  a;» -(- y^^  gg  sind  die  Kom- 
ponenten dieser  Zentrifugalkraft: 

ox 


(5)  Y,=y^^=% 


dV, 


Z,  =  0      = 


dz  ' 
worin 

(6)  Kl  =  ^r2oa  =  1  (ipa  _|_  y%)foi. 

Dazu  kommen  noch  die  Komponenten  X^,  Tj,  Z^  der  An- 
ziehung der  gesamten  Flüssigkeit  auf  den  Punkt  mit  den  Koordi- 
naten X,  ?/,  z.  Diese  können  wir  erst  berechnen,  wenn  die  Ge- 
stalt der  Oberfläche,  die  wir  suchen,  bekannt  ist  Wenn  wir  aber 
annehmen,  die  Oberfläche  habe  die  Gestalt  eines  Ellipsoids  mit 
den  noch  unbekannten  Halbachsen  a,  fr,  c,  und  die  Achsen  x^  y,  g 
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fallen  mit  den  Hauptachsen  zusammen,  so  können  wir  die  an- 
ziehenden Kräfte  als  Funktionen  der  a,  b,  c  darstellen. 

Wir  haben  in  §  113  des  ersten  Bandes  das  Potential  eines 
Ellipsoids  bestimmt.  Für  unser  jetziges  Problem  kommt  nur  das 
Potential  für  einen  Oberflächenpunkt  in  Betracht,  und  wenn  wir 
mit  f  die  sogenannte  Gravitationskonstante,  d.  h.  die  anziehende 
Kraft  der  Masseneinheit  auf  die  Masseneinheit  in  der  Einheit 
der  Entfernung  bezeichnen »)  und 


OD 


/,N      T/  ^  f  /,        ^*  y*  j»*  \  ds 

(7)         F.  =  niffj  (l  -  ^^-^^  -  gj-p^  -  ^-^-p^j  -^, 


setzen,  so  ist 

^^■>  -^-W       ^'-~dV'       ^»-8«' 

Damit  nun  das  Ellipsoid,  unter  Voraussetzung  eines  kon- 
stanten Oberflächendruckes,  Gleichgewichtsfigur  sein  kann,  muß 
die  Gleichung 

(10)  Fl  +  Fj  =  const. 

an  der  Oberfläche  erfüllt  sein,  d.  h.  diese  Gleichung  muß  mit 
der  Gleichung  des  Ellipsoids 

da  beide  vom  zweiten  Grade  sind,  übereinstimmen.  Es  ergibt  sich 
hieraus,  daß  sich  die  Koeffizienten  von  a^,  f/»,  £^  in  (10),  nämlich 
die  drei  Größen 


00 


(12)        i.«_.,/-j  ^-,^,      l.^-n,f\ 

U  0 


ds 


{ö^  +  s)I)' 


a 

-«iff\ 


ds 


(c^  +  s)  Z) 

0 


^)  Ist  g  die  Beschleani^ng  der  Schwere  an  der  Erdoberfläche,  M  die 
Masse  der  Erde,  B  der  Erdradius,  so  ist,  wenn  wir  die  Erde  als  Kugel 
betrachteD,  und  von  dem  EinflulS  der  Rotation  auf  die  Schwere  absehen, 
f  =  gB*/M.    Die  Dimension  von  /*  ist  |/J  =  [/»*-«/«-!]. 
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zueinander  verhalten  müssen  wie  -r  :  t^  :  -r,   und  es  finden   sich 
also,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen,  und  einen  Proportionalitätsfaktor  h  einführen,  die  drei 
Gleichungen: 


00 


\ 

0 


ds  ,    h 


(a«  -{-  s)D  ^  a« 


(1*)  J  (6«  +  s)  D  —  '  ■+■  fti' 


0 

1 


d$  % 


0 

Ist  t  und  die  Gesamtgröße  der  rotierenden  Masse,  also  das 
Produkt  abc  gegeben,  so  enthalten  diese  drei  Gleichungen  noch 
drei  Unbekannte,  aber  in  transzendenter  Form.  Eliminieren  wir 
zunächst  ft,  so  folgt: 

CO 

V     —  c^)sds 


J  («*  +  s) 


(c»  +  s)2)' 

(15) 

hi    —  f       (fr'  —  <fl)sds 

^  ~  ]  iP*  +  s)  (c^ -{- s)  ly 

0 

woraus  man  zunächst  schließt,  daß  (a^  —  c^)  und  (6*  —  c^)  positiv 
sein  müssen,  daß  also  die  Rotationsachse  die  kleinste  der 
drei  Achsen  ist.  Endlich  ergibt  sich  aus  (15)  durch  Elimina- 
tion von  r: 


00 


(16)  0  =  (a«  —  6»)  j  -^  <(a«  —  c»)  {¥—  c>)  —  c«  (c*  +  s)>  • 

0 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  die  Annahme  • 

(17)  a  =  h, 

d.  h.  durch  ein  Rotationsellipsoid.    Machen  wir  diese  Annahme, 
80  ergibt  eine  der  Gleichungen  (15): 
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oo 


r  (a2  —  c^)sds 


oder,  indem  man 


5(a2  +  s)nc«-hs)|/l  +  i^ 


setzt: 

1 

oder  wenn  man  dieses  Integral  ausrechnet: 

(19)  r  =  —  —  H -^^ —  arc  tang  A, 

worin   der  Bogen  arc  tang  A   zwischen  0  und  —  zu  nehmen  ist. 

Die  Größe  A  kann  jeden  Wert  yon  0  bis  oo  haben,  und  zu 
jedem  dieser  Werte  ergibt  sich  aus  (19)  ein  Wert  von  r,  also 
eine  bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit.  Es  kann  also  jedes 
abgeplattete  Rotationsellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein,  und 
zwar  für  eine  bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit. 

Lassen  wir  in  (19)  [oder  einfacher  noch  in  (18)]  A  positive 
Werte  durchlaufen,  so  bleibt  r  positiv  und  verschwindet  für 
A  =  0  und  A  =  OD.  Es  erhält  also  t  für  irgend  einen  Wert 
A  =  Ao  einen  Maximalwert  to,  den  man  durch  Näherungsrechnung 
finden  kann.    Man  erhält  genähert: 

(20)  Ao  =  2,5293,      t^  =  0,2246. 

Nehmen  wir  also  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  damit 
nach  (13)  auch  r  als  gegeben  an,  so  erhält  man  zwei,  ein  oder 
kein  Rotationsellipsoid  als  mögliche  Gleichgewichtsfigur,  je  nach- 
dem T  kleiner,  gleich  oder  größer  als  Tq  ist. 

Man  kann  aber  die  Gleichung  (16)  auch  dadurch  befriedigen, 
daß  man 


OD 


(21)  j  ^  [(«'  -  <^*)  (*'  -  «')  -  c*  (c»  +  s)l  =  0 

0 

setzt.  Hält  man  hierin  b  und  c  fest,  und  nimmt  6  >>  c  an,  so 
hat  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  ein  unendlich  großes 
a  einen  positiven,  für  a  =  c  einen  negativen  Wert,  und  geht 
also,  wenn  a  von  c  bis  Unendlich  geht,  einmal  durch  Null.  Es 
gibt  also  unendlich  viele  dreiachsige  EUipsoide,  die  Gleichgewichts- 
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figuren  sein  kÖDnen,  und  es  können  dabei  die  beiden  Achsen  b 
und  c  beliebig  gewählt  werden.  Ein  solches  dreiachsiges  EUipsoid 
geht  nur  dann  in  ein  Rotationsellipsoid  über,  wenn  die  beiden 
Achsen  6,  c  der  Bedingung  genügen: 

und  diese  Gleichung  hat  für  jedes  c  eine  Wurzel  6,  die  größer 
als  c  ist.  Ist  6o  die  Wurzel  von  (22),  so  ist,  wenn  6  <;  6©  ist, 
das  aus  (21)  bestimmte  a  >-  6o  und  umgekehrt. 

Soll  zu  einer  gegebenen  Rotationsgeschwindigkeit,  also  zu 
einem  gegebenen  r  eine  dreiachsige  Ellipsoidfläche  als  Gleich- 
gewicht sfigur  bestimmt  werden,  so  hat  man  gleichzeitig  eine  der 
Gleichungen  (15)  und  die  Gleichung  (21)  zu  untersuchen.  Es 
ergeben  sich  die  folgenden  Resultate. 

Wenn  r  zwischen  den  Grenzen  0  und  0,18711  liegt,  so  exi- 
stieren drei  ellipsoidische  Gleichgewichtsfiguren,  ein  dreiachsiges 
und  zwei  Rotationsellipsoide. 

Ist  r  =  0,18711,  so  fallen  das  dreiachsige  und  das  weniger 
abgeplattete  der  beiden  Rotationsellipsoide  in  eines  zusammen. 

Liegt  r  zwischen  den  Grenzen  0,18711  und  0,2246,  so  exi- 
stieren nur  noch  zwei  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewichtsfiguren, 
die  bei  der  oberen  Grenze  von  r  in  eines  zusammenfallen. 

Ist  endlich  r  größer  als  0,2246,  so  existiert  gar  keine  ellip- 
soidische Gleichgewichtsfigur  mehr^). 

^)  G.  O.  Meyer,  ,de  aequilibrii  formis  ellipsoidicis",  OreUes  Journal, 
Bd.  24  (1842).  Die  Möglichkeit  eines  dreiachsigen  EllipBoids  als  Gleich- 
gewichtsfignr  ist  von  Jacobi  entdeckt.  Die  Bechnangen,  die  zu  den  eben 
angegebenen  Besultaten  führen,  sind  mühsam,  aber  ohne  prinzipielle  Schwierig- 
keiten. Methoden  zur  numerischen  Berechnung  der  Achsenverhältnisse  aus 
gegebenem  x  hat  Kostka  gegeben  (Monatsberichte  der  Berliner  Akademie 
1870).  Er  findet  für  den  Wert  t  =  0,0022997,  der  den  Verhältnissen  bei 
der  Erde  entspricht,  für  die  beiden  Botationsellipsoide : 

-  =  1,00433467,  -  =  680,4939 

c  c 

und  für  das  dreiachsige  EUipsoid  (abweichend  von  Meyer): 

a  h 

-  =  52,4425,       -  =  1,0023134. 

c  c 

Eingehende  Untersuchungen  allgemeinerer  Art  über  Oleichgewich ts- 
figuren  rotierender  gravitierender  Flüssigkeiten,  in  denen  besonders  auch  die 
Frage  nach  der  Stabilität  Berücksichtigung  findet,  sind  von  Poincarö  an- 
gestellt (Acta  Mathematica,  Bd.  7,  1885). 
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§  163. 
Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Erste  Form. 

Aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  lassen  sich  durch  das 
d^ Ale mbert sehe  Prinzip  die  Bedingungen  der  Bewegung  her- 
leiten, indem  man  zu  den  tatsächlich  wirkenden,  auf  die  Massen- 
einheit bezogenen  äußeren  Kräften  X,  F,  Z  die  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommenen  Beschleunigungen  hinzufügt,  also 
nach  der  Annahme  yon  d'Alembert  fordert,  daß,  wenn  x*\y*\e" 
die  Komponenten  der  Beschleunigung  sind,  der  bewegte  Zustand 
in  jedem  Augenblick  den  Gleichgewichtsbedingungen  genügen  soll, 
wenn  die  äußeren  Kräfte  X,  Z,  Z  durch 

•     X  — <        ^  —  y'\       Z—z** 

ersetzt  werden.    Es  ergeben  sich  also  aus  den  Gleichungen  §  161 
(1)  die  für  die  Bewegung  gültigen  Gleichungen: 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  die  Beschleunigungen 
durch  die  Unbekannten  des  Problems  auszudrücken,  um  Diffe- 
rentialgleichungen  bilden  zu  können.  Man  kann  dabei  Ton  zwei 
verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen,  und  erhält  dement- 
sprechend die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  zwei  ver- 
schiedenen Formen.  Wir  betrachten  zunächst  die  Form  der 
Differentialgleichungen,  die  man  nach  Lagrange  benennt  >> 

Wenn  danach  x^  y,  z  die  Koordinaten  nicht  eines  bestimmten 
Raumpunktes,  sondern  eines  Massenelementes  der  Flüssigkeit  sind, 
so  haben  wir  x^  t/,  z  als  Funktionen  der  Zeit  zu  betrachten,  und 
es  ist,  wie  in  der  Mechanik  materieller  Punkte 

Da  aber,  wie  wir  annehmen,  die  Flüssigkeit  während  der 
ganzen  Bewegung  einen  Raum  stetig  erfüllt,  so  sind  x,  y,  z  noch 

^)  Lagrange,  Möcanique  analytiqne,  tome  II,  section  XI,  1815. 


(3)( 
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Funktionen  von  drei  anderen  unabhängigen  Variablen  a,  &,  c, 
durch  deren  Werte  sich  die  verschiedenen  Flüssigkeitselemente 
voneinander  unterscheiden.  Am  einfachsten  ist  es,  für  diese 
Variablen  a^  b,  c  die  Werte  zu  nehmen,  die  die  Koordinaten 
X,  y^  8  in  irgend  einem  Moment,  etwa  für  ^  =  0,  haben  (die 
Anfangswerte).  Es  können  aber  auch  die  a,  6,  c  irgend 
drei  voneinander  unabhängige  Funktionen  dieser  Anfangswerte 
sein. 

Der  Druck  p  geht  bei  dieser  Darstellung  aus  einer  Funktion 
von  x^  y,  e  in  eine  Funktion  von  o,  6,  c  über,  und  wir  haben  also 

^^  da       dx  da'^  dy  da'^  dz  da 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen.    Aus  (1)  erhalten  wir: 

dt^Jda'^K  dt^Jda'^K        dt^)da~  g  da 

Wenn  eine  Kräftefunktion  V  existiert,  wie  wir  jetzt  an- 
nehmen wollen,  so  ist  X  —  dV/dx,  Y  =  dV/dy,  Z=  d\ jdz^ 
und  folglich 

^dx        ^dy    ,     ^dz        dV 
da  oa  da        da 

Demnach  ergibt  sich  aus  (3)  und  den  beiden  entsprechenden 
Gleichungen  für  &,  c  das  System: 

dx  d^x       dy  d^y    .    dz  d^z  _dV       \  dp 
da  dP  "^  da  dP  ~^  da  ct^  ~  da        q  da 

{A\  8:r  d^x       dy  d^y   .    dz  d^z  _dV       l  dp 

^^  db  ct^  "*"  db  dt^  "^  db  dt^  ~  db        g  db 

dx  d'^x    ,  •  dy  d^y       dz  d^z  _dV       l  dp 
de  ct^     ■'  de  dt^  "^    cc  dV^  ~  dc~  g  de' 

Hierzu  kommt  noch  eine  Gleichung,  die  wir  als  die  Glei- 
chung der  Erhaltung  der  Masse  bezeichnen  können.  Be- 
zeichnen wir  mit  dz  ein  Volumenelement  der  Flüssigkeit,  mit  g 
die  zugehörige  Dichtigkeit,  so  ist  das  Integral 


\ 


gdr, 


wenn  man  es  in  einem  bestimmten  Augenblick  auf  irgend  einen 
Teil  der  bewegten  Masse  bezieht,  mit  der  Zeit  unveränderlich. 
Drücken  wir  das  Integral  in  den  Variablen  a,  6,  c  aus,  so  sind 
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.seine  Grenzen  von  der  Zeit  unabhängig,  und  q  ist  eine  Funktion 
Yon  a,  b,  c,  t.    Das  Integral  erhält  dann  die  Form 


I 


(f@dadbdc, 


worin  der  Ausdruck  ®  nach  Band  I,  §  39  (8)  zu  bilden  ist.    Man 
hat  nach  der  dortigen  Bezeichnung 

(5)  ®  =  ^ee"^'  —  gH  —  g'^e"  —  flf"V  +  2gg'g'\ 

worin 


dy  dy 


_  8ä  8£    , 


^y    .da  dz 

dbdZ^dbdi  "^^"^^ 


und  man  kann  daher  nach  einem  bekannten  Determinantensatze 

8a?     dx     dx 


(6) 


8_ V+— ^-- 
■^  —  da  db  de 


da 

8y 

da 

de_ 
da 


db 

86 

de_ 
db 


de 

dy 
de 

iL 

de 


setzen. 
(7) 


Die  Bedingung  der  Erhaltung  der  Masse  ergibt  daher 

dQ®  _ 


dt 


=  0 


oder  durch  Integration,  wenn  wii*  mit  ^o^o   ^i^   Werte   dieser 
Funktionen  für  ^  =  0  bezeichnen: 

(8)  p©  =  Poöo. 

In  der  Formel  (6)  wäre,  da  S  nach  seiner  Definition  eine 
wesentlich  positive  Größe  ist,  das  Vorzeichen  noch  unbestimmt. 
Da  aber  nach  (7)  0  immer  dasselbe  Zeichen  hat  wie  9of  bo 
können  wir  die  Variablen  a,  A,  c  immer  so  annehmen,  daß  die 
Determinante  positiv  ist,  und  dann  ist  also  das  Vorzeichen  in 
(6)  richtig.  Dies  ist  z.  B.  dann  der  Fall,  wenn  wir  für  o,  6,  c 
die  Anfangswerte  der  Variablen  x,  y,  z  wählen. 

Danach  ist  nämlich  für  ^  =  0 


(9) 


dx 

da 

— 

1, 

dy 

da 

— 

0, 

dx 

dö 

— 

0, 

dy 
db 

1, 

dx 

de 

— 

0, 

dy 

de 

— 

0, 

de_ 
da 

dj_ 

db 

d£ 
de 


=  0, 
=  0, 


=  1, 


pI 
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und  folglich  ©o  =  !•    Die  Formel  (8)  ergibt  daher: 

(10)  ®  =  7' 

die    in    dem    Falle    einer   inkompressiblen  Flüssigkeit,    bei    der 

Q  =  Qo  ist,  in 

(11)  @  =  1 

übergeht. 

Bei  Gasen  wird  gewöhnlich  die  Dichtigkeit  q  als  eine  aus 
physikalischen  Gesetzen  herzuleitende,  aber  gegebene  Funktion 
des  Druckes  d  betrachtet. 

Hierzu  ist  jedoch  noch  folgendes  zu  bemerken: 

Die  Funktionen  x,  y^  z  sind  für  ein  bestimmtes  Wertsystem 
a,  h^  c  stetige  Funktionen  von  f,  da  ein  Flüssigkeitsteilchen  nicht 
plötzlich  von  einem  Orte  zu  einem  davon  yerschiedenen  fort- 
getragen werden  kann.  Es  müssen  aber  auch  für  einen  kon- 
stanten Wert  von  t  die  x,  y,  z  stetige  Funktionen  von  o,  6,  c 
sein;  denn  unserer  ganzen  Betrachtung  liegt  die  Voraussetzung 
zugrunde,  daß  benachbarte  Flüssigkeitsteile  im  Verlauf  der  Be- 
wegung benachbart  bleiben. 

Endlich  müssen  wir  aber  auch  noch  verlangen,  daß  zu  ver- 
schiedenen Werten  von  a,  6,  c  auch  verschiedene  Werte  von 
^)  Vi  ^  gehören,  d.  h.  daß  a,  b,  c  eindeutige  Funktionen 
von  x^  y,  z  sind.  Wären  sie  nämlich  das  nicht,  so  würden  ver- 
schiedene Flüssigkeitsteile  im  Verlaufe  der  Bewegung  gleich- 
zeitig an  dieselbe  Stelle  kommen.  Sie  müssen  dann  aufeinander 
stoßen,  und  es  treten  Unstetigkeiten  ein,  über  die  unsere  Glei- 
chungen keine  Auskunft  mehr  geben.  Hierhin  gehören  solche  Be- 
wegungen, die  sich  durch  Spritzen  oder  Branden  zu  erkennen  geben. 

Was  die  Grenzbedingungen  betrifft,  so  haben  wir  zwischen 
einer  freien  Oberfläche  und  der  Berührungsfläche  der  Flüssigkeit 
mit  einer  festen  Wand  zu  unterscheiden.  An  der  ersten  gilt  als 
Grenzbedingung,  daß  der  Druck  in  der  Flüssigkeit  mit  dem  von 
außen  gegebenen  Druck  übereinstimmen  muß,  also  im  einfachsten 
Fall,  wo  der  atmosphärische  Druck  wirkt,  an  der  Oberfläche  eine 
Konstante  ist.  Für  die  Berührungsflächen  zwischen  der  Flüssig- 
keit und  der  Wand  nehmen  wir  an,  daß  ein  an  der  Wand  befind- 
liches Flüssigkeitsteilchen  während  der  ganzen  Dauer  einer 
den  Differentialgleichungen  entsprechenden  Bewegung 
mit  der  Wand  in  Berührung  bleibt. 
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§164. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Zweite  Form. 

Man  kann  bei  der  Aufstellung  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  noch  Ton  einem  anderen  Gesichtspuntte  ausgehen: 
man  kann  nämlich  den  mit  bewegter  Flüssigkeit  erfüllten  Raum 
als  ein  Geschwindigkeitsfeld  auffassen  (Bd.  I,  §  91),  in  dem 
es  sich  dann  um  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  als 
Vektor  und  des  Druckes  und  der  Dichtigkeit  als  Skalare 
handelt 

Gegeben  ist  dabei  in  demselben  Felde  der  Vektor  der  äußeren 
Kraft 

Alle  Größen  des  Feldes  und  auch  das  Feld  selbst,  d.  h.  seine 
Begrenzung  können  noch  Funktionen  der  Zeit  sein.  Wenn  nun 
Sl  irgend  einen  mit  der  Zeit  veränderlichen  Skalar  des  Feldes, 
also  eine  Funktion  von  x^  t/,  jer,  t  bedeutet,  so  wird  ein  bewegtes 
Massenteilchen  in  im  Verlauf  der  Bewegung  zu  immer  anderen 
und  anderen  Werten  von  Sl  gelangen.  Sind  o:,  ^,  jer  die  Koor- 
dinaten und  u,  f,  i/o  die  Geschwindigkeitskomponenten  von  m  zur 
Zeit  ^,  so  sind  nach  Verlauf  des  Zeitelementes  dt  die  Koordinaten 
von  w: 

und  folglich  hat  der  Wert  von  H  für  das  Teilchen  m  in  dem 
Zeit  Clement  dt  um 

(ar  +  ^'eJ  +  ^^  +  ^'^gj) 

zugenommen.     Diese  Größe    können  wir  als  das  vollständige 
Differential  von  Sl  bezeichnen,  und  wir  setzen  demnach: 

,,,  dsi     dsi  .     da  ,     dsi  .     dH 

Die  Komponenten  der  Beschleunigung  des  Teilchens  erhalten 
wir  hieraus,  wenn  wir  Ä  =  m,  v,  u;  setzen,  also 

^'/  _  ^^         ./'  _  ^         ^"  —  !*!£ 
^    —It'       y    "  dt'       ^    ~  dt' 

Diese  Ausdrücke  haben  wir  in  den  Formeln  §  163  (1)  ein- 
zusetzen, um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  er- 
halten : 


dt 
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du        du    ,       8u    ,       du    ,        du        v        ^  ^P 
dt         dt     *       dx    ^       dy    ^        dz  q  dx 

.^.      dv        dv    ,        dv        ■  dv    .        dv         ^^       1  dp 
^  ^      dt         dt    *        dx    ^       dy    ^        de  q  oy 

du)       dw    .       du)    .      dw    ,       div         ^1  dp 

Hierzu  kommt  noch  eine  Grleichung,  die  wir  aus  der  all- 
gemeinen Vektortheorie  ableiten  können.  Bezeichnen  wir  nämlich 
mit  U  den  Geschwindigkeitsvektor,  und  grenzen  in  dem  Felde 
irgend  ein  Volumen  r  ab,  so  ist,  wenn  17«  die  Normalkomponente 
der  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche  yon  r,  ins  Innere  positir 
gerechnet,  und  äo  ein  Element  der  Oberfläche  yon  r  bedeutet, 


1 


QÜndo  die  in  der  Einheit  der  Zeit  einströmende  Flüssigkeits- 


menge.    Ist  nun  Q  im  Zeitelement  dt  um  (dg /dt) dt  gewachsen, 
80  ist  die  Massenzunahme  im  Volumen  r  in  der  Zeiteinheit  gleich 


1 


(d{f/dt)dt   und   es  ist   also   mit  Rücksicht  auf   den   G aus- 
sehen Satz  Bd.  I,  §  95, 1 

f  ll  dr  =  j 9  [/„do  =  —  j  div  V  Udr. 

Da  dies  für  jedes  beliebige  Volumen  r  gelten  muß,  so  folgt 
[Bd.  I,  §  97,  (5)]: 

(3)  ||_^divpU  =  0, 

oder  ausführlich  geschrieben: 

oder  endlich  noch: 

Im  Falle   einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  ist  g  konstant, 
und  dann  wird  diese  Gleichung  einfach: 

(6)  ^  +  »ü  +  ^  =  0. 
^  ^  dx^  dy^  dz 

Für  eine  freie  Grenze  ergibt  sich  noch,  wenn  P  der  gegebene 
äußere  Druck  ist,  die  Bedingung 

(7)  p  =  P. 
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Ist  die  Flüssigkeit  mit  festen  AYänden  in  Berührung ,  so 
kommt  die  Bedingung  dazu,  daß  die  Flüssigkeitsbewegung  nur 
in  der  Richtung  der  Wand  yor  sich  gehen  kann,  und  dies  gibt, 
wenn  die  Wand  in  Ruhe  ist,  und  n  die  Richtung  der  Normale 
bedeutet,  die  Bedingung: 

(8)  Un  =  0, 

und  wenn  die  Wand  selbst  eine  Geschwindigkeit  hat,  deren  Kom- 
ponente in  der  Richtung  n  gleich  N  ist: 

(9)  Un  =  N. 

Wenn  man  aus  diesen  Bedingungen  die  Funktionen  t«,  t;,  lo 
bestimmt  hat,  so  erhält  man  die  Bahn  des  Flüssigkeitsteilchens  m 
durch  Integration  des  Systems  gewöhnlicher  DiSerentialgleichungen: 

und  die  yoUständige  Integration  dieses  Systems  gibt  dann  x^  y,  z 
als  Funktionen  yon  t  und  den  Anfangswerten  a^h^  c.  Dadurch 
ist  der  Übergang  yon  den  DiSerentialgleichungen  der  Hydro- 
dynamik in  der  zweiten  Form  zu  denen  in  der  ersten  Form  ge- 
geben. 

Diese  zweite  Form  der  hydrodynamischen  DiSerential- 
gleichungen wird  die  Eulersche  genannt  i).  Sie  ist  in  solchen 
Fällen  mit  Vorteil  anzuwenden,  in  denen  die  Begrenzung  der 
Flüssigkeitsmasse  mit  der  Zeit  unyeränderlich  ist,  weil  dann  die 
Variablen  x^  y,  z  einen  unyeränderlichen  Bereich  haben.  Ist 
aber  die  äußere  Begrenzung  yeränderlich,  so  ist  es  geraten,  die 
erste  Form  anzuwenden,  weil  dabei  die  unabhängigen  Variablen 
a,  6,  c  immer  einen  unyeränderlichen  Bereich  haben. 

§165. 
Übergang  yon  der  Eulerschen  zu  der  Lagrangeschen  Form. 

Nach  Integration  der  DiSerentialgleichungen  (10)  §  164  sind 
rr,  «/,  z  als  Funktionen  yon  t,  a,  h,  c  bestimmt,  und  man  kann 

^)  Ealer:  Principes  g^n^raux  du  mouvement  des  fluides  (Hist.  de 
l'Acad.  de  Berlin  1755).  Auch  die  erste,  nach  Lagrange  benannte  Form 
der  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  stammt  orsprünglich  von 
Euler:  De  principiis  motus  fluidorum.  (Novi  comm.  Petropolitanae  1759. 
Cap.  6.  De  motu  fluidorum  ex  statu  initiali  definiendo.)  H.  Hankel  (Zur 
allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  Göttingen  1861), 
dem  wir  diese  historische  Bemerkung  verdanken,  fährt  sie  auf  Biemann 
zurück. 

Ri  em  an  n- Web  er,  Partielle  Diilerentialgleichtuigeii.    II.    6.  Aufl.         27 
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Yon  der  zweiten  Form  wieder  zur  ersten  zurückkehren,  wenn  man 
o,  6,  c  als  unabhängige  Variable  einführt.  Ist  dies  geschehen, 
so  ist  die  partielle  Differentiation  nach  ^,  die  im  §  163  mit 
d/dt  bezeichnet  war,  dasselbe,  was  wir  im  yorigen  Paragraphen 
mit  d/dt  bezeichnet  haben. 

Um  die  Transformation  von  den  einen  zu  den  anderen 
Variablen  zu  bewirken,  hat  man  die  bekannten  Formeln  zu  be- 
nutzen : 

da  _  dy  de        dy  dz  _   d0 


(1) 


"8x 

db  de 

de  db        ^  dx 
^da 

de  dx 
db  de 

dz  dx        9© 
dcdb       5,8y' 
^da 

dx  dy 
db  de 

dx dy        d@ 
de  db        ^de 
^da 

(2)  ®  =  2± 


usw.,  worin,  wie  früher  (§  163),  ®  die  Determinante 

dx  dy  dz 
da  db  de 

bedeutet. 

Hiernach  folgt  aus  (10)  §  164,  da  die  Differentiationen  nach 
dt  und  da,  db^  de  miteinander  yertauschbar  sind: 

du  _    d   dx  _da  d  dx    .    db  d  dx    .    de   d  dx 
dx~  dx  dt  ~dxdtda'^dxdtdb^dxdtde' 

dy  ~  dy  dt  ~  dy  dt  da '^  dy  Tt  db  '^dydtde' 

dw  _    d_  dz^  _da   d  dz    .    db   d  dz    .    de  d  dz 
dz~dz  dt  ~  dJ  dtdä^  FzTt  db  '^We  dtde' 

und  mithin  nach  (1): 

^(du      d_v      dj.\_ds 

Kdx^dy^dzJ        dt 
Daraus  ergibt  sich: 

^^  dt  '^^  \dx  '^  dy  ^  dz)~  &    dt  ' 

und  hiemach  geht  die  Gleichung  §  164  (5)  in  §  163  (7)  über. 
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Die  Oleichungen  §  164  (2)  ergeben  durch  Multiplikation  mit 

g/p  gl*  g g 

T^— >  TT-^  TT-  und  Addition  unmittelbar  die  erste  der  Gleichungen 
da   da   da  ° 

§  163  (4). 

§  166. 
Erhaltung  der  Wirbelmomente. 

Wir  wollen  jetzt  die  hydrodynamischen  Gleichungen  in  eine 
andere  Form  bringen,  aus  der  sich  am  einfachsten  gewisse 
allgemeine  Integralgleichungen  ergeben.  Wir  setzen  dabei  yoraus, 
daß  die  äußeren  Kräfte  eine  Kräftefunktion  haben,  und  gehen 
demnach  yon  den  Gleichungen  (4)  §  163  aus,  in  denen  wir  jetzt 
unter  a,  6,  c  die  Anfangswerte  der  Koordinaten  x,  y,  is  yerstehen. 
Wir  bezeichnen  mit  u^  t;,  to  die  Geschwindigkeitskomponenten 
eines  Massenteilchens  und  mit  Uq,  Vq,  Wf^  deren  Anfangswerte, 
setzen  also  in  der  Bezeichnung  yon  §  163 

,,x  'dx  dy  dz 


Dann  ist 


dx  d^x        d   /    dx\  d^x 

u 


~  dt  \da) 


da   dP        dt  \    da)  da  dt 

_  d_(    dx\        1  du^ 
~  dt  Vda)        2   da' 

und  ähnliches    gilt   für   die    anderen   Glieder  der  Gleichungen 
§  168  (4).    Wenn  wir  daher 

i 

(2)  x  =  {[»^  -  j^  +  \  (««  +  »«  +  «.«)]  dt 

0 

setzen,  so  können  wir  die  Gleichungen  §  163  (4)  in  Beziehung 
auf  t  integrieren,  und  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §  163  (9): 


dx    .  dy  .  djg  ,  dx 

da    *  da  ^  da  '  da 

/o\                       dx    .  dy  ,  dz  ,  dx 

dx    .  dy  .  dz  .  dx. 


I        I»  IUI    i(t  » 


^)    H.    Weber,    Über    eine   Transformation    der    hydrodynamischen 
Gleichungen:  OreUes  Journal  68  (1868), 

27* 
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Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
da,  db,  de  und  addieren,  so  folgt: 

(4)  udx  -\-  vdy  +  wde  =  u^da  -j-  ^o^*  +  ^f^dc  -|-  d%^ 
worin  bei  der  Bildung  der  Differentiale  dx^  dy,  dz^  d%  die  Zeit 
nicht  als  variabel  gilt 

Nun  nehmen  wir  im  Gebiete  der  Variablen  a,  by  c  irgend 
einen  Bereich,  in  dem  die  Funktion  %  endlich,  stetig  und  ein- 
deutig ist,  nehmen  in  diesem  Gebiete  eine  geschlossene  Kurve  So 
und  legen  durch  diese  eine  Fläche  Fq.  Diese  Kurve  und  diese 
Fläche  werden  mit  den  Flüssigkeitsteilchen,  die  sie  zur  Zeit 
^  =  0  erfüllen,  mit  der  Zeit  fortfließen,  und  zur  Zeit  t  eine 
Kurve  S  und  eine  Fläche  F  erfüllen,  deren  Punkte  die  Koor- 
dinaten Xy  y,  e  haben.  Integrieren  wir  die  Gleichung  (4)  auf  der 
rechten  Seite  über  die  Kurve  /Sq,  so  müssen  wir  auf  der  linken 

über  S  integrieren,  und  das  Integral  I  d%  verschwindet  wegen  der 

vorausgesetzten  Eindeutigkeit  von  %.  Bezeichnen  wir  aber  mit  ds 
und  dso  entsprechende  Linienelemente  der  Kurven  S  und  S^  und 
mit  Aa  und  Ai  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Sichtung  von  ds  und  von  ds^  (zur  Zeit  t  und  0),  so  ergibt  sich 
aus  (4): 

(5)  [A,dsr=  [Aid  So, 

und  wenn  wir  den  Curl  der  Geschwindigkeit  mit  G  und  G®  be- 
zeichnen, nach  dem  Stok es  sehen  Satz  (Bd.  I,  §  95,  II): 

(6)  jCnd/^  =  j;CSdA, 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  Flächenelemente  df  und  df^ 
der  Flächen  F  und  F^  beziehen,  und  n  die  Richtung  der  Normale 
BJi  df  und  dfo  bedeutet. 

Wenn  wir  in  Verallgemeinerung  eines  im  §  97   des  ersten 
Bandes  eingeführten  Ausdruckes  das  Integral 

(7)  M=^C,df 

das  Wirbelmoment  der  P'läche  jP  nennen,  so  können  wir  hier- 
nach den  wichtigen  Satz  aussprechen: 

1.  Das  Wirbelmoment  einer  beliebigen,  aus  Flüssig- 
keitsteilchen gebildeten  Fläche  bleibt  im  Ver- 
lauf der  Bewegung  (fieser  Fläche  ungeändert. 
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Es  ist  aber  dabei  wohl  zu  beachten,  daß  die  Konstanz  des 
Wirbelmomentes  nicht  am  absoluten  Räume,  sondern  an  der 
bewegten  Masse  haftet 

Aus  der  Entstehungsweise  der  Integrale  (6)  aus  den  Inte« 
gralen  (5)  folgt  noch: 

Das  Wirbelmoment  einer  Fläche  ist  nicht  yon  der 
Fläche  selbst,  sondern  nur  Yo]n  deren  Begrenzung  ab- 
hängig. 

Im  §  97  des  ersten  Bandes  haben  wir  als  Wirbellinien 
solche  Linien  definiert,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Richtung 
des  Curls  haben,  die  also  durch  die  Differentialgleichungen 

dx',dy\dz  =  Cx:Cy:Cg 

bestimmt  sind.  Wenn  also  die  Fläche  Fq  aus  WirbeUinien  ge- 
bildet ist,  so  ist  in  jedem  ihrer  Punkte  6«  =  0.  Die  Gleichung 
(6)  zeigt  dann,  daß  im  Verlauf  der  Bewegung  auch  C«  =  0  sein 
muß;  wendet  man  dies  auf  einen  unendlich  schmalen  Streifen 
längs  einer  Wirbellinie  an,  so  folgt: 

2.  Die  Flüssigkeitsteilchen,  die  imAnfange  auf  einer 
Wirbellinie  liegen,  bleiben  im  Verlauf  der  Be- 
wegung auf  einer  Wirbellinie. 

Legen  wir  durch  alle  Punkte  einer  geschlossenen  Kurve  S^ 
die  Wirbellinien,  so  erhalten  wir  eine  röhrenartige  Fläche,  die 
wir  einen  Wirbelkanal  nennen.  Jede  durch  das  Innere  des 
Kanals  laufende,  durch  eine  Kurre  auf  der  Kanalfläche  begrenzte 
Fläche  heißt  ein  Querschnitt  des  Kanals.  Das  Moment  dieser 
Fläche  wird  durch  (7)  bestimmt. 

Da  die  Divei^enz  eines  Curls  yersch windet,  so  ergibt  sich 
aus  dem  G  au ß sehen  Integralsatz  (Bd.  I,  §  95),  daß  das  Wirbel- 
moment einer  geschlossenen  Fläche  verschwindet 

Wendet  man  dies  auf  die  geschlossene  Fläche  an,  die  von 
zwei  Querschnitten  und  dem  zwischen  ihnen  liegenden  Stück  der 
Kanalfläche  gebildet  ist,  so  folgt,  daß  das  Wirbelmoment  aller 
Querschnitte  dasselbe  ist',  und  dies  wird  das  Wirbelmoment  des 
Kanals  genannt    Es  folgt  dann  aus  1.  und  2.  der  Satz: 

3.  Die  Flüssigkeitsmasse,  die  am  Anfang  einen 
Wirbelkanal  erfüllt,  bildet  auch  im  Verlauf 
der  Bewegung  einen  Wirbelkanal,  dessen  Mo- 
ment mit  der  Zeit  unveränderlich  ist. 
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Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  daß  der  Curl  der 
Geschwindigkeit  gleich  Null  ist  Wenn  dies  am  Anfang  der  Fall 
ist,  so  bleibt  diese  Eigenschaft  nach  1.  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung  erhalten.  Dann  ist  also  die  Deformation, 
die  die  Flüssigkeitsmasse  in  jedem  Zeitelement  erhält,  rotations- 
los oder  wirbelfrei  (Bd,  I,  §  92). 

Der  Vektor  9  ist  in  diesem  Falle  ein  Potentialvektor,  d.  h. 

es  gibt  eine  Funktion  tp  der  Koordinaten  x^  j/,  jer  und  der  Zeit, 

so  daß 

dq)  dq)  dq)\ 

ist  Diese  Funktion  q>  heißt  nach  Helmholtz  das  Geschwindig- 
keitspotential ^). 

Im  allgemeinen  wird  das  Geschwindigkeitspotential  tp  noch 
Yon  der  Zeit  abhängen.  Ist  es  unabhängig  yon  der  Zeit,  so  ist 
der  Zustand  stationär. 

Die  Stromlinien  sind  die  orthogonalen  Trajektorien  der 
Flächen  tp  =  consi  Man  erhält  sie  durch  Integration  des 
Systems 

^  dx    dy     dz 

Im  stationären  Zustande  sind  diese  Stromlinien  mit  der  Zeit 
unyeränderlicL  Im  nicht  stationären  Zustande  beziehen  sie  sich 
auf  einen  bestimmten  Augenblick. 


§167. 
Wirbelfreie  Bewegung. 

Wenn  wir  die  Existenz  eines   Geschwindigkeitspotentials  9 
und  zugleich  ein  Kräftepotential  V  voraussetzen,  und  demnach 

,-v        dw dv        du  Zw        dv  du 

^^  dy~di'      d7~dx'      dx  ~  dy' 

^  dx  dy  dz 

setzen,  so  folgt: 


^)   Helmholtz,    Über  Integrale    der    hydrodynamischen   Gleichungen, 
welche  den  Wirbelbewegnngen  entsprechen  (Grelles  Journal  67). 


X-i^P 
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du        du    .       du    .       du    .       cu 
dt        dt    *      dx    ^      öy  dz 

du    ,       du    ,       dv     .       dw 

=  äT  +  "8]F  +  ''äi  +  "'ä7 

=  ^[w  +  i(«^ +-*  +  -')]' 

Qdx       dx\         J  (>/' 
und  die  Euler sehen  Differentialgleichungen  §164  (2)  zeigen,  daß 

(3)  If  +  K«»  + 1;»  +  w»)  -  F  + 1^  =  C 

Yon  x^  y,  B  unabhängig,  also  konstant  oder  nur  eine  Funktion 
der  Zeit  ist    Es  ergibt  sich  also: 

(4)  ||=y_j^_^(«.  +  .s  +  «,.)  +  6' 

oder  nach  (2): 

<')if=--rf-H(if)'+a'+(^)"j+^^ 

Hierzu  kommt  noch  die  Differentialgleichung  §  164  (4): 

8g?        ^    dg>       ^     89 

und  (5)  und  (6)  sind  jetzt  die  beiden  allgemeinen  Differential- 
gleichungen für  die  Funktionen  9  und  p  (oder  q).  Als  Grenz- 
bedingung ergibt  sich  für  eine  ruhende  oder  in  gegebener  Be- 
wegung begriffene  Wand  aus  §  164  (9)  die  Gleichung 

7)  1^  =  N, 

'  dn 

wenn  N  die  Komponente  der  gegebenen  Geschwindigkeit  eines 
Wandpunktes  in  der  Richtung  der  Normalen  n  an  diese  Wand 
bedeutet. 

An  einer  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  an  der  wir  den 
Druck  konstant  annehmen,  müssen  die  beiden  Grenzbedingungen 

(8 )  p  =  const,        -^  =  0 

bestehen,  von  denen  die  zweite  sich  auch  so  darstellen  läßt: 

(Q\  dp.d^dp^.d^dpd^dp^ 

^^  dt  "»    8a;  8x  "^  cy  dy  "■    de  dz 
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Sie  besagt,  daß  die  Flüssigkeitsteilchen,  die  an  der  Ober- 
fläche liegen,  auch  im  weiteren  Verlaufe  der  Bewegung  an  der 
Oberfläche  bleiben. 


§  168. 
Wasserwirbel. 

Wir  wollen  ein  einfaches  Beispiel  für  die  stationäre  Be- 
wegung betrachten.  Wir  nehmen  als  wirkende  Kraft  die  Schwer- 
kraft an,  die  die  Richtung  der  positiven  ;? -Achse  haben  mag,  so 
daß  V  =  gjg  ist,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  be- 
deutet. Setzen  wir  die  Dichtigkeit  q  konstant,  =  1,  so  wird 
die  Differentialgleichung  §  167  (6) 

^g)  =  0, 

oder  wenn  wir  auf  Zylinderkoordinaten  r^  d",  js  transformieren 
[Bd.  I,  §  44  (4)]: 

^^  r     dr    ^  r*  d»»  ^  de*  ~~    ' 

and  aus  der  Gleichung  §  167  (5)  erhalten  wir,  weil  beim  statio- 
nären Zustand  dq>/dt  =  0  ist: 

«  ^ = "  -  H  iif)'+ h  m'+ m + ^'' 

worin  C  eine  Konstante  ist. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Flüssigkeit  um  die  jer- Achse  rotiere, 
so  daß  jedes  Teilchen  einen  horizontalen  Kreis  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  durchläuft,  so  muß  9  eine  Funktion  you  ^  allein 
sein,  und  wir  können  setzen: 

(3)  <jp  =  *^, 

worin  k  eine  Konstante  ist.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich 
ein  Teilchen  im  Kreise  bewegt,  ist  dq)/rdd'  oder  i/r,  und  folg- 
lich ist  die  Winkelgeschwindigkeit 

(4)  0,=^, 

und  für  die  Geschwindigkeitskomponenten  u,  v,  w  erhält  man: 
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dq) ky 

(5)  ■     _ö^_    ,    fc£ 

dy  ~  ^  r^ 

w  =  0. 

Es  befindet  sich  also  bei  dieser  Annahme  die  Flüssigkeit  für 
unendlich  große  Werte  von  r  in  Buhe. 

Die  Gleichung  (1)  ist  durch  diese  Annahme  erfüllt,  und 
(2)  gibt 

(6)  i>  =  ^^-^^  +  C'. 

Die  Gleichung  der  Oberfläche  erhalten  wir  hieraus,  wenn  wir 
p  gleich  einer  Konstanten  setzen,  und  wenn  wir  den  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  passend  legen,  können  wir  also  die  Glei- 
chung der  Oberfläche  in  die  Form  setzen: 

Es  ist  eine  Rotationsfläche,  deren  erzeugende  Kurve  von  der 
dritten  Ordnung  ist,  und  die  Linie  £i  =  0  und  r  =  0  zu  Asym- 
ptoten hat. 

Die  Gestalt  der  Oberfläche  ist  also  trichterförmig  und  geht 
an  der  ^- Achse  in  unendliche  Tiefe.  Dies  erklärt  sich  daraus, 
daß  die  Winkelgeschwindigkeit  nach  (4)  in  der  Achse  selbst  un- 
endlich groß  yrird. 

Man  kann  auch  eine  Bewegung  angeben,  bei  der  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Achse  nicht  unendlich  wird.  Man  muß  aber 
dann  in  einem  Teil  der  Flüssigkeitsmasse  auf  ein  Geschwindig- 
keitspotential verzichten. 

Wenn  nämlich  Oq  und  C  Konstanten  bedeuten,  so  genügt  die 
Annahme 

u  =  —  fi>oyi        ^  =  ^o^t        «i;  =  0, 

p  =  «/0  +  ^r«+C, 

den  Differentialgleichungen  §  164  (2),  (6).  Die  Flüssigkeit  dreht 
sich  dann  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  wie  ein  starrer 
Körper,  und  die  Flächen  p  =  const.,  also  auch  die  freie  Ober- 
fläche, sind  Rotationsparaboloide,  die  ihre  Höhlung  nach  oben 
kehren. 
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§168. 


Man  kann  diese  beiden  Bewegungen  in  folgender  Weise  mit- 
einander kombinieren  (Fig.  54) :  Man   nehme  eine  beliebige  kon- 

Fig.  64. 


stante  Länge  c  an,  und  setze 

U  =  —  COoy,  V  =  OqX,  w  =  0 

(8)  I    ß'o  ^o    I    i-t         für  r  <C  c 


P  =  g'  +  ^r^-^C, 


(9) 


kx 


2'  =  ?^-2  ;5+<^«' 


für  r  "^  c 


und  damit  die  Geschwindigkeiten  stetige  Funktionen  des  Ortes 
seien,  muß  man 

(10)  «.  =  ^ 

setzen.    Wenn  wir  C,  gleich  dem  gegebenen  Druck  an  der  Ober- 
fläche setzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche 


(11) 


1    A:2 

JS  =  ^ ö^        für  r  >  c, 

2  g  r^ 


und  die  Oberfläche  hat  die  Ebene  z  =  0  zur  Asymptotenebene. 
Für  r  <  c  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche  nach  (8)  und  (10) 

und  diese  schließt  sich  bei  r  =  c  stetig  an  die  Oberfläche  (11) 
an,  wenn 

^'-  ^l  —  ^ 

gesetzt  wird.    Dann  wird  für  r  <^  c  die  Gleichung  der  Oberfläche 


(12) 


e  = 


2g  c* 


(2  c*  —  r2), 
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und  dann  haben  beide  Oberflächen  f ür  r  =  c  auch  dieselbe 
Tangentialebene.  Auch  der  Druck  p  erhält  für  r  =  c  nach  (9) 
und  (10)  denselben  Wert 

Für  r  >  c  ist  diese  Bewegung  wirbelfrei  Es  existiert  ein, 
allerdings  mehrwertiges,  Geschwindigkeitspotential  q)  =  kd:  Für 
r  <C  c  existiert  aber  kein  Geschwindigkeitspotential.  Im  Innern 
dieses  Zylinders  findet  eine  wirbelnde  Bewegung  statt  Die 
Tiefe  des  Trichters  ist  hier  endlich,  nämlich  [nach  (12)]  gleich 
Ic^lgc^^  oder,  wenn  wir  die  Botationsgeschwindigkeit  coo  einführen, 
gleich  cDoC^/g.  Dieser  theoretisch  mögliche  Fall  dürfte  ein  ziem- 
lich gutes  Bild  von  dem  wahren  Bewegungsyorgange  bei  Wasser- 
wirbeln geben,  wenigstens  solange  man  yon  dem  Einflüsse  der 
Reibung  absehen  kann^). 

*)  Lamb,  Hydrodynamlcs,  p.  29.    Cambridge  1895. 


Zwanzigster  Abschnitt. 

Bei0v^egriingr  eines  starren  Körpers 
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§  169. 

Grenzbedingungen   für    die    Bewegung    eines    starren 

Körpers  in  einer  Flüssigkeit. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  daß  sich  ein  starrer  Körper 
Yon  beliebiger  Gestalt  in  einer  allseitig  unendlich  ausgedehnten 
inkompressiblen  Flüssigkeit  bewegt.  Wir  setzen  dabei  Yoraus, 
daß  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  wirbelfrei  sei,  daß  also  überall 
ein  Geschwindigkeitspotential  q)  existiere.  Dies  trifft  nach  §  166 
unter  der  Annahme  yon  Potentialkräften  .immer  zu,  wenn  es  in 
einem  Augenblick  der  Fall  war,  also  z.  B.,  wenn  die  Bewegung 
von  der  Ruhelage  aus  durch  die  Einwirkung  von  Potentialkräften 
entstanden  ist. 

Endlich  nehmen  wir  noch  an,  daß  die  Flüssigkeit  im  Un- 
endlichen in  Buhe  sei. 

Nach  §  167  hat  hier  die  Funktion  9  in  dem  ganzen  Baume 
außerhalb  des  gegebenen  Körpers  die  Bedingung  zu  befriedigen: 

An  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  besteht  dann 
noch  weiter  die  Bedingung 

wenn  n  die  Richtung  der  Normalen  an  einer  Stelle  der  Ober- 
fläche —  wir  wollen  annehmen,  in  der  Richtung  vom  Körper  in 
die  Flüssigkeit  hinein  positiv  gerechnet  —  bedeutet,  und  N  die 
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als  gegeben  zu  betrachtende  Komponente  der  Geschwindigkeit  der 
Oberfläche  nach  der  Bichtung  n. 

Soll  im  Unendlichen  Buhe  sein,  so  muß  der  Gradient  Yon  q) 
im  Unendlichen  gleich  Null,  9  selbst  also  konstant  sein.  Wir 
wollen  annehmen,  daß  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  so 
stark  sei,  daß  das  über  eine  allseitig  ins  Unendliche  hinaus- 
rückende Oberfläche  Sl  genommene  Integral 


(3)  j 


ön 


(4)  Lim  R2  2^  =  0 

^  ^  -  oR 


und  zugleich  jeder  beliebige  Teil  dieses  Integrals  verschwin- 
dend klein  werde,  mit  anderen  Worten,  daß  die  Gesamt- 
menge der  in  der  Zeiteinheit  durch  irgend  ein  im  Unendlichen 
gelegenes  Flächenstück  hindurchtretenden  Flüssigkeit  unendlich 
klein  sei 

Nimmt  man  für  Sl  eine  Kugel  mit  dem  yeränderlichen 
Badius  12,  so  kann  diese  Forderung  auch  durch  die  Formel: 

8y  _ 

ausgedrückt  werden. 

Wegen  der  Differentialgleichung  ^9  =  0  können  wir  q)  als 
Newton sches  Potential  yon  Massen  ansehen,  die  im  Innern  oder 
auf  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  gelagert  sind.  Die 
Bedingung  (4)  besagt  dann,  daß  die  Gesamtheit  der  Massen,  die 
dieses  Potential  erzeugen,  gleich  Null  sein  muß,  und  man  kann 
ihr  also  auch  die  Form  geben: 

(5)  Lim  Bq)  =  0. 

R=co 

Weitere  Bedingungen  sind  dann  nicht  zu  berücksichtigen, 
wenn  wir  keine  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  annehmen. 

Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  für  den  Fall,  daß  mehrere 
starre  oder  in  ihrer  Gestalt  in  gegebener  Weise  veränderliche 
Körper  in  die  Flüssigkeit  eintauchen.  Wir  beschränken  uns  aber 
auf  den  Fall  eines  einzigen  starren  Körpers,  und  drücken  zu- 
nächst die  Bedingungen  (2)  durch  die  gegebene  Bewegung  des 
Körpers  aus. 

Wir  sehen  fürs  erste  von  dem  zeitlichen  Verlaufe  ab,  be- 
trachten also  den  Zustand  in  einem  bestimmten  Augenblick; 
mit  anderen  Worten,  wir  betrachten  die  Zeit  t  als  einen  Para- 
meter, nach  dem  nicht  differentiiert  wird. 
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Wir  Dehmen  ein  Koordinatensystem  x,  y^  z^  dessen  Anfangs- 
punkt in  dem  bewegten  Körper  Uegen  mag  und  nehmen  den 
Bewegungszustand  des  Körpers  dadurch  als  gegeben  an,  daß  die 
Geschwindigkeitskomponenten 

ü,     F,     W 

des  Anfangspunktes  nach  den  Richtungen  der  Achsen  x,  y,  z  und 
die  Komponenten  der  Rotationsgeschwindigkeiten 

P,    Q.   R 

in  bezug  auf  dieselben  Achsen  gegeben  seien. 

Wenn  nun  rr,  ^,  0  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  n 

des   Körpers  bedeuten,    so  können  wir  die  Geschwindigkeits- 
komponenten ii,  v,  U7  dieses  Punktes  nach  Bd.  I,  §  88  bestimmen. 

Es  ist  nämlich  in  den  dortigen  Formeln  (2),  die  sich  aiif  die 

relatiye   Verschiebung    des  Punktes   n   gegen  den  Koordinaten- 
anfangspunkt beziehen, 

x'  —  x  =  {u—  V)dt,      p  =  Pdt 

y  —  y  =  (t;_   V)dt,       q=  Qdt 

z*  —  z  =  {yo—  F)d^      r  =  Udi 
zu  setzen,  und  so  ergibt  sich: 

w  =  C7— i2j/+  Qz, 
(6)  t?  =  F  —  Pj^  +  üx, 

u;=  W^_  qx^  Py. 

Hierin  sind  17,  F,  TF,  P,  ^,  iJ  (für  einen  gegebenen  Augen- 
blick) als  gegebene  Konstanten  zu  betrachten. 

Wenden  wir  die  Formeln  (6)  auf  einen  Punkt  der  Oberfläche 
an,  so  ergibt  sich  für  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit: 

JY  =  M  cos  (war)  -f-  t?  cos  (ny)  -[-  w  cos  (njsr), 
also: 

^  =:  f/ cos  (nie)  -(-  Fcos(ny)  -|-  TF cos  (n^sr) 

/^N  +  P[y  C08(W;8r)  —  Z  cos  (wy)] 

^  +  ^  ['S^  cos  (wir)  —  a;  cos  (n^)] 

'\-  li\x cos (wy)  —  y cos (wa;)]. 

Wir  bemerken  noch  die  Formel: 


(8)  I  l^do  =  0, 


wenn  do  ein  Element  der  Körperoberfläche  bedeutet  und  das 
Integral  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  ausgedehnt  wird. 
Man   kann   diese   Formel  leicht  analytisch  (aus  dem  Satze  von 
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Gauß)  ableiten.  Sie  ergibt  sich  aber  auch  aus  der  Bedeutung  des 
Integrals.  Denn  das  Integral  (8)  gibt,  mit  dem  Zeitelement  dt 
multipliziert,  das  durch  die  Bewegung  des  Körpers  in  der  Zeit  dt 
neu  bedeckte  Volumen,  vermindert  um  das  frei  gewordene  Vo- 
lumen; und  da  das  Gesamtvolumen  des  Körpers  ungeändert 
geblieben  ist,  so  muß  die  Summe  gleich  Null  sein. 

Die  Gleichung  (8)  ist  eine  notwendige  Voraussetzung 
dafür,  daß  die  Gleichung  (1)  unter  den  Bedingungen  (2),  (3) 
eine  Lösung  hat  [Bd.  I,  §  102  (1)]. 

Ändert  der  Körper  bei  seiner  Bewegung  das  Volumen,  so 
ist  die  Bedingung  (8)  nicht  mehr  befriedigt.  Dann  ist  aber  auch 
die  Bedingung  (3)  nicht  mehr  erfüllbar,  weil  dann  durch  jede 
den  Körper  umschließende  Fläche  ein  der  Volumenänderung  des 
Körpers  gleiches  'Flüssigkeitsvolumen  aus  -  oder  eintreten  muß. 

§170. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Um  die  Frage  zu  beantworten,  inwieweit  durch  die  Be- 
dingungen des  vorigen  Paragraphen  das  Geschwindigkeitspotential 
q>  bestimmt  ist,  verfahren  wir  ähnlich  wie  bei  dem  nahe  ver- 
wandten Problem  der  stationären  elektrischen  Ströme  im  §  174 
des  ersten  Bandes.  Wir  bilden  einen  Ausdruck  für  die  kinetische 
Energie  der  Flüssigkeit,  der  uns  auch  später  noch  nützlich  sein 
wird,  und  der  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  die  Flüssigkeit 
überall  in  ßuhe  ist. 

Es  ist  nämlich  identisch: 

m+ m+ im 

=  div(g)  grad^))  —  9>^9) 

und  da  ^9  =  0  ist,  nach  dem  Gauß  sehen  Satze,  wenn  die 
Normale  n  aus  dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  ge- 
rechnet wird: 

«   |{(ll)+(lf)'+ (!?)>' =-M?^- 

und  darin  ist,  wenn  r  das  ganze  unendliche  Feld  außerhalb  des 
Körpers  bedeutet,  wegen  der  Bedingung  §  169  (3)  das  Integral 
in  bezug  auf  do  nur  über  die  Oberfläche  des  Körpers  auszu- 
dehnen. 
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Nehmen    wir    der    Einfachheit   halber    die    Dichtigkeit    der 
Flüssigkeit  gleich  1  an,  so  ist 

die  kinetische  Energie  der  in  dem  Yolumenelemente  är  ent- 
haltenen Masse,  und  wenn  wir  daher  mit  T^  die  lebendige  Kraft 
der  gesamten  Flüssigkeitsmasse  bezeichnen,  so  ist  nach  (1)  und 
nach  §  169  (2): 


(2)  22;  =  ~j<p 


Ndo. 


Hieraus  folgt,  daß,  wenn  JV  =  0  ist,  auch  2\  ^  0,  also 
<jp  =  const  sein  muß  und  daß  folglich  die  6esch¥midigkeit 
überall  gleich  Null  ist.  Es  kann  also  auch  für  ein  und  dasselbe 
N  nicht  zwei  verschiedene  Geschwindigkeitszustände  geben.  Denn 
sind  ip  und  (p'  zwei  zu  demselben  N  gehörige  Funktionen  ^,  so 
gehört  ihre  Differenz  q)  —  q)'  zu  N  =  0  und  diese  Differenz  ist 
also  eine  Konstante. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei  aber,  daß  nicht  nur  die  Geschwindig- 
keit, also  der  Gradient  von  9,  sondern  auch  die  Funktion  9 
selbst  stetig  sei.  Die  Stetigkeit  yon  9  folgt  aber  nur  dann  aus 
der  Stetigkeit  des  Geschwindigkeitsvektors,  wenn  das  Feld  r 
einfach  zusammenhängend  ist,  und  es  gilt  also  der  Satz: 

Daß   in  einem    einfach  zusammenhängenden 

Felde,   dessen   Wände    in  ßuhe    sind,    eine   in- 

J^ompressible  Flüssigkeit,  die  im  Unendlichen 

in  Ruhe  ist,  keine  wirbelfreie  stetige  Bewegung 

haben  kann. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  mehr  für  mehrfach  zusammenhängende 
Felder,  in  denen  mehrwertige  Geschwindigkeitspotentiale  existieren 
können. 

§  171. 
Mehrfach  zusammenhängende  Felder. 

Ist  der  mit  Flüssigkeit  gefüllte  Raum  mehrfach  zusammen- 
hängend, so  können  wir  gewisse  berandete  Flächen  annehmen, 
an  denen  das  Potential  eine  über  die  ganze  Fläche  kon- 
stante sprungweise  Wertänderung  erleidet  (Bd.  I,  §  99).  Die 
Randlinien  dieser  Querschnittsflächen  liegen  auf  den  be- 
grenzenden Wänden.    Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  nur  eine 
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solche  Fläche  6  an,  deren  Randkuire  mit  k  bezeichnet  seL  Man 
denke  etwa  an  einen  in  der  sonst  unbegrenzten  Flüssigkeit  ein- 
getauchten Bing,  und  eine  durch  den  inneren  Äquatorialkreis 
dieses  Ringes  begrenzte  Fläche. 

Wir  haben  in  §  105,  106  des  ersten  Bandes  Potentiale  von 

Doppelschichten  betrachtet,  die  solche  Unstetigkeiten  aufweisen. 

Ist  r  die  Entfernung    eines  veränderlichen  Punktes  q  mit 

den  Koordinaten  x,  y,  z  von  dem  Element  d6  der  Fläche  <5,  also, 

wenn  mit  a,  fr,  c  die  Koordinaten  von  d6  bezeichnet  werden: 


(1)  r  =  i{x-  ay  +  (y  -  ^Y  4-  (^  -  c)\ 

und  wird,  wenn  v  die  Normale  an  c2<5  in  einer  beliebig  ge- 
wählten, aber  dann  festgehaltenen  Richtung  positiv  gerechnet, 
bedeutet : 


(2)  ^  =  r- 


OV 


gesetzt,  so  ist  an  der  Fläche  6 

(3)  0^-  _  0-  ^  1       [Bd.  I,  §  105  (7)]. 

Außerdem  ist  im  ganzen  Räume  ^0  =  0. 

Die  Funktion  <P  hat  eine  einfache  Bedeutung:  Wir  be- 
trachten den  ganzen  unendlichen  Raum,  in  dem  die  Fläche  6 
mit  der  Randlinie  A  als  Schnitt  betrachtet  werden  soll,  über 
den  der  Punkt  q  in  seiner  Bewegung  nicht  hinausgehen  darf. 
Nehmen  wir  die  Richtung  von  r  positiv  von  dem  Element  de 
nach  dem  Punkte  q  hin,  so  ist,  da,  wenn  der  Winkel  (r,  v)  spitz 
ist,  dr  bei  positivem  dv  negativ  ist  (Fig.  55): 

8r  ,      .  Fig.  56. 

_  =  _cos(r,r) 

und  folglich 

gl 

r  ,  cos(r,i/)d<J 

Wir  nennen  den  Kegelraum,  der  durch  die  von  q  aus  nach 
den  Punkten  einer  Fläche  6  gezogenen  Strahlen  erzeugt  wird, 
den  Sehkegel  dieser  Fläche  6  (für  den  Punkt  9),  und  das 
Flächenstück,  das  dieser  Kegel  aus  einer  um  q  beschriebenen 
Kugelfläche  ausschneidet,  gemessen  durch  die  ganze  Kugel- 

Biemann-Weber,  Partielle  Bifferentialgleichnngen.    II.    6.  Anfl.         28 
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fläche   als   Einheit,    die  scheinbare    Größe    der  Fläche  <5, 
von  dem  Punkte  q  aus  gesehen.    Dann  ist 

(4)  ^^^^  =  -f» 

die  scheinbare  Größe  des  Flächenelementes  döy  wenn  der  Punkt 
q  auf  der   Seite    der   positiven  Normale    liegt;    im   entgegen- 
gesetzten Falle  ist  — da  die  scheinbare  Größe. 
Es  ist  daher 


(5)  0=1 


dfxt 


die  scheinbare  Größe  der  Fläche  ö^  wenn  wir  annehmen, 
daß  keine  Tangentialebene  an  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  ö 
durch  den  Punkt  q  gehe,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  sich 
die  positive  Normalenrichtung  v  an  der  ganzen  Fläche  ö  so  fest- 
setzen läßt,  daß  der  Punkt  g  überall  auf  der  Seite  der  positiven 
V  liegt.  Um  der  Funktion  O  auch  in  anderen  Fällen  dieselbe 
Bedeutung  zu  geben,  zerlegen  wir  die  Fläche  ö  in  Teile, 
deren  jeder  für  sich  die  hier  gemachte  Annahme  erfüllt.  (Wenn 
wir  annehmen,  daß  die  Tangentialebene  ihre  Richtung  überall 
stetig  ändert,  werden  diese  Teile  voneinander  geschieden  durch 
solche  Kurven,  längs  deren  die  Tangentialebenen  an  ö  durch  den 
Punkt  q  gehen.)  Wir  nehmen  dann  in  der  ganzen  Fläche  6 
eine  sich  stetig  ändernde  positive  Normalenrichtung  an,  und  setzen 
die  scheinbare  Größe  der  ganzen  Fläche  aus  den  scheinbaren 
Größen  ihrer  Teile  zusammen,  wobei  dann  immer  daran  fest- 
gehalten wird,  daß  ein  solcher  Teil  positiv  oder  negativ  zu 
rechnen  ist,  je  nachdem  q  auf  der  Seite  der  positiven  oder  der 
Seite  der  negativen  v  gelegen  ist  i).  Dann  können  wir  allgemein 
sagen: 

Die  Funktion  <P  ist  die  scheinbare  Größe  der 
Fläche  ö. 

Diese  Bedeutung  der  Funktion  O  veranschaulicht  sehr  deut- 
lich die  Relation  (3).  Denn  ziehen  wir  von  einem  Punkte  der 
Fläche  ö  die  Strahlen  nach  der  Grenze  A,  so  erhalten  wir  auf  der 
Kugelfläche  eine  geschlossene  Linie,  von  der  wir  annehmen  wollen, 
daß    sie    sich    nirgends    selbst    durchschneidet.     Die    scheinbare 


^)  Diese    Bestimmung:   würde    bei    den    sogenannten    Flächen   mit   nur 
einer  Seite  versagen.     Solche  Fälle  schließen  wir  hier  aus. 
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Größe  von  6  ist  der  eine  oder  der  andere  der  beiden  Teile,  in 
die  die  Kugelfläche  von  dieser  Linie  zerlegt  wird,  je  nachdem 
wir  das  Zentrum  auf  der  positiven  oder  der  negativen  Seite 
von  6  nehmen.  Beide  ergänzen  sich  also  zu  1,  und  wir  haben 
also  mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichenbestimmung  die  Relation  (ä). 

Ändert  man  die  Fläche  6^  ohne  ihre  Begrenzung  k  zu 
ändern,  so  bleibt  die  Funktion  O  ungeändert,  solange  die  Ände- 
rung von  6  nicht  so  weit  getrieben  wird,  daß  der  Punkt  q  auf 
ihre  andere  Seite  tritt 

Nehmen  wir  z.  B.  (^  als  die  Fläche  eines  Kreises  und  also  k 
als  Kreisperipherie  an,  so  wird  die  Funktion  0  als  Flächeninhalt 
einer  sphärischen  Ellipse  dargestellt,  und  durch  ein  ellip- 
tisches Integral  ausgedrückt,  dessen  Modul  von  der  Lage  des 
Punktes  q  abhängt.  Die  Äquipotentialflächen  O  =  const.  gehen 
alle  durch  den  Kreis  k.  Die  Kreisfläche  selbst  und  der  Teil  der 
Ebene  außerhalb  A  gehören  selbst  zu  diesen  Flächen,  es  ent- 
sprechen ihnen  aber  zwei  um  V2  verschiedene  Werte  von  O.  Die 
Schar  der  Flächen  O  =  const.  hat  einige  Ähnlichkeit  mit  einem 
Kugelbüschel,  dessen  Schnittlinie  die  Kurve  k  ist. 

Die  orthogonalen  Trajektorien  dieser  Flächenschar  sind  die 
Stromlinien.  Sie  verlaufen  in  den  Meridianlinien  und  liegen  auf 
ringförmigen  Rotationsflächen,  in  deren  Innern  die  Linie  k 
verläuft  Denkt  man  sich  einen  solchen  Ring  als  feste  Wand, 
so  erhält  man  eine  mögliche  wirbelfreie  Bewegung  in  einem 
zweifach  zusammenhängenden  Felde.  Der  Querschnitt  eines  solchen 
Ringes  ist  aber  kein  genauer  Kreis. 

In  der  Linie  k  selbst  werden  die  Ableitungen  von  O,  also 
die  Geschwindigkeiten,  unendlich  groß,  und  darum  ist  eine  solche 
Flüssigkeitsbewegung  ohne  eine  feste  Wand,  die  die  Linie  k 
umschließt,  physisch  nicht  möglich. 

Ist  nun  irgend  ein  ringförmiger  Körper  K  in  die  Flüssigkeit 
eingetaucht,  so  ist  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  in  dem  zweifach 
zusammenhängenden  Felde,  auch  bei  Voraussetzung  wirbelfreier 
Bewegung  nicht  mehr  durch  die  Bewegung  des  Körpers  allein 
bestimmt;  es  kann  für  das  Geschwindigkeitspotential  9  noch  eine 
sprungweise  Änderung  Ä  an  der  Sperrfläche  6  vorgeschrieben  sein : 

(6)  9+  —  9?-  =  A. 
Wenn  dann  außerdem  noch 

(7)  P-^^ 
^  ^  dn 

28* 
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an  der  Oberfläche  von  K  gegeben  ist,  so  ist  dadurch  die  Funktion 
(p  eindeutig  bestimmt,  was  man  wie  in  §  170  beweist 

Um  die  Angabe  auf  eine  einfachere  zurückzuführen,  setzt 
man 

(8)  9  =  il^+l(;, 

und  erhält  für  die  Funktion  ^  die  Differentialgleichung 

(9)  dif  =  0. 

Nach  (6)  und  (8)  muß  aber  t  an  der  Fläche  6  stetig  sein,  und 
aus  (7)  ergibt  sich: 

Die  Aufgabe  ist  also  auf  die  Auffindung 
eines  stetigenPotentials  zurückgeführt,  dessen 
nach  der  Normale  genommene  Ableitung  an 
der  Oberfläche  gegeben  ist. 

§  172. 

Einwertige  Geschwindigkeitspotentiale« 

Wir  berücksichtigen  jetzt  nur  noch  den  Fall  der  einwertigen 
Geschwindigkeitspotentiale,  und  nehmen  einen  in  die  Flüssigkeit 
eingetauchten  starren  Körper  an,  der  in  irgend  einer  Bewegung 
begriffen  ist.  Die  Aufgabe  gestattet  dann  eine  weitere  Verein- 
fachung. Hier  hat  nämlich  nach  §  169  (7)  die  Normalkompo- 
nente N  den  Ausdruck: 

(1)  N=  Ucos(nx)  -\-  Vcos(ny)  -\-  TT  cos  (n^) 

-|-  P\j^cos(nis)  —  £!  cos  (ny)]  -\-  Q[£i  cos  (nx)  —  x cos (nz)] 
-\-  R[x  cos  (ny)  —  t/cos(na;)J, 

und  wir  setzen  demnach 

(2)  q>=U(p,+  rq>,  +  W(p,  -f  P<p,  +  Qip,  +  Rq>, 

und  nehmen  an,  daß  die  Funktionen  (pi,  921  •••)  96  einzeln  der 
Differentialgleichung 

^(pj,  ==0,  fe  =  1,  2,  3,  4,  5,  6 

und   der   Bedingung   im  Unendlichen   [§  169  (5)]   genügen.     Aus 
(1)  ergeben  sich  die  Grenzbedingungen: 
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g^^  =  COS  (nx),  -^  =  y  ^ß  (^^)  —  ^  ^^^  (^y)> 

(3)  -^  -  =  co8(ny),         ^-  =  £rco8(nn;)  — a;  cos  (tuer), 

— 5^  =  cos  (wir),         -^  =  xco8(ny)  —  y  cos  (na:), 

und  wenn  die  Funktionen  (pk  diesen  Bedingungen  gemäß  be- 
stimmt sind,  so  genügt  (p  allen  Forderungen,  die  an  diese  Funk- 
tion gestellt  sind. 

Die  Funktionen  (pjc  sind  spezielle  Fälle  der  allgemeinen 
Funktion  9.  Die  Funktionen  9^  enthalten  aber  nichts  mehr,  was 
von  dem  besonderen  Bewegungszustande  des  Körpers,  d.  L  von 
f/,  F,  TT,  P,  Q,  R  abhängt. 

Sie  sind  durch  die  geometrische  Natur  der 
Begrenzung  des  Körpers  allein  yollständig  be- 
stimmt. 

Es  läßt  sich  auch  leicht  die  Abhängigkeit  dieser  Funktionen 
Yon  der  Lage  des  Koordinatensystems  näher  angeben.  Führen 
wir  nämlich  an  Stelle  des  Koordinatensystems  x,  y,  js  ein  anderes 
gleichfalls  rechtwinkeliges  rr',  y\  gf  ein,  indem  wir 

(4)  xj  =  h  -\'\x  -Y  h^y  4-  63^, 

z'  =  c  -\-  c^x  +  c^y  +  Cjjßf 

setzen,  worin  die  Koeffizienten  o^,  a^,  ...,  c^  den  bekannten  Rela- 
tionen für  die  rechtwinkelige  Koordinatentransformation  genügen, 
und  a,  6,  c  die  Koordinaten  des  alten  Anfangspunktes  im  neuen 
System  bedeuten,  so  ergibt  sich,  wenn  die  auf  das  neue  System 
bezogenen  Funktionen  (p^^  mit  (p't  bezeichnet  werden: 

-^^  =  cos(n,a:')  :=  Ol  cos  (na;)  -{-  a^co^{ny)  -f  (fg  cos  (njsr), 

und  mit  Benutzung  der  bekannten  Formeln  a^  =  b^c^  —  If^c^  usw.: 

-  =  y' cos  (njs')  —  z' cos  (ny') 

=  h  cos  (nz*)  —  ccos(ny')  -(-  ai[y  cos  (n^r)  —  £rcos(ny)] 
+  «2  [z  COS  (nx)  —  X  cos  {nz)]  ~\-  a^[x  cos  (ny)  —  y  cos  (nx)] 

und  entsprechend  die  übrigen  Formeln.  Diesen  Bedingungen 
aber  genügen  folgende  Funktionen: 
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(ö)  yi  =  6i9i  4-  ijgjj  4-  63  9?3, 

98  =    Ci^i    +    C,9a  -}-    ^8^8; 

9i  =  *98   —  Cyi  +   «1^4   +  «29i   +  «8  961 
(6)  9i  =  C9i   —  ayi  +  ftl94   +  ^2  95    +  *8<]P61 

vi  =  a^^i  —  *  9i  +  ^  Vi  +  Ca9ft  +  ^8  Ve- 

Wenn  die  drei  Funktionen  Vi,  9)2)  9^8  bestimmt  sind,  so  ist 
damit  zugleich  noch  ein  anderes  Bewegungsproblem  gelöst  Es 
ist  nämlich,  wenn  wir  x,  y,  n  als  Funktionen  yon  n  betrachten: 

co8(nx)  =  —,    cos(«y)  =  ^,    cos(njer)  =  — , 

und  es  ist  also,  wenn  a,  j3,  y  Konstanten  sind,  und  wenn  wir 

(7)  (p  =  a(x  —  Vi)  +  ß{y  —  92)  +  y{z  —  (p^) 

setzen,  überall  in  der  Flüssigkeit  ^9  =  0,  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  d(p/dn  •=  0,  im  Unendlichen  ist  aber  die  Gre- 
schwindigkeit  nicht  mehr  Null,  sondern  ihre  Komponenten  haben 
die  konstanten  Werte  a^  ß,  y.  Es  ist  also  damit  das  Problem 
gelöst,  die  Bewegung  des  Wassers  zu  bestimmen,  wenn  ein  starrer 
Körper  in  einen  unendlichen  Strom  getaucht  und  festgehalten 
wird.  Dies  Problem  ist  mathematisch  mit  dem  elektrischen 
Problem  identisch,  daß  ein  nichtleitender  Körper  in  einem  kon- 
stanten elektrischen  Stromfelde  liegt  (Bd.  I,  §  194). 

§  173. 
Kugel  in  der  Flüssigkeit 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  fpk  läßt  sich  in  einigen 
Fällen  durchführen.  Wir  nehmen  zunächst  den  festen  Körper 
als  Kugel  an^). 

Bezeichnen  wir  mit  r  den  Abstand  eines  yariablen  Punktes 
g  mit  den  Koordinaten  x^  y,  z  vom  Kugelmittelpunkt,  so  daß 

r2  =  a;«  +  ya  -|-  z^ 


^)  Dies  iit  der  von  Stokes  und  Dirichlet  behandelte  Fall  der  Be- 
wegun;^  eines  starren  Körpers  in  einer  FlÜBsigkeit:  Stokes,  „On  some  cases 
of  Fluid  Motion"  1843,  Mathematioal  and  Physical  Papers,  vol.  I,  p.  17; 
Dirichlet,  „Über  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einem  inkom- 
pressiblen  flüssigen  Medium".  Ber.  d.  Berl.  Akademie  1852.  Diriohlets 
Werke  2,  115. 
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ist,  80  fällt  die  Richtung  von  n  mit  der  Richtung   von  r  zu^ 
sammen,  und  es  ist 

cos  (nx)  =  ^,    cos  {ny)  =  ^ ,    cos  (n^)  =  ^ . 

T  I  7  7 

Es  ist  also 

ycos(ne)  —  z  cos  {ny)  =  0, 

und  daraus  folgt,  nach  §  172  (3),  daß  (p^^  und  ebenso   9)5,  9« 
Konstanten  sind,  die  gleich  Null  gesetzt  werden  können. 

Zur  Bestimmung  von  9,  haben  wir,  wenn  c  den  Kugelradius 
bedeutet,  und  der  Winkel  (rx)  mit  d-  bezeichnet  wird,  die  Be- 
dingungen: 

(1)  ^<Pi  =  0,^ 

(2)  |?i  =  cos^,        fürr  =  c. 

Es  ist  aber  bekanntlich 

z/- =  0, 
r 


also  auch 


8^1 

=    ^ T-    =    0, 


'dx  r» 

und  wenn  wir  daher 

— c^x        — c^cos-^ 


(3)  9,  = 


2  r3  2  ra 


setzen,  so  ist  die  Bedingung  (1)  erfüllt.    Wenn  wir  aber  nach  r 
differentiieren,  indem  wir  ^  konstant  lassen,  so  ergibt  sich: 

und  es  ist  also  auch  die  Bedingung  (2)  für  r  =  c  erfüllt.  Ebenso 
findet  man  die  Funktionen  ip^  (p^. 

Hiemach   läßt   sich    leicht  die  kinetische   Energie  der  be- 
wegten Flüssigkeit  berechnen.    Es  ist  nämlich: 

f      8^1^  1    f   ,^         2äc3 
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und  folglich  ergibt  sich  nach  §  169  für  die  kinetische  Energie 
der  Flüssigkeit,  wenn  V  die  Geschwindigkeit  des  Eugelmittel* 
Punktes  bedeutet: 

Da  wir  die  Dichtigkeit  des  Wassers  gleich  1  genommen 
haben,  so  ist  das  Kugelvolumen  ^xc^/3  zugleich  die  von  der 
Kugel  verdrängte  Wassermasse  und  wir  erhalten,  wenn  wir 
diese  Masse  mit  m  bezeichnen: 

oder,  wenn  u^  v^  w  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  des 
Kugelmittelpunktes  sind: 

(4)  2  Ti  =\  m  (m2  +  i;2  +  w^). 

Um  die  Strömung  der  Flüssigkeit  an  einer  feststehenden 
Kugel  zu  bestimmen,  geben  wir  dem  Strome  die  Geschwindigkeit 
1  in  der  o:- Richtung,  und  setzen  nach  (3)  und  §  172  (7): 

(5)  q>  =  x-q>,=x(l-^£-^=  C08*(r  +  ^J-)- 

Die  Stromlinien  verlaufen  in  den  durch  die  o;- Achse  gelegten 
Meridianebenen,  und  liegen  auf  gewissen  Rotationsflächen.  Sie 
werden  also  durch  eine  Relation  zwischen  r  und  d-  ausgedrückt. 
Es  sind  die  Kurven,  die  auf  den  Flächen  9  =  const  senkrecht 
stehen,  und  man  hat  also,  um  sie  zu  finden,  die  Differential- 
gleichung 

i_£! 
iL-  -^  v^  _  _  o.i„» TL 


rMfr   -<p'(*)~        ''***^*^    ,      ca 


oder 


2ra 
2rs  _j_  c3  dr 


--2cotg&d&  =     , 


zu  integrieren,  deren  Integral  sich  leicht  durch  Ausführung  von 
zwei  einfachen  Quadraturen  bestimmen  läßt.  Man  erhält,  wenn  man 

2  rs  4-  r»  1_  _      3r2       _  2 

?-3  —  C"^    r         r'  —  c^         r 

setzt  und  mit  k  die  Integratiouskonstante  bezeichnet: 
(6)  -'--  =.sin2^. 
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Für  fc  =  0  ist  entweder  sin  -Ö-  =  0  oder  r  =  c,  d.  h.  die 
diesem  Werte  von  k  entsprechende  Stromlinie  setzt  sich  zu- 
sammen aus  dem  Kreise  r  =  c  und  dem  im  Innern  der  Flüssigkeit 
gelegenen  Teile  der  n;-Achse.  Die  Konstante  k  kann  keine  nega- 
tiven Werte  erhalten,  und  je  größer  k  wird,  um  so  mehr  nähern 
sich  die  durch  (6)  dargestellten  Linien  den  zur  2;-Achse  parallelen 
Geraden  r  sin  -Ö-  =  const. 

§174. 
Ellipsoid  in  einer  Flüssigkeit 

In  ähnlich  einfacher  Weise  läßt  sich  die  Bestimmung  der 
Funktionen  q)k  für  ein  Ellipsoid  durchführen  i). 

Wir  können  hierbei  an  die  Resultate  von  Bd.  I,  §  159  über 
magnetische  Induktion  in  einem  Ellipsoid  anknüpfen,  weil  unser 
Problem  mit  dem  dort  behandelten  fast  identisch  ist  Wir  be- 
ziehen die  Gleichung  des  Ellipsoids  auf  seine  Hauptachsen,  und 
nehmen  sie  in  der  Form  an: 

Dann  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 


<*=  V^i  +  fe  +  y« 

setzen,  für  einen  Punkt  der  Oberfläche: 

(2)     cos  {nx)  =  ~ ,     cos  (ny)  =  ^^^ ,     cos  (n^)  =  ^ , 

und  die  Grenzbedingungen  §  172  (3)  lauten  also  hier: 

d(Pi _£_       ^<]P4 yz  (b^  —  c^) 

.  d<p2  _  Ji_       8^  _  zx{c^  —  flg) 

^  ^  dn         Qb^'      dn  qc^a^        ' 

dn        (>ca'      dn  Qa^ö^ 

Es  sind  nun,  wenn  :r,  y,  z  ein  äußerer  Punkt  ist,  X  die  posi- 
tive Wurzel  der  kubischen  Gleichung 

(4^  _-^'      4_  _J^    .    ^ 1^0 


*)  Clebsch,  Grelles  Journal  52. 
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bedeutet,  die  für  die  Punkte  der  Oberfläche  in  Null  übergeht,  und 

gesetzt  ist, 

ds 


X  =  —  2x 


(5)  r  =  -2y 


I 


00 


I 


00 


=  —  2e  f 


(««  +  . 

s)B' 

ds 

(6«  +  < 

5)/>' 

ds 

(c2  -{-  s)D 


die  Komponenten  der  Anziehung  des  mit  homogener  Masse  er- 
füllt gedachten  EUipsoides  und 


00  00 


(6)  X,_2J^^5-p^,     ro_2Jpj-p^, 


0  0 

00 


^  =  4 


ds 


(c2  +  s)D 

0 

sind  Konstanten,  die  nur  von  den  Achsen  a,  6,  o  des  EUipsoides 
abhängen. 

Nun  genügt  die  Funktion  X  als  Ableitung  des  Newton- 
sehen  Potentials  für  einen  äußeren  Punkt  der  Differential- 
gleichung ^X  =  0,  und  an  den  Oberflächen  der  Bedingung 
[Bd.  I,  §  159  (8)]: 

I  und  da  sich  die  Funktion  X  außerdem  im  Unendlichen  verhält 

j  wie  die  —  2te  Potenz  der  Entfernung  von  einem  Punkte  im  End- 

lichen, so  ergibt  sich  nach  (3): 

(8)  X  =  q>i  (4  -  Xo) 

und  ebenso: 

wodurch  die  drei  Funktionen  (p^  9)3,  (p^  bestimmt  sind. 
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Betrachten  wir  femer  die  Funktion 

ye{b'  —  c»)ds 


(10)         S  =  Zy—Ye  =  — 


8  +  s)  (c»  +  s) ' 


so  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

dS  ^     dZ _     dl 

dx        ^dx       ^  dx 

(11)  -^^^  "=  y  ^ ^  -^ — h  z. 

^    ^  dy       ^  dy  dy  ^    ' 

d0        ^  dz       ^  dz  ' 

und  daraus  durch  abermalige  Differentiation  und  Addition: 

^s  =  ,^z-.^r+.(|f-|I), 

und  dies  ist  =  0,  weil  ^F,  ^Z  yerschwinden  und 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

ein  vollständiges  Differential  ist. 
Weiter  folgt  aber  aus  (11): 

^  =  yi^ z-;z h  Z cos (ny)  —  rco8(nA 

dn       ^  dn  dn^  ^  ^^  ^     ^ 

Der  letzte  Ausdruck  ist  für  die  Punkte  der  Oberfläche  zu 
nehmen.    Dort  ist  aber  nach  (5),  (6)  und  (7) 

T  =  —  yYo,  Z=  —  zZo, 

8^  =        Vb^^^-  ^^)'       dii=       ^^  (^  ~  ^^)' 
und  folglich: 


Da  nun,  wie  aus  dem  Ausdrucke  (10)  leicht  einzusehen  ist, 
die  Funktion  3  im  Unendlichen  in  der  Weise  verschwindet,  wie 
es  von  den  Funktionen  tp  verlangt  war,  so  sind  die  Bedingungen 
befriedigt,  wenn  wir  setzen: 

m\  a,  _  {yZ-zY)(b»-<fl) 

i^iA)  9,  _  ^  ^^,  _  c,)  _^  (  r,  _  Z,)  (6»  +  c») ' 

und  daraus  ergeben  sich  <|pg,  ip^  durch  zyklische  Yertauschung. 
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§  175. 
Ring  in  einer  Flüssigkeit 

Wir  betrachten  noch  den  Fall,  daß  der  in  die  Flüssigkeit 
eingetauchte  Körper  die  Form  eines  Ringes  hat,  der  durch  die 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  seine  Peripherie  nicht  schneidende 
in  seiner  Ebene  gelegene  Achse  erzeugt  wird^). 

Wir  führen  die  Koordinaten  p,  co,  '^  ein,  die  wir  in  §  46 
des  ersten  Bandes  betrachtet  haben.  Das  rechtwinkelige  Koordi- 
natensystem x^  Pj  z  habe  die  Rotationsachse  zur  jer-Achse  und  die 
Äquatorebene  zur  a:^-Ebene.  Wir  setzen,  indem  wir  mit  h  eine 
Konstante  bezeichnen  und  %  für  9  schreiben,  das  dort  gebrauchte 
A  =  log  ^  setzen,  nach  Bd.  I,  §  46  (8) : 

(1)  X  ^=  r  cos  -ö",        y  =  T  sin  -9*, 

h{\  -  Q') 


(2)  r  = 

(3)  B  = 


1  -|-  2^coscö  -f-  p2' 
2  6  p  sin  CO 


1  4"  2^008  0}  -|-  pa' 

und  für  das  Quadrat  des  Linienelementes  ds^  erhalten  wir  nach 
Bd.  I,  §  46  (9)  den  Ausdruck: 

(4)  dS^=   (l_p2)2 +  ^'  ^^'• 

Wir  erhalten  jeden  Punkt  des  Raumes,  und,  von  den  Punkten 
der  Achse  abgesehen,  jeden  nur  einmal,  wenn  wir  die  drei  Varia- 
blen ^,  o,  %•  auf  die  Intervalle  beschränken: 

0^9  ^  I1 

—  3r   <  -&■    ^   TT. 

Einem  konstanten  Wert  ^o  ^^^  Q  entspricht  eine  Ringfläche, 
die  durch  einen  Kreis  erzeugt  wird,  dessen  Radius  a  und  Mittel- 
punktabstand c  durch  die  Gleichungen: 


*)  In  seiner  Vorlesung  im  Winter  1860/61  hat  Biemann,  wie  auch 
Hattendorff  angibt  (Vorrede  zur  dritten . Auflage,  S.  VI),  dieses  Problem 
bebandelt  und  den  Weg  der  Lösung  angegeben.  Es  liegt  mir  darüber  ein 
Heft  von  Beye  vor,  der  diese  Vorlesung  gebort  bat.  Es  bezieht  sich  darauf 
auch  eine  aus  Biemanns  Nachlaß  hergestellte  Note:  „Über  das  Potential 
eines  Binges''  (Nr.  XXIV  der  zweiten  Auflage  von  Biemanns  Werken). 
Verwandten  Inhalts  ist  die  Schrift  von  C.  Neumann:  „Theorie  der  Elek- 
trizitäts-  und  Wärme  Verteilung  in  einem  Binge*.     Halle  1864. 
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(ö)  ^=-^  =  -,         IjfPrf^c     [Bd.  I,  §  46  (6)] 

bestimmt  sind.  Den  Punkten  außerhalb  dieser  Bingfläche  ent- 
spricht das  Intenrall 

(6)  Po  <  P  5  1. 

Den  Werten 

p  =r  1,  0  =  0 

bei  beliebigen  d-  entspricht  der  Nullpunkt,  und  den  Werten 

p  =  1,        ö  =  ±  3r 

entsprechen  die  unendlich  fernen  Punkte. 

Durch  die  Umformung  Bd.  I,  §  46  (12)  ist  die  Differential- 
gleichung /J(p  =  0  in  die  Gestalt  gebracht: 

Von  dieser  Differentialgleichung  lassen  sich  partikulare  Inte- 
grale von  der  Form 

(8)  ^rq>  =  Se»(m«  +  n^) 

finden,  in  denen  S  allein  von  q  abhängt,  und  wenn  wir  voraus- 
setzen, daß  (p  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  des  Ortes, 
also  eine  um  2n  periodische  Funktion  von  o  und  d'  sein  soll, 
so  müssen  m  und  n  ganze  Zahlen  sein. 

Für  S  ergibt  sich  dann  aus  (7)  die  Differentialgleichung 

Um  die  allgemeine  Theorie  der  P- Funktion  auf  diese  Glei- 
chung anwenden  zu  können,  wollen  wir  zunächst  m  und  n  als 
unbestimmte  Größen  ansehen.  Betrachtet  man  p>  als  Argument, 
so  sind  0,  1,  ao  die  singulären  Punkte  für  diese  Differential- 
gleichung und  man  findet,  wenn  man  nach  steigenden  und 
fallenden  Potenzen  von  q^  und  nach  steigenden  Potenzen  von 
1  —  Q^  entwickelt,  daß  diese  Entwickelungen  mit  den  Potenzen 


4±n 


anfangen  müssen.     Demnach    wird  die  Differentialgleichung  (9) 
durch  die  P- Funktion 
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(10) 


oder  durch 


S  =  P 


I      m 

m 
\~2' 


m         1     , 

2'       2+** 


m         1 

T'      "2 


n 


1 


+  n, 


(11) 


S=  P 


m 
"2' 


m 
2" 


1  —  p2 


2-^' 


m  m 

""2'     """2 
integriert. 

Wir  haben  aber  hier  den  Fall  des  §  22,  in  dem  zwei  Expo- 
nentenpaare identisch  sind,  und  es  lassen  sich  also  noch  viele 
andere  Formen  der  P- Funktionen  finden,  durch  die  diese  Diffe- 
rentialgleichung integriert  wird.    So  ergibt  sich  die  Formel: 

1  4-  2n  m 

4        '  2    pa  4.  1 


0, 


(12) 


S=  P 


=  P 


1 

1  —  2n             m  Q'  —  1  \ 

^2' 

4       '             2                 / 

0, 

m       1  +  2« 

2 '         4       (9«  +  ly 

1 

m       1        2n         4e* 

2' 

2'           4 

\ 


/ 


und  durch  nochmalige  Anwendung  der  Formel: 

1  4-  2n       1  +  2n 


=  P 


2n       1  —  2n 


—  m 


4        '  4       ' 

und  hieraus  lassen  sich  noch  viele  ähnliche  Formeln  herleiten. 


§176. 

Bestimmung  der  Koeffizienten. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  jetzt  nur  noch  einen  in 
bezug  auf  die  Rotationsachse  symmetrischen  Zustand  betrachten, 
weil  bei  dieser  Annahme  die  Schwierigkeit,  die  das  Problem  noch 
bietet,  bereits  hinlänglich  hervortritt.  Dann  haben  wir  in  den 
Formeln  des  vorigen  Paragraphen  n  =  0  zu  setzen,  und  wir  er- 
halten aus  (11)  [mit  Rücksicht  auf  §  19,  (4)]: 
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S  =  P 


/ 1  mm 

■2'  y  2" 

1  — P« 
1  m      m 

\'2'      "T'      ~"  l 


0,    m  +  1,  0  ^ 

0,  -2.      -«  / 

und  aus  §  175  (8)  ergeben  sich,  wenn  man  für  ^r  den  Wert  aus 
§  175  (2)  einsetzt,  die  Integrale 

(1)  9  = 

0,   w  +  i,  0 

VI  +  2pcoso-|- pSp-'P  I  1  —  p«  I  c"»". 

0,  j,     —tri 

Die  hier  vorkommende  P-Funktion  hat  nur  einen  Zweig,  der 
für  9  =  1  endlich  bleibt  (§  10,  §  20),  nämlich  die  hypergeometrische 
Reihe 

(2)  K^  =  F(m-\-\,    I,     1,     1-p*), 

die  sich  nach  §  13  (3)  auch  durch  das  elliptische  Integral 


(3)  Z«=^j 


1 


1 

0  (cosa-Ö-  -f  ps  sin^a-)"*"*"^ 

darstellen  läßt 

Nehmen  wir  zur  weiteren  Vereinfachung  an,  daß  q>  eine 
ungerade  Funktion  von  o  sei,  wie  es  etwa  eintritt,  wenn  ein 
ruhender  Ring  einer  der  j9- Achse  parallelen  Strömung  ausgesetzt 
wird,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  mit  a^  noch  zu  bestimmende  Kon- 
stanten bezeichnen: 


oc 


(4)  (p  =  yi  -|-  2  (>  cos  ©  -j-  P*  2  ötmP*"-K'«,sinmö. 

m=l 

Die  Konstanten  a^  sind  nun  aus  der  Bedingung  zu  be- 
stimmen, daß  an  der  Oberfläche  des  Ringes,  also  für  p  =  poi 
der  nach  der  Normalen  genommene  Differentialquotient  dq)/dn 
eine  gegebene  Funktion  F{coi)  von  ca  sein  soll,  die  wir  natürlich 
auch  als  ungerade  Funktion  voraussetzen  müssen. 
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Der  Bedingung  §  169  (5),  nach  der  Btp  im  Unendlichen  yer- 
schwinden  muß,  genügt  jedes  einzelne  Glied  dieser  Reihe: 

yi  -{-  2qcos(o  -\-  Q^Q^KnSinnKo  =  9^. 
Es  ist  nämUch  nach  (2)  und  (3),  §  164 


^       yr  -r-^         u       ^  _^  29  cos©  +  Q^ 

,  lyl  —  2q  coscd  -|-  Q^ 

f  1  -f-  29  COSO)  4"  4*^ 
und  folglich 

jK^^   =feyi  29  cos  C3  -\-  Q^Q"*  Km  siu  Wo. 

Es  ist  aber  im  Unendlichen  q  =  l^  w  =  n  und  da 

Q'^Km  =1     für    p  =  1, 
so  ist  R(pm  ira  Unendlichen  =  0. 

Nach   §  175   (4)    ist    aber,    wenn    dco  =  0,    d^  =  0    und 
ds  =  dn  gesetzt  werden: 

,  2rdQ 

'^"  =  1^17.' 

und  nach  §  175  (2): 


dn  = 


2bdQ 


l  -\-  2q  cos  CO  -|-  Q^ 
Folglich  ist 

dg) l  -\-  2 Q  cos  cj  -^  Q^  d(p 

dn  ~  2b  'öq' 

und  für  q  =z  g^i 

(5)  ^  =  2bF(a^) 

^  ^  8p         l  -^  2qcos(ü  -\-  Q^ 

Andererseits  ergibt  sich  aus  (4)  durch  Differentiation: 

d(p 


Vi  +  2  p  cos  0}  -I-  p2  -^  = 

a^sin  mo  f  (p  _(- cosa})p«Z^  +  (l +  p2-|-2  pcoso)  -~ \ 

oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 


einführen : 


r^m  +  2/^^  =  2(? 
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CO 

(6)       yi  +2pC08CJ  +  98  -^  =    2  ^-  (^«+  ^  Öm  COS  ©)  slll  WIO. 

^9  m  =  l 

Setzen  wii-  also  für  q  =  Qq 

Vi +  290080  +  92     '^  -^ 

80  ist  f(&)  gleichfalls  eine  gegebene  ungerade  Funktion  von  0, 
die  wir  in  eine  Sinus-Reihe  entwickelt  annehmen  können,  also: 


00 


/"(fij)  =  ^^  Am  sin  m  o, 


m  =  l 


worin  dann  die  Ä^  gegebene  Konstanten  sind.     Aus  (5)  und 
(6)  ergibt  sich  hiemach: 


00  00 


(8)        ^AnSinmcD  =  ^am(Pm  +  2  y^  cos  o)  sin  m  0, 

m=l  m=l 

wenn  F^  und  Qm  für  q  r=  Qq  genommen  sind. 
Es  ist  aber 

2co8C9sinmG7  =  sin(m  -|-  1)®  +  8in(m  —  1)0, 

und  demnach  wird  die  rechte  Seite  von  (8): 

00  00 

2  a«Pm  sin  wo  +  ^a«y^sin(w  —  I)o> 

m  =  i  m  =  l 

00 


+  ^  a^  öm  sin  (m  +  1)  o, 
oder 

worin ,  wenn  die  Summe  von  w  =  1  bis  w  =  00  genommen 
werden  soll,  Uq  -=  0  zu  setzen  ist.  Es  folgt  also  aus  (8)  das 
folgende  System  von  Gleichungen: 

^2  =  «3  Ö3  +  «a^a  +  ^h  Ö11 
(ö)  ^  =  a,(2, +  «3^3  +  ^2  öa, 

^4   =   «5   Ö3    +   Ö4  ^4    +   «3  ^81 


und  allgemein: 

(10)  ^m  =  öm+l  ^m  +  l  +  ««P«  -f  «m-l  ^m-l. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  etwa  a^ ,  a^,  a^^  ... 
sukzessive  berechnen,  wenn  Oj  bekannt  ist  Zur  vollständigen 
Bestimmung  der  Koeffizienten   a^,   aj,  ag  .  .  .   reichen   aber   die 

Biemann-Weber,  Partielle  DifferentialgleichaDgen.    IL    5.  Aufl.         29 


450  Zwanzigster  Abschiiitt.  §176. 

Gleichungen  (9)  nicht  aus.  Es  fehlt  dazu  noch  eine  Bedingung 
und  diese  kann  in  nichts  anderem  bestehen,  als  in  der  Forderung 
der  Konvergenz  der  Reihe  (4).  Da  nämlich  die  9"*£«»  mit  un- 
endlich wachsendem  m  unendlich  werden,  so  müssen  die  Om  in 
einer  gewissen  Weise  gegen  Null  konvergieren,  und  da  unsere 
Bedingungen  zur  Bestimmung  der  Funktion  (p  ausreichend  sind, 
so  kann  diese  Forderung  nur  auf  eine  Weise  mit  den  Gleichungen 
(9)  vereinbar  sein. 

Wenn  wir  die  Größen  Xn  und  yn  als  spezielle  Fälle  der  a« 
in  der  Weise  bestimmen,  daß  wir,  um  Xn  zu  erhalten,  in  (9) 
Ol  =  0  setzen,  also: 

A^  ^  ^4  1:4    I    '^3  *  8    !    ''^a  Ta»  •  •  «9 
und  um  «/„  zu  erhalten,  ^^  =  0,  ^2  =  0,  ...,  «1=1  setzen,  also: 

o  =  y,Q2  +  Pi. 

(12)  0  =  y,Q,  +  y,F,+  Q,, 


so  wird  der  allgemeine  Ausdruck  von  a^ 

Cln  =  Xn  +  tti  yn, 

die  Xny  yn  sind  aus  (11)  und  (12)  vollständig  bestimmt,  und  es 
ergibt  sich,  da  Lim  Un  =  0  sein  muß: 

(13)  a,  =_Lim^'^. 

11  =  00  2/n 


^)  Die  Bestimmung  der  Koeffizienten  c(,|  ist  zuerst  klargestellt  von 
Hicks  „On  Toroidal  Functions"  Philosophical  Transactlons  1881,  p.  644.  In 
der  Theorie  der  Bewegung  zweier  Kugeln  in  einer  Flüssigkeit  tritt  die- 
selbe Schwierigkeit  auf.  Dieses  Problem  ist  eingehend  behandelt  von  0.  Neu* 
mann  (Hydrodynamische  Untersuchungen,  Leipzig  1883). 


Einundzwanzigfiter  Abschnitt. 

Be^w^egrungr  eines  festen  Körpers 
In  einer  Flttsslgrkelt«    Mechanischer  Teil. 


§177. 
Kinetische  Energie. 

Im  Yorhergehenden  Abschnitt  haben  wir  uns  mit  der  Be- 
stimmung des  Geschwindigkeitspotentials,  also  der  Ermittelung 
der  Bewegung  der  Flüssigkeit,  unter  der  Voraussetzung  be- 
schäftigt, daß  ein  starrer  Körper  Yon  gegebener  Form  in  die 
Flüssigkeit  eingetaucht  und  darin  in  einer  gegebenen  Bewegung 
begriffen  ist. 

Die  Zerlegung  des  Geschwindigkeitspotentials,  die  wir  im 
§  172  kennen  gelernt  haben,  ermöglicht  es  aber,  die  andere 
Aufgabe,  nämlich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  Körpers  in 
der  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte,  unab- 
hängig Yon  der  ersten,  in  Angriff  zu  nehmen.  Das  Mittel 
hierzu  bietet  uns  das  Hamiltonsche  Prinzip,  das  die  Bewegungs- 
gleichungen für  irgend  ein  System  aufzustellen  gestattet,  wenn 
die  Ausdrücke  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie  durch 
die  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Variablen  (die  Koor- 
dinaten des  Systems)  bekannt  sind. 

Ehe  wir  aber  zur  Formulierung  des  Hamilton  sehen  Prin- 
zips für  diesen  Fall  übergehen,  wollen  wir  den  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft  des  Systems  einer  eingehenden  Diskussion  unter- 
werfen. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  daß  ein  starrer  Körper 
in  eine  unendlich  ausgedehnte  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  und 
betrachten  in  der  Flüssigkeit  nur  wirbelfreie  Bewegung  und  ein- 
deutige Geschwindigkeitspotentiale. 

29* 
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Wir  wählen  ein  Koordinatensystem  x^  y,  0^  das  wir  uns  in 
fester  Verbindung  mit  dem  Körper  denken,  und  das  durch  die 
geometrische  und  mechanische  Beschaffenheit  des  Körpers  defi- 
niert ist,  z.  B.  nehmen  wir,  wenn  die  Körperoberfiäche  die  Sym- 
metrieyerhältnisse  eines  Ellipsoids  hat,  den  Mittelpunkt  zum 
Koordinatenanfangspunkt,  die  Hauptachsen  zu  Koordinatenachsen. 
In  anderen  Fällen  können  wir  etwa  den  Schwerpunkt  zum 
Anfangspunkt  und  die  Hauptträgheitsachsen  zu  Koordinatenachsen 
wählen. 

Es  mögen  u,  t;,  w  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  des 
Allfangspunktes,  p,  g,  r  die  Komponenten  der  Rotationsgeschwindig- 
keit des  Körpers  für  die  Achsen  a:,  t/,  0  bedeuten. 

Sind  x^  yj  0  die  Koordinaten  eines  Massenelements  dm  des 
Körpers,  so  sind  nach  Bd.  I,  §  88  (2) 

(— ^y  +  q^)dt,      {—pz  4-  rx)dt,      {—qx  -f  py)dt 

die  Komponenten  der  relativen  Verschiebung  von  dm  im  Zeit- 
element dt  in  bezug  auf  den  Koordinatenanfangspunkt  in  seiner 
augenblicklichen  Lage  (zur  Zeit  ^),  und  folglich  sind 

(1)  u  —  ry  -\-  qz^        v  —  pz  -\-  rx,        w  —  q^  -{-  py 

die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  von  dm.  Danach  erhalten 
wir  für  die  kinetische  Energie  des  Körpers  den  Ausdruck 

(2)  -2  \[('f^  —  ry'j-qjsy-j-{v  —  pz-{-rxy-^(w  —  qx-\-pyy]dm. 

1.  Die  kinetische  Energie  des  Körpers  ist  also 
eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von 
den  sechs  Größen 

w,  V,  iv,  p,  g,  r, 

deren    Koeffizienten    durch    die    Gestalt    und 
■  Massenverteilung  des  Körpers  bestimmt  sind. 

Es  ist  aus  der  Mechanik  bekannt,  daß  man  diesen  Ausdruck 
durch  passende  Wahl  des  Anfangspunktes  und  der  Achsenrichtungen 
sehr  vereinfachen  kann.  Er  läßt  sich  nämlich,  wenn  man  den 
Schwerpunkt  zum  Anfangspunkt  und  die  Hauptträgheitsachsen  zu 
Koordinatenachsen  macht,  auf  die  Form 

bringen,  wenn  M  die  Gesamtmasse  des  Körpers  und  A,  B^  C 
seine  Hauptträgheitsmomente  sind.  Wir  machen  aber  hier  von 
dieser  Vereinfachung  keinen  Gebrauch. 
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Nach  §  172  hat  das  Geschwindigkeitspotential  <p  in  einem 
beliebigen  Punkt  ^,  y,  z  der  Flüssigkeit  den  Ausdruck 

worin  die  Funktionen  ^i,  y,,  ...  nur  von  der  Gestalt  der  Ober- 
fläche des  Körpers  abhängen,  aber  freilich  erst  durch  Integration 
Yon  partiellen  Differentialgleichungen  gefunden  werden. 

2.   Die  kinetische  Energie  der  gesamten  Flüssig- 
keitsmasse ist  nach  §  170  (1) 

und  ist  also  ebenfalls  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  von 

Hierin  ist  q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  do  ein  Ober- 
flächenelement des  Körpers  und  n  die  in  das  Innere  der  Flüssig- 
keit positiv  gerechnete  Normale. 

Hieraus    ergibt    sich,    daß    die    kinetische    Energie    T  des 

ganzen,  aus  Körper  und  Flüssigkeit  zusammengesetzten  Systems 

ebenfalls    eine    homogene    Funktion    zweiten    Grades    der   sechs 

Variablen  in   1.  ist.     Wir  setzen,  indem  wir  zur  Vereinfachung 

der  Schreibweise 

M,  v,  w,       Py  q,  r 
durch 

bezeichnen : 

(4)  2  T  =  ^  Cij^XiXk. 

1,6 

Ihrer  Bedeutung  nach  ist  diese  quadratische  Funktion  positiv 
und  sie  kann  nur  verschwinden,  wenn  die  Variablen  Xi  alle  zu- 
gleich verschwinden. 

Die  Koeffizienten  c^k  ==  Ck^  sind  Konstanten,  die  nur  von 
der  Beschaffenheit  des  Körpers  und  außerdem  von  der  Dichtig- 
keit Q  der  Flüssigkeit  abhängen.  Ihre  theoretische  Berechnung 
würde  die  Kenntnis  der  Funktionen  9^,  also  die  Integration 
gewisser  partieller  Differentialgleichungen  erfordern.  Man  kann 
sich  diese  Konstanten  aber  auch  experimentell  bestimmt 
denken,  etwa  wie  die  Masse  und  die  Trägheitsmomente  des 
Körpers. 


^H    *^2?    ^81  *^4»    '^b^    *^6 
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§178. 

Vereinfachung  des  Ausdrucks  für  die  kinetische  Energie 

bei  Symmetrie. 

Die  Koeffizienten  Ca  in  dem  Ausdruck  für  2  T  haben  eine 
einfache  mechanische  Bedeutung,  durch  die  sie  sehr  anschaulich 
werden.  Es  ist  nämlich  \Ciia^  die  kinetische  Energie  des  Systems, 
die  einer  Bewegung  entspricht,  bei  der  alle  Variablen  x^^  x^,  . . .,  a^i; 
mit  Ausnahme  von  Xi  yerschwinden«  Demnach  können  wir  z.  B. 
Cii  als  die  gesamte  Masse  betrachten,  die  bei  einer  Parallel- 
Verschiebung  in  der  Richtung  der  o;- Achse  in  Bewegung  gesetzt 
wird.  Ebenso  ist  c^^  das  Gesamtträgheitsmoment,  das  einer 
Drehung  um  die  o;- Achse  entspricht  mit  Berücksichtigung  der 
bei  der  Drehung  mitgerissenen  Flüssigkeitsmasse. 

Setzen  wir  alle  n;,  mit  Ausnahme  von  zweien,  rc^,  a;^,  gleich 
Null,  so  erhält  T  den  Ausdruck 

(1)  Tii,  =  l  CiiX?  -}-  Ca  XiXi  +  I  CjcTc  x\, 
und  es  ist  also 

2  Cik  =  Tijc  —  lik 

der  Unterschied  zwischen  den  Werten  der  kinetischen  Energie, 
wie  er  den  beiden  Annahmen 

a;,-  ==  +  1,         iTk  =  -f  1 

Xi  =  -{-  l,  Xic  =  —  l 

entspricht.  Ist  z.  B.  a:,-  =  m,  x^  =  p^  so  ist  die  erste  dieser 
Bewegungen  eine  Rechtsschraubung,  die  zweite  eine  Links- 
schraubung. 

Man  kann  allgemein  den  Ausdruck  für  2  T  durch  passende 
Wahl  des  Koordinatensystems  auf  eine  einfachere  Form  bringen, 
und  zwar  kann  man,  da  in  dem  rechtwinkligen  Koordinaten- 
system der  Anfangspunkt  und  drei  Winkel  yerfügbai*  sind,  die 
21  Konstanten  Cnc  auf  15  reduzieren. 

Wenn  man  zunächst  bloß  die  Achsenrichtung  ändert,  so 
transformieren  sich  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w  durch  dieselben 
Formeln,  wie  die  Koordinaten  selbst.  Wählt  man  daher  zu 
Koordinatenachsen  die  Hauptachsen  des  Ellipsoids 

(2)  c^^x^  +  Caaya  _(-  ejgj^a  j^  2c^yz  +  2c^^zx  +  2c^^xy  =  1, 

so  yerschwinden  in  dem  auf  diese  Achsen  bezogenen  Ausdruck 
für  2  T  die  Koeffizienten  Caj,  Cji,  c^^. 
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Hält  man  diese  Achsenrichtungen  fest,  wählt  aber  einen 
Punkt,  dessen  Koordinaten  a,  b,  c  sind,  zum  neuen  Anfangspunkt, 
so  erhält  man  nach  §  177  (1),  wenn  die  Geschwindigkeits- 
komponenten dieses  neuen  Anfangspunktes  mit  u',  v\  w'  be- 
zeichnet werden: 

u  =  W  -^  rb  —  gc, 

(3)  V  =  v'  -\-  pc  —  ra, 

m;  =«;'-[-  ga  —  pb. 

In  dem  umgeformten  Ausdruck  für  2T  kommen  also  die 
Glieder  mit  i/w\  w*u\  u*v*  nicht  vor,«  und  man  erhält  die 
Glieder 

2t«'g(c,5  —  c„c)  +  2M'r(ci6  4-  <hi^) 

+  2t;'r(cje  —  <^m«)+  ^"^ViPu  +  ^aa^) 
4-  2m;'|)(c34  —  C3s6)  -f-  2i(;'3(c85  +  Cgga). 

Man  kann  nun  die  a,  &,  c  so  bestimmen,  daß 

^aa         ^23  0  =  C35  -|—  ^33(1, 
C34  —  ^88''  =  Cje  -f-  Cii  0, 

Cl5  ^11^    =^    ^84   "T"   ^22^ 

wird,  und  zwar  ist  diese  Bestimmung,  weil  c^,  c^^  c^z  wesentlich 
positiv  sind,  unter  allen  Umständen  eindeutig. 

Man  kann  also  den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems 
so  bestimmen,  daß 

C20   =  ^85,       ^84  =   Ci(j,       Cjß  =   C24 

wird. 

Wenn  wir  daher  der  besseren  Übersicht  wegen  die  Bezeich- 
nung der  Koeffizienten  ca  ändern,  so  können  wir  die  lebendige 
Kraft  des  Systems  durch  den  Ausdruck  darstellen: 

2T=au^  4-  bv^  4-  cw^  +  2a'pw  4-  2Vqv  +  2c' rw 

(4)  4-  2a(gu;  4"  ^v)  4"  2^(rw  4"  P^^)  4"  2y(pi;  4"  2^) 
4-  Ap^  4-  JBq^  4-  Cr«  4-  2^1' (/r  +  2^Vi?  4-  2  Cp?. 

Der  Koordinatenanfangspunkt  ist  hierbei  unter  allen  Um- 
ständen ein  in  bezug  auf  die  Gestalt  des  Körpers  eindeutig 
bestimmter  Punkt,  den  wir  das  Bewegungszentrum  nennen 
wollen.  Die  Achsenrichtungen,  die  die  Hauptachsen  der  Be- 
wegung heißen  mögen,  sind  im  allgemeinen  ebenfalls  vollständig 
bestimmt;  wenn  aber  die  Fläche  (2)  eine  Rotationsfläche  ist,  so 
ist  nur  eine  der  Achsen  bestimmt,  und  wenn  diese  Fläche  eine 
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Kugel  ist,  so  können  irgend  drei  aufeinander  rechtwinklige  Achsen 
als  Hauptachsen  bezeichnet  werden^). 

Wenn  eine  Symmetrieebene  Yorhanden  ist,  d.  h.  eine  Ebene, 
für  die  nicht  nur  die  Figur,  sondern  auch  die  Massenverteilung 
des  Körpers  symmetrisch  ist,  so  muß  das  Zentrum  jedenfalls  auf 
dieser  Ebene  liegen,  weil  sonst  der  Spiegelpunkt  des  Zentrums 
ebenfalls  Zentrum  sein  müßte,  während  doch  nur  ein  Zentrum 
Yorhanden  sein  kann.  Aus  dem  gleichen  Grunde  muß  eine 
der  Hauptachsen  der  Bewegung  auf  der  Symmetrieebene  senk- 
recht stehen. 

Für  diesen  Fall  treten  noch  weitere  Vereinfachungen  in  dem 
Ausdruck  für  2  T  ein.  Nehmen  wir  die  Symmetrieebene  zur 
a;y- Ebene,  so  wird,  wenn  wir  w^  g,  v,  r  gleich  Null  setzen  und 
nur  u  und  p  Yon  Null  Yerschieden  annehmen,  die  Vorzeichen- 
änderung  you  p  nichts  ändern  können,  weil  dadurch  nur  die 
ganze  Bewegung  in  eine  spiegelbildlich  gleiche  umgewandelt  wird, 
und  folglich  muß  der  Koeffizient  Yon  up  Yerschwinden.  Aus  dem- 
selben Grunde  Yerschwinden  die  Koeffizienten  Yon 

üj>,  vp,  UQy  vq,  pr,  qr,  wu,  wv,  wr^ 

und  es  bleibt  für  2  T  der  Ausdruck: 

(5)  2T=  au^  +  bv^  +  cto^  +  2a(qw  +  rv)  -f  2ß(rU'\-pw) 

+  Ap^  -j-  Bq^  -f-  Cr^-j-2  C'pq. 

Ist  eine  zweite  Symmetrieebene  Yorhanden,  die  auf  der  ersten 
senkrecht  steht,  so  nehmen  wir  die  Schnittlinie,  auf  der  das 
Zentrum  liegen  muß,  und  in  die  eine  der  Hauptachsen  fällt,  zur 
xr-Achse.  Es  muß  dann  die  Form  (5)  erhalten  bleiben,  wenn  wir 
X  oder  y  mit  z  Yertauschen,  und  folglich  wird 

(6)  2  T  =  a«2  J^  bv^  +  ctt'2  4-  2y{pv  +  qu) 

+  Ap^  4-  Bry2  4-  Cra, 

und   wenn   drei  aufeinander  rechtwinklige  Symmetrieebenen  Yor- 
handen sind,  wie  etwa  bei  einem  Ellipsoid,  so  erhalten  wir: 

(7)  2  T=  au^  +  bv^  -f-  cw^  +  Ap^  +  Bq^  +  CV». 

Kehren  wir  zu  dem  Falle  (6)  zurück  und  nehmen  an,  daß 
die  beiden  Symmetrieebenen  gleichartig  sind,  so  daß  der  Körper 
durch  eine  Drehung  um  die  jer- Achse  um  90°  mit  sich  selbst  zur 


*)  Eine  andere  Normalform  des  Aasdrucks  für  die  lebendige  Kraft, 
die  für  die  Bildung  der  allfcemeinen  Integralgleichungen  geeignet  ist,  hat 
Minkowski  gegeben  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1888). 
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Deckung  kommt,  wie  etwa  bei  einem  Rotationskörper  oder  bei 
einer  quadratischen  Pyramide,  so  muß  der  Ausdruck  (6)  dasselbe 
ergeben  für  die  beiden  Annahmen 

u;  =  0,     r  =  0,     M  =  0,     g  =  0,    j?  =        1,    v  =  1, 
w  =  0^    r  =  0,     V  =  0,    p  =  0,    q  =  —  1,    t*  =  1, 

und  daraus  folgt 

a  =^  b^    Ä  =  B,    yn=  —  y  =  0, 
also 

(8)  2  T  =  a(M2  +  t;2)  +  cw^  4.  ^(^a  4.  ^a)  -|-  Cr«, 

und  diese  Form  bleibt  auch  bestehen,  wenn  die  Symmetrie  so 
beschaffen  ist,  wie  etwa  bei  einer  regulär  sechsseitigen  Pyramide. 
Hat  der  Körper  die  Gestalt  einer  Kugel,  so  ist  nach  §  173  (4) 
die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Flüssigkeit  für  sich 

wenn  rn  die  von  der  Kugel  yerdrängte  Wassermasse  bedeutet. 
Es  ist  also  in  diesem  Falle 

(9)  2  T  =  ^m  (m«  4-  t;2  4-  w^)  +  2  T', 

wenn  T*  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Kugel  ist.  Dieser  Aus- 
druck bleibt  auch  dann  gültig,  wenn  die  Massenyerteilung  im 
Innern  der  Kugel  nicht  homogen  ist  D6r  Ausdruck  T'  ist 
dann  nach  den  Regeln  der  Mechanik  starrer  Massen  zu  be- 
rechnen. Wenn  die  Kugel  homogen  ist,  die  Masse  M  und  den 
Radius  c  hat,  so  hat  2T'  den  Ausdruck 

(10)  2T  =  M{u^  4-  t;a  +  M72)  4-  ^ (p«  +  2^  +  r^)^ 

wenn 

23f  , 

■  0 

das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  bezug  auf  eine  durch  ihren 
Mittelpunkt  gehende  Achse  ist 

Die  kinetische  Energie  wird  also  durch  den 
Einfluß  des  Wassers  so  modifiziert,  als  ob  die 
Hälfte  der  verdrängten  Wassermasse  ohne  Rota- 
tion mit  der  Geschwindigkeit  des  Kugelmittel- 
punktes fortgeführt  würde. 

§179. 
Verallgemeinerung. 

■ 

Wir  betrachten  jetzt  noch  einen  etwas  allgemeineren  Fall: 
Wir  wollen  annehmen,  es  seien  in  die  Flüssigkeit  eine  beliebige 
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Zahl  starrer  Körper  eingetaucht,  die  auch  noch  in  ihrer  Beweg- 
lichkeit durch  irgend  welche  Bedingungen  beschränkt  sein 
können.  Die  Lage  dieses  Körpersystems  denken  wir  uns  be- 
stimmt durch  eine  endliche  Anzahl  Yoneinander  unabhängiger 
Variablen 

(1)  «17  «ai  «81  ••• 

Wenn  die  Körper  in  Bewegung  sind,  so  sind  die  Variablen 
qi  Funktionen  der  Zeit  t^  deren  Differentialquotienten  dqi/dt 
wir  mit 

(2)  q{,  qi,  qi,^^. 

bezeichnen. 

Um  eine  solche  Bewegung  analytisch  darzustellen,  nehmen 
wir  ein  im  Baume  festes  Koordinatensystem  x^  y,  z^  das  wir  mit 
S  bezeichnen  wollen,  und  außerdem  in  jedem  einzelnen  der 
Körper  Äi,  Äj,  ...  ein  mit  diesem  fest  verbundenes  und  also 
mit  ihm-  bewegliches  Koordinatensystem  <5j,  6^^  . . .  Ist  p  ein 
Punkt  des  ersten  Körpers  £^,  dessen  Koordinaten  in  bezug  auf 
(Jj  mit  I,  ly,  g  bezeichnet  werden,  so  sind  die  Koordinaten  von  p 
im  System  S  ausgedrückt  durch  Gleichungen  von  folgender 
Form: 

^  =  a  +  «1 S  +  «a^  -f-  «sS 

(3)  !/  =  6  +  6,S  +*a'?  +bii 

Darin  sind  die  Koeffizienten  a,  a^,  ...,  die  den  Bedingungen 
für  die  rechtwinklige  Koordinatentransformation  genügen,  Funk- 
tionen der  ^«,  und  die  |,  17,  i  sind  von  der  Zeit  unabhängig;  sie 
dienen  nur  dazu,  die  einzelnen  Punkte  des  ersten  Körpers  von- 
einander zu  unterscheiden.  Die  Geschwindigkeitskomponenten 
des  Punktes  p  erhalten  wir  aus  (3)  durch  Differentiation  nach 
der  Zeit,  z.  B. 

dx        dx    ,    .    dx 

und  diese  sind  also  lineare  Funktionen  der  gi,  ^2»  «3  •••  Folg- 
lich ist  auch  die  Normalkomponente  1^  der  Geschwindigkeit  an 
irgend  einem  Oberflächenpuokt  eine  lineare  Funktion  der  ^J. 
Wir  setzen 

(4)  N=N,q{  +  N,qi  +  N,qi  +  ..., 
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worin  die  Funktionen  Ni^  N^^  ^,,  ...  Funktionen  der  $,•  sind, 
und  außerdem  noch  von  den  £,  ij,  g  abhängen,  durch  die  die  ein- 
zelnen Oberflächenpunkte  voneinander  unterschieden  werden. 

Wenn  wir  nun  das  Geschwindigkeitspotential  <p  der  Flüssig- 
keit bestimmen  wollen,  so  können  wir  setzen 

(5)  9  =  äi  9i  +  ?a9a  +  9^8  98  H 

und  haben  die  Funktionen  (pi  den  Bedingungen  zu  unterwerfen 


wodurch,  wenn  noch  die  allgemeine  Bedingung  für  das  Unend- 
liche   hinzugenommen  wird,    die  Funktionen    (pi  eindeutig,  und 
zwar  unabhängig  Yon  den  qi^  bestimmt  sind. 
Hieraus  ergibt  sich: 

Die  kinetische  Energie  des  Systems  ist  eine 
homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  Varia- 
blen qi: 

2T=F(qi,  qi,  qi,  . . .), 

deren  Koeffizienten  Funktionen  der  Variablen 

3n  ^21  931  •••  sind. 

§  180. 

Das  Archimedische  Prinzip. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  in  jedem  Punkte  des  Raumes 
auf  ein  Massenelement  eine  der  Masse  proportionale  Kraft  wirke, 
deren  Komponenten,  bezogen  auf  die  Masseneinheit  X,  T,  Z, 
stetige  Funktionen  des  Ortes  seien.  Diese  Kraft  soll  ein  stetiges 
Potential  P  haben,  d.  h.  es  soll 

/1\  -y  dP  ^r  dP  ry  dP 

^^^  ^  =  87'         ^^8y'        "^=87 

sein.  Der  Baum  ist  nun  von  einer  Flüssigkeit  mit  der  kon- 
stanten Dichte  Po  erfüllt,  in  die  beliebige  starre  Körper  ein- 
getaucht sind,  in  denen  die  Dichtigkeit  q  nicht  konstant  zu  sein 
braucht  Jedem  Massenelement  dm  des  so  definierten  Feldes  er- 
teilen wir  eine  unendlich  kleine  virtuelle  Verrückung  mit 
den  Komponenten  8x^  8y^  8z,  Die  Bedingungen  des  Systems 
bestehen  aber  für  einen  Punkt  der  Flüssigkeit  nur  in  der  In- 
kompressibilität,  d.  h.  in  der  Gleichung 
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und  für  die  Punkte  der  Körper  in  der  Starrheit,  rerbunden  mit 
den  sonstigen  Bedingungsgleichungen,  denen  die  Körper  noch 
unterworfen  sein  mögen. 

Außerdem  sollen  die  Wasserteilchen,  die  einer  Körperober- 
fiäche  anliegen,  nicht  von  ihr  getrennt  werden.  Bezeichnen  wir 
also  mit  dn^  und  dn^  die  Normalkomponenten  der  Verschiebung 
eines  Körperpunktes  und  des  anliegenden  Wasserteilchens,  so  ist 

(3)  dni  =  dnj. 

Endlich  sollen  die  Verschiebungen  8x^  8y^  dz  in  unend- 
licher Entfernung  iZ,  wo  wir  die  Kraftkomponenten  X,  Y,  Z 
endlich  annehmen,  stärker  als  l/R^  yersch winden.  Die  bei 
diesem  Verschiebungssystem  von  den  wirkenden  Kräften  geleistete 
Arbeit  ist 

(4)  dU={{Xdx-^  Ydy  +  Zdz) dm, 

worin  die  Integration  über  den  ganzen  unendlichen  Raum,  Flüssig- 
keit und  feste  Körper  auszudehnen  ist. 
Die  Summe  d  U  zerfällt  in  zwei  Teile, 

(5)  ö  t/  =  «  C/i  +  d  C/ai 

von  denen  sich  der  erste  auf  die  starren  Körper  bezieht,  und 
wenn  dmi  ein  Massenelement  dieser  Körper  bedeutet,  den  Aus- 
druck hat: 

(6)  SU,  =  j(^dx-^^8y  +  ^^S,'jdm,=J8PdnH. 
Wenn  wir  also  eine  Funktion 

(7)  U,  =  [  Fdm, 

einführen,  worin  die  Integrs^tion  nach  dwj  über  die  sämtlichen 
Massenelemente  der  starren  Körper  erstreckt  ist,  so  können  wir 
d  üi  als  die  Variation  der  Funktion  üi  betrachten,  die  durch 
die  Verschiebung  der  Körper  hervorgebracht  wird. 

Der  zweite  Teil  d  U^  von  8  U  bezieht  sich  auf  die  Flüssig- 
keitselemente dm^  und  hat  den  Ausdruck 
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oder  wenn  wir  mit  dt^  ein  Yolumenelement  bezeichnen  und 
dm^  =  ^o^^a  setzen: 

(9)  df/.  =  Poj(|^Ä:.+|fÄS^+||a.)dr, 

Diesen  Ausdruck  formen  wir  nach  dem  Gauß sehen  Theorem 
um,  und  erhalten,  indem  wir  wegen  (2) 

8-P*      .    8P.      ,    8P.  dPSx    ,    dP8y    .    dP8z 

äF«*  +  87«»  +  87«^  = -8^  + -TT  +  ^^ 

setzen,  mit  Rücksicht  auf  (3): 

(10)  Äüj  =  —  ^0  [pSn^do  =  —  Qo  {PSn^do, 

ausgedehnt  über  alle  Elemente  do  der  Körperoberflächen,  wenn 
dfii  und  d??2  ii^  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  gerechnet  wird. 

Dieses  Flächenintegral  (10)  können  wir  aber  auch  wieder 
nach  demselben  Gauß  sehen  Satze  umformen  in  ein  Kaum- 
integral über  das  Volumen  der  Körper.  Es  ist  nämlich,  wenn 
dti  ein  Yolumenelement  eines  Körpers  ist, 

,,,.  f7>A     w         (/dPSx    ,    dPSy    .dPd0\, 

und  da  nun  auch  für  die  Verschiebung  eines  starren  Körpers, 
bei  dem  ja  auch  das  Volumen  eines  jeden  Elements  ung^ändert 
bleibt, 

döx        dö^  ^^^^  =  0 

ist  (es  ist  sogar  dSx/dx^  dSy/dy^  diz/dz  einzeln  =  0),  so  folgt 
aus  (10)  und  (11): 

(12)  dU^  =  —  Qo  {(Xdx  -j-  YSy  +  Z8e)dt^. 

Denken  wir  uns  den  Baum  der  starren  Körper  von  einer 
Materie  mit  der  konstanten  Dichte  ^o  erfüllt  und  setzen  ^o^^i 
=  rfnto,  so  ist  also 


=  -.f 


Pdm^. 
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Wenn  wir  also 

(13)  U,  =  -jPdmo 
und 

(14)  ü  =  \p{dm^  —  dnio) 

setzen,  so  ist  die  Arbeit  der  gegebenen  Kräfte  gleich  der  Varia- 
tion dieser  Funktion  ü. 

Die  Arbeit,  die  bei  irgend  einer  virtuellen  Ver- 
schiebung des  ganzen  Systems  gegen  die  wir- 
kenden Kräfte  geleistet  werden  muß,  ist  also 
dieselbe,  als  ob  die  Verschiebung  der  starren 
Körper  im  leeren  Räume  vor  sich  ginge,  und 
gleichzeitig  ijedes  Massenelement  (2m,  eines  der 
starren  Körper  um  die  Masse  dm^  des  verdrängten 
Wassers  vermindern  würde. 

Man  sieht,  daß  in  dem  Falle,  wo  die  wirkende  Kraft  die 
Schwerkraft  ist,  dieser  Satz  mit  dem  Archimedischen  Prinzip 
vom  hydrostatischen  Auftrieb  übereinstimmt.  Denkt  man  sich 
die  Lage  der  Körper  wie  im  vorigen  Paragraphen  durch  die  un- 
abhängigen Variablen  g,,  Qq^  9s  ...  dargestellt,  so  wird  auch  die 
Funktion  U  eine  Funktion  dieser  Variablen  sein.  Eine  virtuelle 
Verschiebung  des  Systems  der  Körper  wird  ausgedrückt  durch 
ein  System  von  Variationen  ig,,  Ä^ai  Sq^,  ...  dieser  Variablen, 
und  so  wird 

(15)  dü=Q,8q,-^  QJq2-\-  «8*9«  +  •  ', 

worin  die  Koeffizienten  «i,  §2?  Qsi  •••  ^^^  iioch  von  den  Variablen 
9i)  921  98  •••  abhängen,  nämlich 

(lo)  ^1  =  — ,      y  =  -—,      ^3  —         ... 

d9i  Ö92  893 

Jedes  Glied  dieser  Summe  hat  seine  besondere  Bedeutung: 
es  ist  nämlich  QSq^  die  Arbeit  der  gegebenen  Kr^e  bei  der 
Veränderung  von  91  in  qi  -\-  Sq^  mit  unverändertem  9,,  93,  ... 
und  ähnliche  Bedeutung  haben  die  übrigen  Glieder. 

§181. 
Variation  der  Flüssigkeitsbewegung. 

Das  Hamiltonsche  Prinzip  bietet  uns  nun  die  Mittel,  um 
die   Differentialgleichungen    der  Bewegung    eines   Körpersystems 
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in  einer  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  auf- 
zustellen. Diese  Anwendung  des  Hamilton  sehen  Prinzips  ist 
zuerst  von  Thomson  und  Tait^)  gemacht.  Sie  ist  durch  Kirch- 
hof f^)  weitergeführt  und  hat  eine  Berichtigung  durch  Boltz- 
mann^)  gefunden;  noch  vollständiger,  auch  mit  Berücksichtigung 
mehrwertiger  Geschwindigkeitspotentiale  bei  mehrfach  zusammen- 
hängenden Bäumen,  hat  G.  Neumann^)  die  Anwendung  des 
Hamilton  sehen  Prinzips  begründet.  Eine  klare  Einsicht  in  die 
Berechtigung  dieser  Anwendung  erfordert  eine  etwas  eingehendere 
Entwickelung,  wie  wir  sie  hier  im  Anschluß  an  die  Betrachtungen 
im  Bd.  I,  §  129  geben  wollen. 

Wir  nehmen,  wie  in  den  beiden  letzten  Paragraphen,  ein 
beliebiges  System  Si  von  eingetauchten  Körpern  in  irgend  einer 
Bewegung  begriffen  an.  Dann  wissen  wir,  daß  für  jede  Lage 
und  jeden  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  S  ein  ein- 
wertiges Geschwindigkeitspotential  9  für  jeden  Punkt 
x^  y,  z  der  Flüssigkeit  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Übergang  des  Systems  St  aus 
einer  Anfangslage  A  zur  Zeit  ^0  ^^  ^i^^  Endlage  B  zur  Zeit  ti 
und  bezeichnen  mit  C  die  zu  irgend  einer  Zeit  t  erreichte 
Zwischenlage. 

Nun  nehmen  wir  einen  zweiten,  davon  unendlich  wenig  ab- 
weichenden, möglichen  Übergang  von  jt  aus  der  Lage  il  in  die 
Lage  B  zwischen  denselben  Zeitpunkten  fo,  ^  und  bezeichnen  die 
zur  Zeit  t  erreichte  Lage  von  Ä  mit  C.  Es  ist  dann  C"  von  G 
unendlich  wenig  verschieden. 

Wir  nehmen  an,  daß  bei  beiden  Bewegungen  auch  alle 
Flüssigkeitsteilchen  von  der  gleichen  Anfangslage  bei  A  aus- 
gehen, können  aber  im  allgemeinen  nicht  sagen,  daß  sie  bei  B 
wieder  dieselbe  Endlage  erreicht  haben. 

Wir  denken  uns  nun  für  jede  der  Lagen  C  und  C  das  Ge- 
schwindigkeitspotential 9  und  q>'  als  Funktion  der  auf  ein  festes 
System  bezogenen  Koordinaten  x^  y,  z  bestimmt,  und  erhalten 
die  Bahn  eines  Wasserteilchens  m,  das  zur  Zeit  t  ^  t^  die  Ko- 


*)  Thomson  n.  Tait,  .Natural  Philosophy".  Deutsch  von  Helm  • 
holtz  und  Wert  heim,  1,  292  f.     Braunschweig  1871. 

*)  Kirchhoff,  Grelles  Journal  der  Mathematik  71,  237  (1869).  Vor- 
lesungen über  mathematische  Physik.    Mechanik.    Leipzig  1876. 

*)  Boltzmann,  Grelles  Journal  für  Mathematik  73,  111  (1870). 

*)  G.  Neumann I  Hydrodynamische  Untersuchungen. 
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ordinalen  a,  6,  c  hat,  beim  Übergang  von  A  nach  C  und  C 
durch  Integration  der  Difierentialgleichungen 

.-.  dx  d(p        dy  89        dz  dfp 

^^  dT~"äj:'     'dt~Yy'     'dt  ~  W 

'^^  dt  ""  3a:"      dt  ~  dt/'     dt  "  dz'' 

Wenn  sich  a:,  y,  e  und  a;'  y'  je?'  auf  dasselbe  Wasserteilchen 
m  beziehen,  so  ist  tm  t  =  t^ 

X  =  x'  =  a^  y  =  y'  =  b^  z  =  0*  z=z  c, 

und  durch  (1)  und  (2)  werden  a:,  y,  z  und  a/,  y',  j?'  als  Funk- 
tionen von  a,  b,  c,  t  bestimmt. 
Setzen  wir 

x'  =  x  -^  dx,  y'  =  y  ^dy,  z'  =  Z  -{-  dz, 

9'  =  9  4-  dtp, 

so  ist  8  9  eine  Funktion  von  x,  y,  xr  und  es  ist  bis  auf  unendlich 
kleine  Größen  zweiter  Ordnung  dasselbe,  ob  wir  ö(p  für  xy  z 
oder  für  x'  y'  z'  nehmen.    Demnach  ergeben  die  Gleichungen  (2): 

.  .  dSx  ddff       döy  ddg)  .     dSz  ddip 

^^        ~dr  ~  "W '     "dT  "  ~dy~ '     "dT  ■"  "87" ' 

mit  der  Bedingung,  daß  dx,  8y,  dz  für  t  =  (q  verschwinden. 
Wenn  wir  also  a?,  y,  ;P  als  Funktionen  von  a,  6,  c,  ^  darstellen, 
80  ist 

(4)  ..=j^«.  H=i'4fä,,  ..=j^.., 

'0  '0  '0 

wodurch  dx,  dy,  dz  auch  als  Funktionen  von  a,  b,  c  dargestellt 
sind,  und  zwar,  wenn  d(p  bekannt  ist,  durch  Quadraturen. 

Diese  Größen  dx,  dy,  dz  sind  die  Komponenten  der  Ver- 
schiebung, die  nötig  sind,  um  das  Teilchen  m  aus  der  Lage  bei 
C  in  die  Lage  bei  C  überzuführen. 

Wenn  man  statt  a,  6,  c  die  Variablen  x,  y,  z  einführt,  so 
kann  man  dx,  dy,  dz  in  einem  Augenblick  t  auch  als  Funktionen 
von  X,  y,  z  ansehen,  und  kann  dann  dx,  dy,  dz  als  Komponenten 
eines  für  die  Lage  C  bestimmten  Vektors  3)  betrachten.  Dieser 
Vektor  5)  hat  folgende  Eigenschaften: 

Da  ein  Teilchen  m,  das  anfänglich  an  der  Oberfläche  eines 
der  Körper  S  lag,  sowohl  bei  der  Bewegung  ACB  als  bei  AC'B 
an  der  Oberfläche  bleibt,  so  ist 
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(5)  Dn  =  ön, 

wenn    dn   die    Normalkomponente   der  Verschiebung  des   Ober- 
flächenpunktes beim  Übergang  von  C  nach  C  bedeutet 

Da  der  Vektor  ^  die  Verschiebung  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  darstellt,  so  muß 

(6)  div  S)  =  0 
oder  ausführlich 

^^  dx    ^   oy    ^    dz 

sein.    Dies  ist  zwar  nicht  ohne  weiteres  aus  den  Gleichungen  (3) 

zu  ersehen,  weil  die  Differentiationen  :r—  und  -rr  nicht  vertausch- 

dx  dt 

bar  sind.    Es  ist  aber,  wenn 

fi>  — V  4-  —  ^  — 
-^  —  Öa  86  ac 

ist,  eine  Folge  aus  0  r=  1,  wonach    - 

.^        d8x    d@     ,     ddy    d&     , 
da    ^dx^    da    ^dy^ 
^Ta  ^d^ 

8Ä£        8«y        8«^ 

dx   ^   dy   ^    dz   "-^         ^  ^-* 

gleich  Null  sein  muß. 

§  182. 
Das  Hamiltonsche  Prinzip. 

Wenn  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  in  der  Lage 
(7,  C  mit  Tj,  Ti,  bezeichnet  wird,  und  dm  ein  Massenelement 
der  Flüssigkeit  bedeutet,  so  ist 

und  folglich 

-,         ^„        rp         C/dx  ddx    .dy  döy        dz  d8z\. 

Es  ist  aber 

ddx  — 
dx  ddx  dt         ^     d^x 

—TT  —TT-   =  77 —    Oa;    -rrrr  USW. 

dt     dt  dt  dt^ 

und  folglich 

Biomann-Weber,  Partielle  Diflereutialglelcbungeu.    II.   6.  Aoil  •  3Q 
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Setzen  wir  zur  Abkürzung 

und  führen  nun  an  Stelle  der  a,  6,  g  die  ;r/y,  jer  als  unabhängige 
Variable  ein,  integrieren  also  über  den  Baum,  der  bei  der  Lage 
C  durch  die  Flüssigkeit  ausgefüllt  ist,  so  können  wir  M  so  dar- 
stellen : 

und  da  wegen  §  181  (7) 

dx       ^  dy    ^  ~  dz  ^  h^*^ 

ist,  so  erhalten  wir  nach  dem  Gau ß sehen  Theorem: 

(2)  M= — Qo\q>dndo^ 

wenn  die  Normalkomponente  dn  der  Oberflächenverschiebung  von 
dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  positiv  gerechnet  ist.  Ebenso 
setzen  wir: 


= "JC 


Nun  ist  aber,   wenn  p  der  Druck  und   X,  F,  Z  die  Kom- 
ponenten der  beschleunigenden  Kraft  sind,  nach  §  163  (1) 

d^x  _      ^       dp 

und  folglich 

(3)  JSr=^o[(XÄx+  Ydy-}-Z8z)dt 

Hierin  ist  nun 

Po  {(XSx  +  YSij  -f  ZSg)dt  =  d  L,  [§  180  (9)] 
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die  der  Verschiebung  S)  entsprechende  Arbeit  der  wirkenden 
Kräfte,  und  das  zweite  Integral  können  wir,  ebenso  wie  Jf,  durch 
das  Gaußsche  Theorem  in  ein  Oberflächenintegral  verwandeln: 

und  daraus  folgt  also  nach  (1),  (2),  (3): 

(4)  '  *        dt  ^       ' 


—  ^0  I  y^***ö  —  I  pdndo. 


Integrieren  wir  diesen  Ausdruck  zwischen  den  Grenzen  t^ 
und  ti  und  beachten,  daß  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Körper 
nicht  variiert  sind,  daß  also  ön  für  t  =  to  und  t  =  ti  ver- 
schwindet, so  folgt 

(5)  [  {ST^  +  öü^)(it  =  —{dt\  pdndo. 

Jetzt  betrachten  wir  die  Bewegung  des  Systems  Si  der  ein- 
getauchten Körper  unter  dem  Einfluß  der  gegebenen  Kräfte.  Diese 
können  wir  uns  auch  entstanden  denken  als  eine  Bewegung  der- 
selben Körper  im  leeren  Räume,  wenn  wir  zu  den  tatsächlich 
wirkenden  äußeren  Kräften  X,  Y,  Z  noch  die  Druckkräfte 
hinzufügen,  die  von  der  Flüssigkeit  gegen  die  Körperoberflächen 
ausgeübt  werden.  Diese,  wirken,  gegen  ein  Flächenelement  do  in 
der  Stärke  pdo  und  in  der  Richtung  der  nach  innen  gekehrten, 
also  negativen  Normalen.  Die  Arbeit  SA^  die  bei  einer  Ver- 
schiebung des  Körpersystems  gegen  alle  in  Betracht  kommenden 
Kräfte  geleistet  wird,  ist  also 

dA  =  —  {(Xdx  +  Töy  +  Zdg)dm^  +  [pdndo, 

worin  die  Integration  nach  dm^  über  die  Masse,  die  nach  do 
über  die  Gesamtoberfläche  der  Körper  R  auszudehnen  ist.  Den 
ersten  Teil  dieses  Ausdruckes  haben  wir  bidreits  in  §  180  (6)  mit 
—  dUi  bezeichnet,  und  folglich  ist 

(6)  «il  =  —  ö  Dl  +  {pöndo. 

Denken  wir  uns  aber  die  Körper  im  leeren  Räume  bewegt, 
so  können   wir    das  Hamilton  sehe    Prinzip   in    der  Form  an- 

80* 


468  Einundzwanzigster  Absohiiitt.  §182. 

wenden,  wie  wir  es  im  §  130  des  ersten  Bandes  abgeleitet  haben, 
nämlich,  wenn  äTi  die  Variation  der  kinetischen  Energie 
der  Körper  bedeutet: 

f  (jTi  —  dÄ)dt  =  0    [Bd.  I,  §  130  (1)] 

oder  nach  (6) 

(7)  [(Ali  +  8V,)dt  =  {dt  {pdndo. 

Wenn  wir  also 

dT  =  dT,  +  dT,, 

setzen,  so  ergibt  sich  durch  Addition  yon  (5)  und  (7): 
(9)  {{8T+öü)dt  =  0, 

und  dies  ist  das  Hamiltonsche  Prinzip  für  das 
ganze  aus  Flüssigkeit  und  starren  Körpern  zu- 
sammengesetzte System. 

Wenn  wir,  wie  im  §  179,  die  Lage  der  Körper  durch  die 
unabhängigen  Variablen  9i,  9s,  ^s  •  •  •  darstellen,  so  ist 

eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  gi,  deren  Koeffi- 
zienten von  den  qt  selbst  abhängen,  und  es  ist  also 

oder,  weil  dgj  =  ddqi/dt  ist, 


Ebenso  ist  nach  §  180  (15),  (16) 


(10)    ji'=iL5:^'*-2-if«*+SE'*- 


(u)  jf;  =  2||«*. 

worin   ü  eine  Funktion  der  Variablen  qt  ist,  die  aus  der  Natur 
der  wirkenden  Kräfte  gefunden  werden  kann.    Da  nun  öqi  bei 
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t  -=  to  und  t  :=  ti  Null  sind,  so  fällt  bei  der  Integration  nach  t 
das  erste  Glied  des  Ausdruckes  (10)  weg  und  es  ergibt  sich 
aus  (9): 

h 

und  wegen  der  Willkürlichkeit  der  dqii 

^^  dtdqi~        dqi 

was  YoUständig  mit  der  zweiten  Lagrangeschen  Form  der 
Bewegungsgleichungen  übereinstimmt  [Bd.  I,  §  130  (5)]. 

§  183. 
Anwendung  auf  die  Pendelbewegung. 

Wir  wollen  nun  einige  Beispiele  für  die  Integration  dieser 
Gleichungen  behandeln. 

Wir  nehmen  zunächst  die  Bewegung  eines  Pendels  in  einer 
Flüssigkeit  Dieses  Problem  hat  wegen  des  Einflusses  der  Luft 
bei  Pendelbeobachtungen  ein  großes  Interesse,  und  unsere 
Theorie  wird,  obwohl  sie  sich  auf  inkompressible  Flüssigkeiten 
bezieht,  wohl  einige,  wenn  auch  keine  genaue,  Gültigkeit  bei  der 
Bewegung  in  Gasen  beanspruchen  dürfen,  besonders,  wenn  die 
Bewegungen  so  langsam  vor  sich  gehen,  daß  nur  geringe  Ver- 
dünnungen und  Verdichtungen  der  Luft  zu  erwarten  sind.  Übri- 
gens hat  Bessel  bei  seinen  Pendelbeobachtungen  zur  Kontrole 
gewisser  Voraussetzungen  das  Pendel  auch  Schwingungen  im 
Wasser  ausführen  lassen  i). 

Wir  nehmen  also  zunächst  einen  Körper  von  beliebiger  Ge- 
stalt, der  um  eine  horizontale  Achse  drehbar  ist,  und  berück- 
sichtigen als  wirkende  Kraft  nur  die  Schwere.  Wir  wollen  die 
positive  ^- Achse  vertikal  nach  unten,  die  o:- Achse  horizontal,  die 
^-Achse  mit  der  festen  Drehungsachse  zusammenfallend  nehmen. 

Unter  dem  Schwerpunkt  S  verstehen  wir  jetzt  nicht  den 
Schwerpunkt  des  Körpers,  sondern  den  Mittelpunkt  der  Schwer- 
kräfte und  des  hydrostatischen  Auftriebes.  Es  ist  der  Punkt, 
den  man  als  Schwerpunkt  erhalten  würde,  wenn  die  Dichtigkeit  q 
im  Körper  überall  auf  q  —  Qo   herabgemindert  wäre.     Er  fällt 

0  Bessel,  „Untersuchungen  über  die  Länge  des  einfachen  Sekunden- 
pendels",  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  1826,  Art.  13,  14. 
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mit  dem  geometriBchen  Schwerpunkt  des  Körpers  zusammen,  wenn 
der  Körper  homogen,  also  q  konstant  ist.    Die  Entfernung  dieses 
Punktes  von  der  Drehungsachse  bezeichnen  wir  mit  s,  und  den 
Fig.  56.  Winkel,  den  die  Richtung  s  in  einer  augen- 

>  blicklichen  Lage  mit  der  Vertikalen  bildet, 
von  der  positiven  y- Achse  nach  der  posi- 
tiven X-Achse  positiv  gerechnet,  mit  ^ 
(Fig.  «öB).  Ist  M  die  Masse  des  Körpers, 
m  die  Masse  der  verdrängten  Flüssig- 
keit, so  ist  die  Funktion  t/,  durch  deren 
Veränderung  die  Arbeit  gemessen  wird, 

(1)  U  =  (M  —  m)gs  cos  ö-. 

Um   die   kinetische   Energie  nach   §  177   (4)   zu  berechnen, 
haben  wir 

zu  setzen,  und  erhalten 

worin  fi  eine  Konstante  ist,  die  wir  als  das  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Systems  bezeichnen  können.  Diese  Konstante  setzt 
sich  aus  zwei  Teilen  zusammen 

f*  =  /*'  +  f*"i 
worin  fi'  das  Trägheitsmoment  des  Körpers,  ^"  eine  nur  von  der 
Gestalt  des  Körpers  abhängige  und  der  Dichtigkeit  ^o  der 
Flüssigkeit  proportionale  Größe  ist,  die  wir  als  Trägheits- 
moment der  mitgeführten  Flüssigkeitsmasse  bezeichnen 
können.  Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  wird  also  nach 
§  182  (13): 

(2)  fi-—  =  —  (Jf—m)flrs  sind, 

und  stimmt  der  Form  nach  mit  der  für  ein  gewöhnliches  ein- 
faches Pendel  überein: 

so  daß  sich  für  die  Länge  des  korrespondierenden  einfachen 
Pendels  der  Ausdruck  ergibt: 

m  i-  '*'  +  '*" 
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Diese  Länge  vergrößert  sich  also  gegenüber  der  Schwingung  im 
leeren  Räume  aus  einem  doppelten  Grunde,  erstens  <}uTch  eine 
Verminderung  der  Schwere  durch  den  hydrostatischen  Auftrieb, 
und  zweitens  durch  Vergrößerung  des  Trägheitsmomentes  dui*ch 
die  mitgefiihrte  Flüssigkeit. 

Der  letztere  Einfluß  ist  zuerst  von  Bessel  bei  seinen  Pendel- 
beobachtungen  bemerkt  und  berücksichtigt  worden.  Man  kann 
ihn  aus  den  Beobachtungen  ermitteln,  wenn  man  die  Schwin- 
gungen von  Pendeln  von  verschiedener  Substanz,  aber  gleicher 
Form,  bei  dem  yJ  verschieden,  aber  51"  gleich  ist,  miteinander 
vergleicht. 

Wenn  das  Pendel  aus  einer  homogenen  Kugel  besteht,  die 
an  einem  Faden,  dessen  Masse  nicht  berücksichtigt  wird,  auf- 
gehängt ist,  so  können  wir  ft',  /i"  aus  §  178  (9)  und  (10)  be- 
rechnen, müssen  dabei  aber  berücksichtigen ,  daß  dort  der 
Koordinatenanfangspunkt  nicht  der  Aufhängepunkt,  sondern  der 
Kugelmittelpunkt  ist,  der  jetzt  mit  dem  Schwerpunkt  S  zu- 
sammenfällt 

Man  hat  daher  in  den  dort  angegebenen  Formeln 

u2  +  ,;2  +  ^2  =  s»  (^^y,    ^  =  0,    g  =  0,    r=j^ 

zu  setzen  und  erhält: 

^  =  Jfs2  4-  -— -  c2  -(-  \ms\ 
also :  ^ 

0 

Bessel  hat  die  hiermit  übereinstimmende  Annähme  gemacht, 
daß  die  Korrektion  ^"  des  Trägheitsmomentes  proportional  sei 
mit  dem  Trägheitsmoment  der  im  Kugelmittelpunkt  vereinigten 
Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit,  also  ft  =  kms^  gesetzt.  Den 
Koeffizienten  U  hat  er  durch  verschiedene  Messungen  bestimmt, 
auch  durch  Schwingungen  im  Wasser,  hat  ihn  aber  freilich  nicht 
gleich  V2f  sondern  größer  (0,9459)  gefunden,  was  im  Hinblick 
auf  die  mannigfachen  Umstände,  die  in  der  Theorie  nicht  be- 
rücksichtigt sind,  und  die  alle  auf  Vergrößerung  der  mitgeführten 
Massen  wirken,  nicht  zu  verwundem  ist. 

Schon  Dirichlet  hat  darauf  hingewiesen  >),  daß  die  Ergeb- 

*)  Qesammelte  Werke,  Bd.  II,  R.  120. 
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nisse  der  Theorie  nicht  mit  der  YorstelluBg  übereinstimmen,  die 
man  sieh  Ton  dem  Widerstand  einer  Flüssigkeit  bildet 

Danach  würde  man  z.  B.  erwarten,  daß  der  Widerstand  der 
Flüssigkeit  die  Amplitude  des  Pendels  allmählich  verkleinert,  wie 
es  ja  tatsächlich  eintritt,  aus  der  Theorie  aber  nicht  zu  schließen 
ist  Auch  dies  erklärt  sich  daraus,  daß  der  eigentliche  Wider- 
stand einer  Flüssigkeit  ohne  Zweifel  auf  Kräften  nach  Art  der 
Reibung  beruht,  die  in  dieser  Theorie  nicht  berücksichtigt  sind. 

§184. 
S  ch  raub  enbe  weg  ung. 

Wir  nehmen  einen  Körper  an,  dessen  Beweglichkeit  bis  auf 
zwei  Freiheitsgrade  gemindert  ist  Seine  Beweglichkeit  soll  nur 
bestehen  in  einer  Parallelverschiebung  längs  der  x-Achse  und  in 
einer  Drehung  um  diese  Achse;  diese  beiden  Beweglichkeiten 
sollen  aber  unbeschränkt  sein,  so  daß  der  Körper  jede  Schrauben - 
bewegung  um  die  o?- Achse  ausführen  kann.  Die  Lage  des 
Körpers  werde  bestimmt  durch  die  Abszisse  x  eines  seiner  Punkte 
auf  der  Achse  und  durch  den  Winkel  ^,  den  eine  durch  die 
:z:- Achse  gehende  Ebene  des  Körpers  mit  der  j'^-Ebene  einschließt 
Dieser  Körper  bewege  sich  in  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  Ist 

so  ist  die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Systems  nach  §  177 

worin  a,  h,  c  Konstanten  sind.  Es  ist  \a  die  lebendige  Kraft, 
die  einer  Parallelverschiebung,  \c  die  lebendige  Kraft,  die  einer 
reinen  Drehung  mit  der  Geschwindigkeit  l  entspricht 

Setzen  wir  ic'  =  +  1,  i)'  =  +  1  oder  0"'=  —  1,  so  beschreibt 
der  Körper  eine  Rechtsschraubung  oder  eine  Linksschrau- 
bung  mit  der  Schraubengeschwindigkeit  1,  und  der  Unterschied 
zwischen  diesen  beiden  lebendigen  Kräften  ist  gleich  2  h. 

Hat  der  Körper  selber  die  Gestalt  einer  Rechtsschraube, 
so  wird  offenbar  mehr  Masse  bewegt  bei  einer  Linksschraubung, 
bei  der  die  Breitseite  vorangeht,  als  bei  einer  Rechtsschraubung, 
bei  der  sich  der  Körper  gewissermaßen  durch  die  Flüssigkeit 
hindurchschraubt,  und  folglich  ist  b  bei  einer  Rechtsschraube 
negativ,  und  bei  einer  Linksschraube  positiv,  und  der  ab- 
solute Wert  von  h  wird  um  so  größer  sein,  je  stärker  der  Unter- 
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schied  zwischen  rechts  und  links,  d.  L  je  deutlicher  der  Schrauben- 
charakter in  der  Gestalt  des  Körpers  ausgeprägt  ist. 

Wenn  auf  den  Körper  eine  Kraft  a  in  der  Richtung  der 
X-Achse  und  «in  Drehungsmoment  ß  um  die  a;-Achse  wirken,  die 
konstant  oder  nur  von  der  Zeit  abhängig  sind,  so  ist  ady  -^  ßdd" 
die  bei  der  Verschiebung  da?,  dd-  geleistete  Arbeit  dieser  Kräfte, 
und  in  den  Formeln  §  182  (13)  ist  U=  ax  -}-  ß^  zu  setzen. 
Demnach  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

d(ax'  +  h»')  _ 
Tt  — "' 

d{bx'  ■\-  c^)  _ 
dt  —  ^' 

oder,  wenn  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ausgeht: 

t  t 

ax*  +  bd^'  =  iadt,      ftrr' -f- c^' =  {ßdt 

Nehmen  wir  an,  daß  a  und  ß  nur  in  der  Zeit  von  t^  bis  ^i 
von  Null  verschieden  sind  und  setzen 


\adt  =  Ä,  {ßdt  =  B, 


80  sind  A  und  B  Konstanten,  und  es  ergibt  sich,  wenn  ^  >  ^i  ist' 

_  Ac-Bb  _  -Ab  +  Ba 

W  ^  -    ac-b^  '    ^  -      ac-b^     ' 

worin  ae  —  b^  stets  positiv  ist.    Wenn  etwa  A  =  0  ist,  also 

x'  =  —  — ^— -^         d^'  =      "^^ 


ac  — 62'  ac  —  6^' 

so  ergibt  sich,  daß  das  Drehungsmoment  B  nicht  bloß  eine 
Drehung,  sondern  gleichzeitig  eine  fortschreitende  Ge- 
schwindigkeit hervorruft.  Ist  B  positiv,  so  ist  O*'  positiv 
und  x'  bei  der  Rechtsschraube  gleichfalls  positiv.  Das  Fort- 
schreiten geschieht  also  im  Sinne  der  Schraube. 

Das  Verhältnis  der  beiden  Geschwindigkeiten  ist 

x'  :  ^'  =  —  b  :  a. 

Dies  ist  der  Fall  der  Schiffsschraube,  die  also  um 
so  wirksamer  ist,  je  größer  das  Verhältnis  b:a. 


474  Einundzwanzigster  Abschnitt.  §186. 

Ebenso  würde  sich  ergeben,  wenn  wir  B  =  0  annehmen, 
daß  eine  der  Achse  parallele  Kraft  nicht  nur  eine  Geschwindig- 
keit in  ihrer  Richtung,  sondern  eine  gleichzeitige  Drehung  be- 
wirkt, wobei  das  Verhältnis  beider  Geschwindigkeiten  c  :  b  ist. 
Dies  ist  der  Fall  der  Windmühlen  und  Turbinen. 

§185. 

Bewegung  eines  schweren   Rotationskörpers 
mit  unveränderlicher  Achsenrichtung. 

Wir  betrachten  noch  die  Bewegung  eines  Körpers,  der  etwa 
von  einer  Rotationsfläche  begrenzt  sei,  der  in  seiner  Bewegung 
so  beschränkt  ist,  daß  die  Achse  in  einer  vertikalen  Ebene 
und  sich  selbst  immer  parallel  bleibt.  Wir  wollen  außerdem 
annehmen,  daß  der  Körper  der  Schwerkraft  unterworfen  sei. 
Diese  Voraussetzungen  sind  mit  einer  gewissen  Annäherung  bei 
der  Bewegung  eines  Geschosses  durch  die  Luft  erfüllt. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  die  Vei-tikalebene ,  in  der  die  Be- 
wegung stattfindet,  zur  xy-Ebene  wählen,  für  die  lebendige  Kraft 
nach  §  178  (7): 
(1)  2  T  =  au^  +  6t?2  -f-  ApK 

Hierin  sind  u  und  v  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  der  Körperachse  und  senkrecht  dazu,  während  p  die 
Geschwindigkeit  der  Rotation  um  die  Körperachse  bedeutet  Bei 
einem  abgeplatteten  Körper  ist  a  ]>  6,  bei  einem  eiförmigen 
ft  >  a. 

Bezeichnen  wir  den  konstanten  Winkel,  den  die  Achse  mit 
der  Horizontalen  bildet,  mit  ^  und  legen  die  i/- Achse  vertikal 
nach  oben,  so  ist,  wenn  x^  y  die  Koordinaten  des  Bewegungs- 
zentrums (§  178)  und  folglich  dx/dt^  dy/dt  die  Komponenten 
der  Geschwindigkeit  nach  der  x-  und  y-Achse  sind: 

dx        Q.    i    dy    .    ^ 

W  =  -rr  cos  ^  +-—  sm  0", 

dt  ^    dt 

dx    .    ^    .    dy         _ 
t;  =  —  -TT  sm  d-  4-  -TT  cos  0-. 
dt  '     dt 

In  den  Differentialgleichungen  §  182  (13)  hat  man,  wenn 
man  a:,  y  und  den  Winkel  \  pdt  als  die  die  Lage  des  Körpers 
bestimmenden  Variablen  einführt  und  mit  G  das  Gewicht  des 
Körpers  in  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  f7=  —  Gy  zu  setzen  und 
erhält : 
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(2) 


(3) 


.4^  —  0 
^  dt  -  "' 

d{au  cos  *  —  6t)  sin  ©•) 

Tt  ~ 

d  (au  sind'  +  ftpcosfl-) 


0, 


dt 


=  -G, 


(4) 


woraus  folgt,  daß  p  konstant  bleibt,  während  sich  für  o;,  y  durch 
Integration  von  (3)  die  Gleichungen  ergeben: 

(aco8*0^  +  68in8^)a;  +  (a  —  J)8in0^cos^y  =  Ci<  +  cl, 

(a — b)sin^cos^X'^{asin^^"{'bcoQ^d')y  =  — ^ffi^+Cj^+Ca, 

in  denen  c^,  c^,  Ci,  ca  die  Integrationskonstanten  sind. 

Die  Elimination  von  t  ergibt  hier  für  die  Bahn  die  Glei- 
chung einer  schiefen  Parabel.  Wenn  wir  die  linke  Seite  der 
ersten  Gleichung  (4)  =  0  setzen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
einer  zur  Parabelachse  parallelen  Geraden  und  wenn  also  0  den 
Winkel  bedeutet,  den  die  Parabelachse  mit  der  Horizontalen  ein- 
schließt, so  ist 

,,.  ,        ^  a  cos2  0"  +  6  sin»  d- 

(5)  tang 0  =  —  ,.  T  ^ ^ - 

^  ^  °  (a  —  6)  sm  O"  cos  d- 

Nehmen  wir  6*  zwischen  0  und  90®  an,  so  sind  sin 6*  und 
cos^  positiv;  a  und  b  sind  gleichfalls  positiv,  und  es  ist  also 
der  Winkel  0  spitz,  wenn  a  <  i»  stumpf,  wenn  a  >  5  ist    Die 

Fig.  67.  y  Fig.  58. 


Parabelachse  ist  also  beim  eiförmigen  Körper  gegen  die  Körper- 
achse hin,  beim  abgeplatteten  Körper  im  entgegengesetzten  Sinne 
geneigt  (Fig.  67  und  58). 

§  186- 
Oszillationen  der  Achse  eines  Rotationskörpers. 

Wenn   der   eingetauchte   Körper   eine    Symmetrieebene  hat, 
so  wird,  wenn  die  Bewegungen  der  Körperpunkte  in  einem  Augen- 
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bück  alle  mit  dieser  Symmetrieebene  parallel  sind,  die  Bewegung 
der  Flüssigkeitsteilchen  symmetrisch  zu  dieser  Ebene  sein,  und 
wenn  also  von  der  Wirkung  äußerer  Kräfte  abgesehen 
wird,  so  wird  die  Bewegung  auch  im  weiteren  Verlaufe  diesen 
Charakter  behalten,  da  kein  Grund  yorhanden  ist,  daß  eine 
Änderung  eher  im  einen  wie  im  anderen  Sinne  erfolgen  sollte. 
Wenn  wir  also  die  Symmetrieebene,  die  dann  auch  im  Räume 
fest  bleibt,  zur  xy -Ebene  machen,  so  wird  ein  Zustand,  bei  dem 
t(7  =r  0,  p  =  0,  g  =  0  ist,  erhalten  bleiben,  und  der  Ausdruck 
§178  (5)  gibt  für  die  lebendige  Kraft  den  Ausdruck 

2T=  au^  +  bv^  -|-  2aur  +  2ßvr  -]-  Cr\ 

Nehmen  wir  noch  eine  zweite  auf  der  ersten  senkrechte 
Symmetrieebene  an,  so  kann  die  Änderung  des  Vorzeichens  Ton 
r  diesen  Ausdruck  nicht  yerändem  und  wir  erhalten: 

(1)  2  T  =  au^  4-  bv^  +  CrK 

Wir  beschränken  die  Allgemeinheit  jetzt  nicht  weiter,  wenn 
wir  annehmen,  daß 

a  >  6 

sei.  Nur  ist  dann,  wenn  der  Körper  z.  B.  ein  Rotationskörper 
ist,  bei  einem  abgeplatteten  Körper  u  und  bei  einem  oyalen 
Körper  v  in  der  Richtung  der  Rotationsachse  zu  messen. 

Wir  behalten  nun  die  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Para- 
graphen bei,  nur  daß  jetzt  der  Winkel  %^  nicht  konstant  ist, 
und  setzen  also,  wenn  die  Differentiation  nach  der  Zeit  durch 
Akzente  angedeutet  wird, 

,^x  M  ==       a;'  cos  0"  -j-  y*  sinO", 

v  =  —  a;'  sin  ^  -|-  y  cos  -9". 

Es  ist  dann  noch  r  =:  -S"'  zu  setzen,  und  x^  y,  0"  bestimmen 
die  Lage  des  Körpers.  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
lauten  jetzt,  da  T  nicht  von  den  Variablen  a:,  y  abhängt: 

^^^  Tt  dlP  —  "'      dt  a?/  ~  "' 

,  d    dT  _dT 

^^  dt  d»'  ~~  d»' 

Die  Integration  der  beiden  Gleichungen  (3)  ergibt,  wenn  a,  ß 
Integrationskonstanten  sind : 


§186.        Oszillationen  der  Achse  eines  Rotationskörpers.  477 

-—  =  atfcosO*  —  tvsinO'  =  a 

-— -  =  au  sin  0*  +  6t;  cos  0*  =  /3. 

Die  Konstanten  a,  /)  sind  durch  die  Anfangswerte  Uo,  t^oi  '^0 
von  14,  t;,  %•  bestimmt: 

(■^—f)  =  at*oCOS'&*o  —  6t7o8inO'o  =  «, 

f-^j  =  atiosin^o  +  ^VoCOsO-q  =  A 

und  da  hier  keine  Richtung  in  der  ary- Ebene  vor  der  anderen 
ausgezeichnet  ist,  so  können  wir  die  o;- Achse  so  wählen,  daß 
/J  =  0  wird.  Dadurch  ist  die  Allgemeinheit  der  Voraussetzungen 
nicht  beschränkt.  Es  hat  aber  die  o;- Achse  eine  durch  den  Anfangs- 
jEustand  bestimmte  Richtung  bekommen.  Wir  können  sagen,  die 
a;-Ach8e  hat  die  Richtung  des  anfänglichen  Impulses,  durch  den 
die  Bewegung  eingeleitet  ist,  und  a  ist  die  Größe  dieses  Im- 
pulses. Denn  läßt  man  während  einer  unendlich  kurzen  Zeit  r 
auf  den  ruhenden  Körper  eiae  Kraft  wirken,  deren  Komponenten 
a/r,  ßjx  sind,  so  ist  die  Bewegung  yon  der  Ruhelage  aus  durch 
die  Gleichungen  §  182  (13)  bestimmt: 

d_  8T_  «^       d  dT  _  ß 

dtdx'~  z'     dtdi/  "  v' 
woraus  durch  Integration  über  den  Zeitraum  z: 

Aus  (5)  ergibt  sich  also: 
.  .  au  cos^  —  bv  sinO"  =  a, 

^  ^  au  sind'  -{-  bv  cos 6-  =  0, 

und  hieraus: 

(7)  au  =  a  cosO',        Jv  =  —  a  sin-O". 

Nun  ergibt  die  Gleichung  (4)  nach  (1): 


und  nach  (2)  ist 
also 

und  nach  (7) 


^d«0*  du    .    .     dv 

du dv  _ 
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^  ^  aP  ab 

Führen  wir  durch  die  Gleichung 
(9)  9  =  2^ 

einen  neuen  Winkel  ein,  so  erhält  die  Gleichung  (8)  die  Form: 

und  dies  geht  über  in  die  Gleichung  für  die  Bewegung  des  ein- 
fachen Pendels: 

wenn 

(12)  l  =  ,   ^^^?    , 

gesetzt  wird. 

Die  Oszillationen  um  das  Bewegungszentrum  vollziehen  sich 
also  nach  dem  Pendelgesetz,  nur  daß  der  Winkel  ^  jederzeit 
nur  die  Hälfte  des  Ausschlagswinkels  (p  des  Pendels  ist  Den 
beiden  Gleichgewichtslagen  des  Pendels  cp  =  0  und  9  =  «  ent- 
sprechen die  Werte  O-  =  0  und  6-  =  ^  ar ,  und  es  ergeben  sich 
hiernach  zwei  Richtungen,  in  denen  sich  der  Körper  ohne  Dre- 
hung mit  konstanter  Geschwindigkeit  fortbewegen  kann. 

Von  diesen  beiden  Bewegungen  ist  aber  nur  die  eine,  für 
die  <&  =  0  ist,  stabil.  Eine  kleine  Ablenkung  hat  hier  nur 
kleine  Oszillationen  zur  Folge,  während  bei  dem  Falle  d  =  |;r, 
entsprechend  dem  labilen  Gleichgewichtszustande  des  Pendels, 
die  kleinste  Störung  ein  yoUständiges  Umschlagen  zur  Folge  hat. 
Die  Bewegung  ist  also  dann  stabil,  wenn  die  mitbewegte  flüssige 
Masse  so  groß  wie  möglich  ist,  wenn  also  die  Breitseite  bei  der 
Bewegung  voran  geht 

Im  allgemeinen  sind,  wie  beim  Pendel,  zweierlei  Arten  der 
Bewegung  zu  unterscheiden:  nämlich  eine  Oszillation  um  die 
Lage  if  =  0  und  eine  umwälzende  Bewegung.  Welche  dieser 
beiden  Arten  eintritt,  das  hängt  von  dem  Wert  ^0  ab,  den  ö-' 
in  dem  Augenblick  hat,  wo  0*  =  0  ist;  der  erste  oder  zweite 
Fall  tritt  ein,  wenn  (dem  absoluten  Werte  nach) 

Um  die  Bewegung  des  Zentrums  zu  erhalten,  haben  wir  aus 
den  Gleichungen  (7) 
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06 

ar'coS'Ö"  +  ysill^  ==  —  COSO", 

x'Bind'  —  1/  cos  0"  =r  —  sin  d- 

af  und  /  zu  bestimmen.    Man  erhält: 

/coa»^    ,    8ina^\            /l     ,    a—h    .  ^  ^\ 
^  =  «  ( 7 — )  =  «  ( TT-  sin«  -0- ) 

y  = ^ — 7 — ■  sin 0*  co8^. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  daß  x'  sein  Vorzeichen 
nicht  ändert,  daß  also  :r,  je  nach  dem  Vorzeichen  yon  a,  fort- 
während wächst  oder  fortwährend  abnimmt. 

Die  zweite  Gleichung  ergibt  nach  (8): 

und  durch  Integration,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  der  y  passend 
bestimmen: 

Durch  die  Differentialgleichung  (8)  werden  die  Funktionen  ^', 
sin-d-,  cosO-  als  elliptische  Funktionen  der  Zeit  bestimmt, 
und  damit  ist  zugleich  tf  und  x!  bestimmt.  Durch  (16)  ist  zu- 
gleich y  gegeben,  während  x  erst  durch  ein  elliptisches  Inte- 
gral zweiter  Gattung  dargestellt  wird.  Nach  (16)  bleibt  die 
Ordinate  y  immer  zwischen  endlichen  Grenzen  eingeschlossen. 

Stellen  wir  die  Bahnkurve  dar,  indem  wir  y  als  Funktion 
von  X  ansehen,  so  ergibt  sich  aus  (14): 


(17)  ^  =  -  (a  -  6) 


sinO-  cos'9' 


dx  ^  ^  ftcos^^  +  asin^-ö^' 

ns^  day_        %'{a  —  b)ab  fecos^^  —  asin^'fr 

^     ^  dx^^  ö  (6coB2ö'+asin«'^)8' 

und  hieraus  lassen  sich  die  wesentlichsten  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Kurve  ableiten. 

Wenn  der  Körper  oszilliert,  so  durchkreuzt  er  nach  (16)  die 
2:- Achse,  wenn  ^'  =  0  ist,  also  in  den  äußersten  Lagen,  y  er- 
reicht abwechselnd  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  wenn  6* 
durch  0  geht.  Die  Bahnkurve  hat  einen  Wendepunkt,  wenn 
^  =  0  ist,  und  sie  hat,  wenn  &  die  Amplitude  der  Schwingung 
ist,  noch  weitere  Wendepunkte,  wenn 
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ist,    weil    dann    6  cos^  ^  —  asin^^im   Verlauf    der    Bewegung 
Null  wird.  « 

Wenn  yoUständige  Umwälzungen  stattfinden,  so  ändert  d^ 
sein  Vorzeichen  nicht,  es  geht  also  die  Kurve  nicht  durch  die 
a;-Ach8e.    Sie  erreicht  ihren  höchsten  und  tiefsten  Stand  yo  und 

Fig.  59. 


Fig.  60. 


^1,  wenn  sich  <&  um  ein  Vielfaches  von  n  yon  0  oder  yon  \n 
unterscheidet  Die  Kurve  hat  Wendepunkte,  weun  tg^^  =  b/a 
ist,  und  für  die  höchsten  und  tiefsten  Stellen  ist 

/d^y\  _  _  %(a  —  b)a 
\dxyo~  «* 

\dx^J^  aa 

Da  ^i  >>  -ö^i  und  a  >>  6,  so  ist  hiemach  die  Kurve  an  dem 
höchsten  Punkte  stärker  gekrümmt,  als  an  dem  tiefsten.  Die 
Fig.  59  und  60  geben  ein  ungefähres  Bild  von  dieser  Bewegung. 

Die  gleichzeitige  Bewegung  mehrerer  starrer  Körper  in 
einer  Flüssigkeit  bietet  selbst  unter  den  einfachsten  Voraus- 
setzungen der  mathematischen  Behandlung  große  Schwierigkeiten. 
Am  leichtesten  zugänglich  ist  die  Bewegung  zweier  Kugeln, 
die  infolge  der  hydrodynamischen  Druckkräfte  Anziehungen  auf- 
einander auszuüben  scheinen,  die  von  Bjerknes  auch  experi- 
mentell nachgewiesen  sind,  auch  unter  der  Voraussetzung,  daß 
die  Radien  der  Kugeln  pulsierende  Veränderungen  erleiden.  (Vor- 
lesungen über  hydrodynamische  Fernkräfte  nach  C.  A.  Bjerknes' 
Theorie  von  V.  Bjerknes,  Bd.  L    Leipzig  1900). 

Die  mathematische  Theorie  der  Bewegung  unveränderlicher 
Kugeln  in  der  Flüssigkeit  ist  eingehend  untersucht  von  C.  Neu- 
mann (Hydrodynamische  Untersuchungen.    Leipzig  1883). 
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Unstetlg:e  BeTvegung:  von  Flüssig^kelten. 


§  187. 
Grenzbedingung  an  Unstetigkeitsflächen. 

Die  Differentialgleichung  z/g?  =  0,  von  der  das  Geschwindig- 
keitspotential 9  der  wirbelfreien  Bewegung  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  abhängt,  ist  dieselbe,  von  der  das  Potential  einer 
stationären  elektrischen  Strömung  abhängt.  Trotzdem  zeigen  die 
beiden  Arten  der  Bewegung  einen  sehr  wesentlichen  Unterschied, 
der  erst  durch  Helmholtz  mit  den  Formeln  der  Theorie  in  Ein- 
klang gebracht  worden  ist  9. 

Wenn  nämlich  ein  räumlich  ausgedehnter  Leiter  von  elek- 
trischen Strömungen  durchflössen  ist,  so  gibt  es  niemals  einen 
Teil  des  Leiters,  der  stromfrei  wäre.  Die  Strömungen  verbreiten 
sich  von  den  Elektroden  aus  nach  allen  Teilen  des  Leiters.  Bei 
den  Flüssigkeitsbewegungen  ist  das  anders.  Wenn  z.  B.  einem 
Strome  der  Flüssigkeit  eine  Wand  mit  einer  engen  Öffnung  ent- 
gegengestellt wird,  so  wird  sich  der  Strom  hinter  dieser  Öffnung 
nicht  sofort  allseitig  ausbreiten,  sondern  die  Flüssigkeit  wird 
in  einem  Strahle,  dessen  Querschnitt  kleiner  wird  als  die  Fläche 
der  Öffnung,  aus  dieser  heraustreten. 

Daß  Bewegungen  der  ersten  Art,  wie  sie  bei  elektrischen 
Strömen  vorkommen,  bei  Flüssigkeiten  unmöglich  sind,  hat  darin 
seinen  Grund,  daß  da,  wo  die  Flüssigkeit  um  eine  scharfe  Kante 
herumströmen  würde,  die  Geschwindigkeit  unendlich  groß  und 
damit  der  Druck  negativ  unendlich  werden  müßte.  Ein  negativer 
Druck    bedeutet    aber    eine    Tendenz    auf    Zerreißen,    der   eine 


^)   Helmholtz:     Über     diskontinuierliche     Flnssigkeitsbeweg^ugen. 
Monatsberichte  der  BerUner  Akademie  vom  23.  April  1868;  Kirchhoff,  Zur 
Theorie  freier  Flüssigkeitsstrahlen.    Grelles  Joum.  70  (1869). 
Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.   II .    5.  Aufl.  3 -^ 
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Flüssigkeit  nach  der  Vorstellung,  die  wir  uns  Ton  dem  Wesen 
der  Flüssigkeit  machen,  entweder  gar  nicht  oder  doch  nur  bis 
zu  einer  gewissen  Höhe  widerstehen  kann.  Ein  negativer  Druck 
ist  also  entweder  gar  nicht  oder  doch  nur  bis  zu  einer  gewissen 
Größe  möglich.  Dagegen  sind  bei  Flüssigkeiten  nach  der  Theorie 
auch  Bewegungen  möglich,  bei  denen  die  Geschwindigkeit  eine 
unstetige  Funktion  des  Ortes  ist,  und  yon  dieser  Art  ist  der 
Ausfluß  eines  Strahles  aus  einer  Öffnung.  Wir  haben  zunächst 
die  Grenzbedingung  für  eine  solche  ünstetigkeitsfläche  aufzu- 
suchen. Wir  beschränken  uns  der  Einfachheit  halber  auf  die 
Betrachtung  wirbelfreier  stationärer  Bewegungen  inkom- 
pressibler  Flüssigkeiten. 

Wir  gehen  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung  §  167  (5): 

«if=''-|^-i{(iiy+©'+(i?)'}+^-. 

in  der  <p  das  Geschwindigkeitspotential,  V  das  Potential  der 
äußeren  Kräfte  und  C  eine  Konstante  oder  eine  Funktion  der 
Zeit  allein  bedeutet.  Nehmen  wir  p  =  1  an  und  bezeichnen  mit 
V  die  Geschwindigkeit,  so  können  wir  diese  Gleichung  für  den 
stationären  Fall,  wo  d(p/dt  =  0  ist,  so  darstellen: 
(2)  p  +  i„2=7+(7. 

Das    Potential    V   setzen  wir   als   stetige   Funktion   des 
Ortes  voraus.     Wenn   nun   v   an    einer  Fläche   unstetig   ist,   so 
Fig.  61.  denken  wir  uns  einen  Elementarzylinder  vom 

y  Volumen  dodv^  dessen  beide  Endflächen  do 

zu  beiden  Seiten  der  Ünstetigkeitsfläche  liegen 
(Fig.  61).  Unterscheiden  wir  die  Werte,  die 
eine  Funktion  auf  beiden  Seiten  der  ün- 
stetigkeitsfläche hat,  durch  die  Indices  1 
und  2,  so  ist  nach  der  Voraussetzung 
(3)  V,  =  V,. 

Ist  N  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  (von  1 
nach  2  positiv  gerechnet),  so  ist,  wenn  wir  dv  in  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  von  do  als  unendlich  klein  annehmen,  die  in 
der  Zeiteinheit  in  das  Element  einströmende  Flüssigkeitsmenge 
(-^1  —  N2)do^  und  da  diese  Größe  verschwinden  muß,  so  ist 

(4) iV,  =iV,>). 

0  Dies  würde  anders  sein  bei  Gasen,  wo  die  Dichtigkeit  an  derselben 
Fläche  unstetig  sein  kann  (vgl.  Abschnitt  JXlt)!^ 
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Die  Druckkraft,  die  auf  das  Element  wirkt,  ist  {p^  — i>2)do? 
und  folglich  wirkt  auf  die  Masseneinheit  die  Druckkraft  {p-^  —  Pi)/dv. 
Da  diese  Druckkraft  aber  nicht  unendlich  sein  kann,  so  muß 

(5)  Pi  =  Pi 

sein.    Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Formel  (2),  in  der  die  Kon- 
stante C  auf  beiden  Seiten  verschiedene  Werte  haben  kann: 

(6)  v^  —  v^^  =  Const 

Wenn  also  angenommen  wird,  daß  die  Flüssigkeit  auf  der 
Seite  2  der  Unstetigkeitsfläche  in  Ruhe  sei,  so  folgt  aus  (4) 

(7)  ^1  =  0, 
und  aus  (6) 

(8)  vi  =  Const. 

Da  also  die  Normalkomponente  auch  auf  der  Seite  der  be- 
wegten Flüssigkeit  Null  ist,  so  findet  die  Strömung  längs  der 
Unstetigkeitsfläche  nur  in  tangentialer  Richtung  statt,  und  wegen 
(8)  ist  die  Geschwindigkeit  über  die  ganze  Fläche  konstant^). 

§   188. 

Zweidimensionale   Bewegungen. 

Wir  schaffen  uns  Fälle,  in  denen  die  Integration  möglich  ist, 
durch  dasselbe  Mittel,  das  wir  im  ersten  Bande  mehrfach  auf 
elektrische  Probleme  angewandt  haben,  indem  wir  annehmen, 
daß  die  gesuchten  Funktionen  nur  von  zwei  Variablen  or,  y  ab- 
hängen, daß  also  der  Zustand  der  Flüssigkeit  an  allen  Stellen 
einer  jeden  zur  xy- Ebene  senkrechten  Geraden  derselbe  sei. 
Dann  können  wir  die  Hilfsmittel  der  Funktionentheorie  nutzbar 
machen. 


^)  Wir  haben  hier  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  F  =  0  an- 
genommen ,  nnd  sind  zu  Grenzbedingangen  gelangt ,  d^e  von  V  unabhängig 
sind.  Anders  würde  es  sein,  wenn  zn  beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsfläche 
verschiedene  Dichtigkeiten  wären.  So  ergeben  sich  z.  B.  für  den  in  der 
Luft  oder  im  leeren  Baum  austretenden  Strahl  die  Bedingungen  für  die 
Oberfläche  des  Strahles,  daß  der  Druck  |)  konstant,  und  zwar  gleich  dem 
äußeren  Drucke  (Atmosphärendruck  oder  Null)  sein  muß,  daß  die  Normal- 
komponente der  Geschwindigkeit  Null  sein  muß,  und  daß 

-.  t?«  =  F  -|-  const. 

sei.    Die  Schwierigkeit,   die   die   Integration   bietet,  besteht  darin,  daß   die 
Grenze,  an  der  diese  Bedingungen  gelten  sollen,  nicht  gegeben  ist. 

31* 


484  ZweiundswanzigBter  Abschnitt.  §188* 

Ist  nämlich  q>  nur  von  ^,  y  abhängig,  so  besagt  die  Glei- 
chung zf  9  =  0,  daß  <p  der  reelle  Teil  einer  Funktion 

(1)  x  =  9-hi^  =  m 
des  komplexen  Argumentes 

(2)  0  =  x-^iy^) 
ist,  wenn  ^  aus  den  Gleichungen 

^  ^  dx~  dy'  dy  ~       dx 

bestimmt  wird.  Wir  erhalten  in  der  a:y- Ebene  zwei  orthogonale 
Kurvenscharen  9  =  const.  und  il;  =  const.,  Ton  denen  die  erste 
die  Äquipotentialkurven,  die  zweite  die  Stromkurven  dar- 
stellt Alle  Linien  in  der  ^^-Ebene  sind  die  Spuren  yon  Zylinder- 
flächen im  Räume. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  daß  die  bewegte  Flüssigkeit 
teils  von  festen  Wänden,  teils  yon  freien  Grenzen  begrenzt 
ist,  wobei  unter  freien  Grenzen  solche  Flächen  im  Räume  oder 
Kurven  in  der  a;y -Ebene  zu  yerstehen  sind,  wo  der  Strom  un- 
mittelbar an  ruhender  Flüssigkeit  herfließt.  Das  Flächengebiet 
in  der  ^^-Ebene,  das  von  der  bewegten  Flüssigkeit  überdeckt  ist, 
nennen  wir  die  Fläche  Z. 

Die  Bewegung  in  diesem  Gebiete  Z  ist  durch  das  Ge- 
schwindigkeitspotential <p  bestimmt.  Ist  Z  mehrfach  zusammen- 
hängend, so  kann  <p  mehrwertig  sein,  es  wird  dann  einwertig  in 
einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiete  Z\  das  durch  Quer- 
schnitte aus  Z  entstanden  ist;  weil  aber  die  Diflerentialquotienten 
d<p/dx^  dq>/dy  in  Z  einwertig  und  stetig  sein  müssen,  so  ist  <p 
selbst  an  den  Querschnitten  entweder  stetig  oder  hat  zu  beiden 
Seiten  konstante  WertdifEerenzen. 

Die  Funktion  i^  wird  aus  <p  durch  eine  Quadratur  abgeleitet: 


*=Klf^'-lf^')' 


auch   ^  kann    an   den   Querschnitten  konstante   Wertdifferenzen 
erhalten,  und  zwar  auch  dann,  wenn  9  daselbst  stetig  ist. 

Betrachten  wir  9  und  ^  als  Koordinaten  in  einer  3; -Ebene, 
so  erhalten  wir  ein  konformes  Abbild  X  des  Flächenstückes  Z. 
Während    aber   Z  seiner    Bedeutung    nach    über    der   ^er- Ebene 

0  Ea  ist  hier  natürlich  z  nicht  zu  verwechseln  mit  der  dritten  Baum- 
koordinate. 
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einfach  ausgebreitet  ist,  kann  X  die  ^^-Ebene  auch  mehrfach  be- 
decken. 

1.  Da  die  Begrenzung  von  Z  immer  durch  Strom- 
linien gebildet  ist,  so  kann  die  Begrenzung  von 
X  nur  aus  geraden  Linien  bestehen,  die  der 
9- Achse  parallel  sind. 

Die  festen  Grenzen  des  Gebietes  Z  sind  durch  die  Aufgabe 
selbst  gegeben.  Für  sie  ist  die  einzige  Grenzbedingung  t  =  const 
Die  freien  Grenzen  dagegen  sind  nicht  gegeben,  sondern  sollen 
erst  bestimmt  werden.  Für  sie  haben  wir  noch  die  Bedingung, 
daß  die  Geschwindigkeit  konstant  sein  soll.  Führen  wir  also 
noch  eine  dritte  komplexe  Variable  u;  =  ti  -f-  it;  ein,  deren 
reeller  Teil  u  die  a;-Komponente,  während  der  Koeffizient  v  von  i 
die  mit  negativem  Zeichen  genommene  y-Komponente  der 
Geschwindigkeit  ist,  also: 

.V  d^ d^ 8qp 8^ 

^^  ^~  dx  ~  dy'        ^~       dy^dx' 

so  ist 

(0)  ,,  =  «  +  ,,  =  _L^^^  =  ^, 

und  die  Grenzbedingung  für  die  freien  Grenzen   besteht   darin, 
daß  der  absolute  Wert  von  u? 

(6)  1 1^  I  =  Vm»  +  v2 

konstant  sein  muß. 

Wir  erhalten  also  auch  in  der  ti;- Ebene  ein  konformes  Ab- 
bild W  von  Z  und  X,  in  welchem  den  freien  Grenzen 
Stücke  von  konzentrischen  Kreisen  entsprechen,  deren 
Mittelpunkt  im  Koordinatenanfangspunkte  w  ^=  0  liegt. 

Dagegen  ist  über  die  Gestalt  der  Begrenzungsstücke  von  W, 
die  den  festen  Grenzen  entsprechen,  im  allgemeinen  nichts  be- 
kannt. Wenn  man  also  lösbare  Aufgaben  finden  will,  so  muß 
man  das  Flächenstück  W  beliebig  annehmen,  und  erhält  dann 
durch  konforme  Abbildung  das  Flächenstück  Z,  bei  dem  die 
Begrenzungsteile,  denen  in  der  Fläche  W  Kreise  um  den  Null- 
punkt entsprechen,  freie  Grenzen  sein  können,  während  die 
übrigen  Begrenzungsteile  von  Z  feste  Grenzen  sind. 

Nur  in  einem  Falle  können  wir  die  Natur  der  Begrenzungs- 
linien  in    W  von  vornherein  angeben.    Denken  wir  uns  nämlich 
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eine  feste  Grenze  der  Fläche  Z  dadurch  gegeben,  daß  y  eine 
gegebene  Funktion  yon  x  ist,  so  ist  an  dieser  Grenze  '^  =  const., 
also 

dx  "^  dx  dy  ' 

oder  nach  (4) 

(7)  «  +  «5|  =  o. 

Wenn  nun  die  Begrenzung  Ton  Z,  um  die  es  sich  handelt 
geradlinig  ist,  so  ist  dy/dx  =  a  konstant,  und  wir  erhalten 
aus  (7): 

(8)  v  4-  aw  =  0. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  yom  Nullpunkt  aus- 
laufenden geraden  Linie  in  der  TF- Ebene. 

2.  Wenn  also  die  festen  Grenzen  in  der  ;sf-Ebene 
gerade  Linien  sind,  so  ist  die  Begrenzung  yon 
W  gebildet  durch  konzentrische  Kreise  und  ra- 
diale Linien. 

Die  Begrenzung  yon  X  ist  ihrer  Natur  nach  ebenfalls  be- 
kannt (parallele  gerade  Linien)  und  wir  erhalten  also  zur  Be- 
stimmung der  Abhängigkeit  zwischen  %  ^"id  w  ein  Abbildungs- 
problem. Ist  dieses  gelöst,  also  %o  als  Funktion  yon  %  bestimmt, 
so  erhält  man  aus  (5)  z  durch  die  Quadratur: 

dx 
w 

gleichfalls  als  Funktion  yon  %.  Es  sind  also  hier  nicht  direkt 
9  und  t^  als  Funktionen  yon  Xy  y  bestimmt,  sondern  umgekehrt 
x^  y  als  Funktionen  yon  9  und  ^.  Um  aber  die  Stromlinien, 
und  damit  also  auch  die  Grenzen  yon  Z  zu  erhalten,  hat  man  ^ 
gleich  einer  Konstanten  zu  setzen,  und  erhält  dann  die  Kunre  in 
sogenannter  „Parameterdarstellung^,  d.  h.  x  und  y  als  Funktionen 
einer  Variablen  <p. 

Die  Gleichung  §  187  (2)  ergibt  hier: 

v  =  -\\^\'+  y+c. 

und  sie  zeigt,  daß,  wenn  w  unendlich  wird,  der  Druck  p  negatiy 
unendlich  wird,  was  nicht  zulässig  ist.    Hieraus  folgt: 

3.  Das  Flächenstück  W  darf  nur  einen  endlichen 
Teil  der  w;-Ebene  bedecken. 


(9)  .  =  j 
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Es  ist  aber  nicht  ausgeschlossen,  daß  W  Teile  der  tc;-Ebene 
mehrfach  bedeckt.  Die  Funktion  w  ist  in  Z  überall  stetig  und 
eindeutig,  und  wenn  also  Z  mehrfach  zusammenhängend  ist, 
so  muß  W  dieselbe  Ordnung  des  Zusammenhanges  haben. 

Wenn  auf  der  Begrenzung  yon  Z  bei  einem  Punkte  z  r=  c 

eine  Ecke  vom  Winkel  an  vorkommt,  so  läßt  sich  die  Funktion  % 

\_ 

in  der  Umgebung  des  Punktes  is  =  c  nach  Potenzen  von  (js  —  cY 
entwickeln.    Ist  aber 


so  folgt 

(10)  w  =  ^{z  —  cY    *  + 


_  Xi  '        ^-^-1 


a 

Ist  die  Ecke  gegen  die  strömende  Flüssigkeit  konvex,  so  ist 
a  größer  als  1,  und  w  wird  nach  (10)  unendlich  bei  jer  =  c. 
Dies  darf  nicht  vorkommen. 

4.  Wenn  daher  die  feste  Wand,  an  der  die  Flüssig- 
keit zu  bleiben  gezwungen  ist,  eine  gegen  die 
Flüssigkeit  konvexe  Ecke  hat,  so  muß  von  dieser 
eine  freie  Grenze  auslaufen. 

Die  Fläche  Z  kann  sich  nach  verschiedenen  Seiten  ins  Un- 
endliche erstrecken.  Den  verschiedenen  Zweigen  im  Unendlichen 
werden  verschiedene  Geschwindigkeiten,  also  verschiedene  Punkte 
in  der  t^- Ebene  entsprechen.  Ist  irgendwo  die  Flüssigkeit  in 
Ruhe,  so  entspricht  dieser  Stelle  der  Nullpunkt  der  ti;- Ebene. 
Dies  findet,  wie  man  aus  der  Formel  (10)  für  a  <  1  ersieht, 
immer  an  solchen  Stellen  statt,  wo  die  Grenze  eine  konkave  Ecke 
gegen  die  Flüssigkeit  bildet. 

5.  Eine  gegen  die  Flüssigkeit  konkave  Ecke  der 
festen  Grenzen  wird  also  im  Nullpunkte  der 
u;-Ebene  abgebildet. 

Wenn  in  einem  inneren  Punkte  u;  =  0  ist,  so  ist  ein  solcher 
Punkt  ein  Kreuzungspunkt.  Die  Strömung  hat  den  Charakter, 
wie  er  auf  S.  458  des  ersten  Bandes  dargestellt  ist  \%\  z  •=^  c 
ein  solcher  Punkt,  so  hat  die  Entwickelung  von  %  in  seiner 
Umgebung  die  Form 

z  =  Zo  +  Zi  (^  — c)^H — 1 
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UDd  der  Punkt  %  =  Xo  ist  ein  Verzweigungspunkt  in  der 
;t-Ebene. 

6.  Wenn  also  dem  Nullpunkt  der  M?-Ebene  ein 
Punkt  im  Endlichen  der  ^-Ebene  im  Innern 
von  Z  entspricht,  so  entspricht  ihm  in  der 
;i;-Ebene  ein  Verzweigungspunkt. 

Wenn  %  unendlich  wird,  so  muß  notwendig  js  unendlich 
sein,  da  in  jedem  endlichen  Punkte  ein  endliches  Geschwindig- 
keitspotential vorhanden  ist.  Wird  ^  für  einen  anderen  Wert 
Ton  X  unendlich,  so  ist  da  auch  dzjd%  unendlich,  und  folglich 
dx/djs  =  w  =  0, 

Also  können  wir  noch  beifügen: 

7.  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Fläche  Z  ent- 
sprechen entweder  dem  Punkte  x  =  ^  oder  dem 
Punkte  w;  =  0. 

§  189. 
Beispiel  I. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  für  das  Flächenstück  W  den 
Einheitskreis  in  der  w-Ebene.  Wir  erhalten  dann  in  der  ir-Ebene 
eine  freie  Grenze  und  keine  festen  Grenzen, 

Da  der  Punkt  iv  =  0  dem  Innern  des  Gebietes  W  angehört, 
SQ  müssen  wir  in  dem  Flächenstück  X  einen  Verzweigungs- 
punkt annehmen.  Wir  legen  diesen  Verzweigungspunkt  auf  die 
imaginäre  Achse  der  x-Ebene  in  den  Punkt 

g)  =  0,  i>  -=  i 

und  nehmen  für  die  Fläche  X  die  doppelt  bedeckte  Halb- 
ebene in  der  ;u-Ebene,  in  der  t^  positive  Werte  hat  Die  beiden 
(im  Unendlichen  zusammenhängenden)  Linien  ^'  =  0  sollen  der 
Begrenzung  von  W  entsprechen.  Wir  denken  uns  die  ;u- Ebene 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  mit  einer  Doppelfläche  X'  über- 
deckt, die  in  den  beiden  Punkten  ;|r  =  +i  je  einen  Verzweigungs- 
punkt hat.  Diese  Doppelfläche,  deren  beide  Blätter  im  Unend- 
lichen nicht  zusammenhängen,  ist  einfach  zusammenhängend. 
Wir  haben  im  §  54  des  ersten  Bandes  die  Abbildung  eines 
Kreises  auf  eine  einfache  Halbebene  kennen  gelernt.  Danach  ist, 
wenn  wir  eine  neue  komplexe  Variable 
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f  =  «  +  »'? 
einführen  und 

(■)  »=i±i. 

setzen,  der  absolute  Wert  yon  w  gleich  1,  wenn  f  rein  imaginär 
ist  Es  ist  m;  =  0,  wenn  f  =  —  1,  und  m?  =  oo,  wenn  f  =  -[-  1 
ist,  und  folglich  ist  der  Einheitskreis  W  auf  die  Halbebene  g  ab- 
gebildet, in  der  £  negatiy  ist.  Wir  erhalten  also  die  Abbildung 
Yon  W  auf  die  Fläche  X,  wenn  wir  die  einfache  g-Ebene  so  auf 
die  doppelte  ;t- Ebene  abbilden,  daß  rein  imaginären  Werten 
Yon  g  reelle  Werte  yon  %  entsprechen,  und  daß  den  Punkten 
f  =  ::p  1  die  Punkte  x  =  +  i  als  Verzweigungspunkte  der  j^-Ebene 
entsprechen.  Diese  Abbildung  aber  wird  yermittelt  durch  folgende 
Substitution : 

oder  nach  %  aufgelöst: 

1  4-  £* 

Es  ist  also  %  =  00  für  S  =  0  und  g  =  oo,  und  es  ist  ;i^  =  0 
f ür  J  =  4:  t. 

Um  nun  js  als  Funktion  von  %  zu  bestimmen,  hat  man  die 
Formel 


«       "'=m'- 


(4)  d.=  ^=dty't  +  ' 


m 


zu  integrieren,  und  erhält,  wenn  man  die  Konstante  so  wälilt, 
d?iß  2  für  ;c  =  «"  yersch windet: 


('^) 


-^  =  V;c^  +  1  +  Hog  Va:'  +  i  +  x  ^ 


und  der  Logarithmus  ist  dann  durch  die  Bedingung ,  daß  sein 
imaginärer  Teil  zwischen  —  ix  und  -\-  tjc  liegen  soll,  in  der 
ganzen    Fläche   X    eindeutig    bestimmt    [weil  ^  in  der  ganzen 

Fläche  X  nicht  negativ  und  folglich  i  (^x^  +  1  +  z)  nicht  reell 
und  positiv  ist]. 

Wir   erhalten    aus   (5)   die   Gleichungen  der  freien  Grenze, 
wenn  wir  x  ^=  ^  ^®®^^  annehmen,  und  erhalten  für  die  beiden 
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Vorzeichen  der  Wurzel  zwei  symmetrisch  gelegene  Kurrenzweige, 
deren  Bilder  die  beiden  Geraden  ^  =  0  in  der  Fläche  X  sind : 


n 


(6) 


a;=V9*  +  l+f, 


n 


a;  =  -V9)2+i__, 


y  =  log  (V<jp2  _|-  1  +  g,),    t/  =       log  (V^^  +1—9)1 

worin  ^(p^  -\-  1  positiv  zu  nehmen  ist 

Da  die  Strömung  die  Richtung  der  wachsenden  q>  hat,  so 

ist  sie,  wie  der  Ausdruck  dy  =  i  d<p/^(p^  -{-  1  zeigt,  auf  dem 

ersten  Zweig  yon  negativen  zu 
positiven,  auf  dem  zweiten  von 
positiven  zu  negativen  y  ge- 
richtet. Der  Eoordinatenanfangs- 
punkt  in  der  a;y-Ebene^  ist  der 
Punkt,  in  dem  die  Geschwindig- 
keit Null  ist;  ihm  entspricht  in 
der  Fläche  X  ein  Verzweigungs- 
punkt, in  dem  %  =  i  ist,  und 
in  seiner  Umgebung  hat  die  Strö- 
mung die  in  der  Fig.  62  durch 
die  Pfeile  angedeutete  Richtung. 
Den  Linien  9)  =  0,  V;  >>  1  in  beiden  Blättern  der  Fläche  X 
entspricht  in  der  ^-Ebene  die  positive  und  negative  t/-Achse.  Den 
beiden  Strecken  9  =  0,  0<;^<  1    entsprechen  die  Strecken 

Oö  und  Ö7P  der  x- Achse,  deren  Enden  die  Abszissen 


Fig. 

62. 

^ 

\N. 

fr 

f 

j 

<< 

^ 

l 

+ 


('  +  !) 

haben. 

Allgemeinere  Fälle  dieser  Bewegung  kann  man  bilden,  wenn 
man  in  X  statt  eines  einfachen  einen  n fachen  Verzweigungs- 
punkt annimmt.    Es  ist  dann  zu  setzen: 


-f 


x  —  ^ 


0  --yz  +  i' 

und  man  erhält  die  Gleichungen  der  freien  Grenze  aus  dem  Integral: 


=iff^ 


d(p. 


Macht  man  die  Substitution 


§190. 
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491 


(p  =  cotang  ^,  dq>  -=  — 


so  ergibt  sich: 


=-i 


2t  ^ 


oder 


X  = 


y  =  — 


cos «# 

n 

sin»^ 


sin —  d%' 
n 


sin-^^ 


d» 
sin«  » ' 

Fig.  63. 


Die  Eurye  besteht  hier  aus  n  kongruenten  Zweigen,  die 
durch  Drehung  um  den  Winkel  2x/n  ineinander  übergehen  (in 
Fig.  63  ist  n  =  3  angenommen). 


§  190. 
Beispiel  IL 

Wenn  wir  in  der  t(;- Ebene  irgend  eine  Figur  W  nehmen, 
die  von  konzentrischen  Kjreisbögen  und  radialen  Linien  begrenzt 
ist,  und  diese  Figur  auf  die  einfache  Halbebene  %  abbilden,  so 
erhalten  wir  in  der  jer- Ebene  einen  Flüssigkeitsstrom,  der  eine 
einzige  Linie  zur  Grenze  hat,  längs  der  die  Strömung  aus  dem 
Unendlichen  ins  Unendliche  überall  in  demselben  Sinne  erfolgt. 
Diese  Grenze  ist  teils  aus  geradlinigen  festen,  teils  aus  freien 
Grenzen  gebildet,  entsprechend  den  radialen  und  den  kreis- 
förmigen Begrenzungsstücken. 

Interessantere  Fälle  erhält  man  aber,  wenn  man  eine  solche 
Figur  nicht  auf  die  ganze  ^-Halbebene,  sondern  nur  auf  einen 
Teil  von  ihr  abbildet,  und  da  die  Begrenzung  in  der  ;|r- Ebene 
immer  durch  parallele  Gerade  gebildet  sein  muß,  so  ist  hier  der 
einfachste  Fall,  der  zugleich  die  meisten  der  bisher  gemachten 
Anwendungen  umfaßt,  der,  daß  wir  einen  Streifen,  der  yon  zwei 
zur  reellen  Achse  parallelen  Geraden  begrenzt  ist,  als  Fläche  X 
wählen.  Durch  Verfügung  über  die  Einheiten  können  wir  er- 
reichen, daß  die  Grenzen  eines  solchen  Streifens  durch  die  beiden 


492  Zweiundzwanzigster  Abschnitt.  §190. 

Geraden  it^  =  0  und  tlf  -=  n  gebildet  sind  (Fig.  64,  65).    Diesen 
Streifen  können  wir  zunächst  auf  eine  Halbebene   Xi  in  einer 
;i^i-Ebene  abbilden,  wenn  wir  setzen: 
(1)  ;gj  =  (jp,  -t-  e>,  =  ex  =  efP-^^y^. 

Den  beiden  Grenzen  des  Streifens  %  entspricht  die  Achse  der 
reellen  Xi  i  ^iid  zwar  der  Linie  i^  =  0  die  positiven    der  Linie 

Fig.  64.  Fig.  65. 


g 


g 


a 

^  =  Ä  die  negativen  Werte  von  tpi.  Die  Punkte  0  und  oo  in 
der  Xi-Ebene  entsprechen  negativ  und  positiv  unendlichen  Werten 
von  q).  Verstehen  wir  noch  unter  -4,  JB,  C,  D  reelle  Konstanten 
und  setzen  .       _l  t? 

(2)  ^'  ~  Cx2  +  J)' 

so  erhalten  wir  ein  weiteres  Abbild  Xj  von  X^,  und  wir  können 
die  Eonstanten  so  wählen,  daß  drei  beliebig  gegebenen  reellen 
Werten  von  Xi  drei  ebenfalls  beliebig  gegebene  reelle  Werte 
von  Xi  entsprechen. 

Für   die  Fläche    W  wollen   wir  zunächst  einen   Kreissektor 
a,  6,  c  annehmen,  der  von  einem  Bogen  bc  des  Einheitskreises 

Fig.  67. 


und  zwei  Radien  a6,  ac  begrenzt  ist  (Fig.  66).  Ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  können  wir  annehmen,  daß  der  eine  dieser 
Radien  in  die  w-Achse  falle. 

Den  Winkel  des  Kreissektors  bei  a  bezeichnen  wir  mit  an. 

Da  wir  in  der  Fläche  X  keinen  Verzweigungspunkt  haben, 
so  muß  tu  =  '0  einem  unendlichen  Wert  von  x  entsprechen 
(§  188, 6.),  und  wenn  wir  annehmen,  daß  die  Flüssigkeit  von  daher 
strömt,  so  haben  wir  die  Bedingung: 

(3)  für  w  =  0    ist    X  =  —  °°i     Xi  =  ö. 
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Wenn  der  Strahl  ins  Unendliche  abfließen  soll,  so  können 
wir  auf  dem  Kreisbogen  einen  beliebigen  Punkt  g  annehmen, 
in  dem  %=z  -\-  co  werden  soll.    Also  haben  wir 

(4)  für  w  =  ^    ist    ;C  =  +  00,    ;Ci  =  «• 

Wir  können  die  Aufgabe  weiter  dadurch  y ereinfachen,  daß 
wir  den  Kreissektor  (a,  6,  c)  auf  einen  Halbkreis  W^  (Fig.  67) 
abbilden  durch  die  Substitution 

(5)  w  =  «;?, 

und  es  bleibt  uns  also  die  Aufgabe,  den  Halbkreis  W^  auf  die 
Halbebene  X^  abzubilden.  Wir  suchen  zunächst  eine  Abbildung  ^g, 
bei  der  den  Punkten  6,  c,  d.  L  ii;i  =  db  1  die  Werte  x%-=^  ±_l 
und  dem  Punkt  Wx  =^  0  der  Punkt   x^  zn  co    entspricht.      Wir 

Fig.  68. 

b  c 

a ■  X a 

-l  0  +1 


XX 


t 


wollen  die  Funktion  w^  dadurch  über  die  ganze  ;i;a- Ebene  aus- 
dehnen, daß  wir  zwei  symmetrisch  gelegenen  Punkten  %^^  xi 
zwei  harmonische  Pole  Wi^  w[  entsprechen  lassen.  Diese  Funktion 
ist  dann  slu  bc  (Fig.  68)  stetig,  während  an  den  Strecken  ab 
und  ca  die  Beziehung  w'i  =  l/Wi  besteht  Folglich  ist  die 
Funktion 

in  der  ganzen  Xi'^^^^^  stetig  und  also  eine  rationale  Funktion 
Yon  Xi-  Si^  ^^<^  nii^  unendlich  in  der  ersten  Ordnung  für 
jTj  =  00  und  wird  gleich  +  1  für  w;,  =  +  1. 

Daraus  folgt: 

(6)  Z.  =  j(«'.  +  ^), 

und  daraus: 

Daraus    leiten    wir   mittels    der   Bedingungen  (3),    (4)    die 
Funktion  Xi  ^^^i  nämlich: 
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(8)  %.  = 


worin  g  =i  g^  und  C  eine  Konstante  ist 

Bezeichnen  wir  den  Bogen  (6^)  (Fig.  66)  mit  ^,  so  können  wir 

•21 

(9)  fl^=e»>,        5ri  =  e<yi  =  6« 

setzen.    Für  die  Punkte  des  Kreisbogens  ist 

und  demnach  ergibt  die  Formel  (8): 

(10)  ^,  = 1^ ^^ 


cos cos  -       sin  ^-J7 —  sin  ^ — 

Da  X  reell  und  folglich  Xi  reell  und  positiv  sein  soll,  so- 
lange ^  zwischen  0  und  y  liegt,  so  muß  die  Konstante  C  reell 
und  positiv  sein. 

Um  e  als  Funktion  von  x  ^^^  ^^^  ^  zu  erhalten,  wendet 
man  die  Formel  §  188  (9)  an: 

w  w 

Fügt  man  noch  eine  ähnliche  Vergrößerung  oder  Ver- 
kleinerung der  Figur  in  der  jer-Ebene  hinzu,  so  kann  man  auch 
setzen 

w 

worin  h  eine  reelle  Konstante  bedeutet 

Die  Finführung  von  Wi  als  unabhängige  Variable  ergibt 
nach  (8): 

(11)  d£;  —  h 


Wi~^  —  Wi  dwi 


Wi~^  -\-  tvi  —  2co8yi  u;i"  +  ^ 

Für   die  freie  Grenze  kann  man   auch  die  Variable  d'  an- 
wenden, und  findet: 

e~*^  sin—  rf-ö" 
(12)  dz  =  h  —  "" 


.      y   +^       .       y  _    -^' 

2  a  sin  — T —  sin 


2a  2(x 

und  durch  Trennung  des  reellen  vom  imaginären  Bestandteil: 
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X 


=       h 


C08^  Bin—  a-o" 
a 


(13) 


2  a  sin  ^-tt! sm  ^ 

2a  2a 


y  =  —  h 


sin^  sin—  dd 
a 


2a  sm  ^-^r! sin 


2a 


2a 


Ist  der  Kreissektor  abc  nnd  der  Punkt  g  gegeben,  so  findet 
man  die  Richtungen   der  festen  Grenzen  in  der  ;er- Ebene  nach 

Fig.  69.  Fig.  70. 


g 


&• 


g 


§188  (8)  daraus,  daß  sie  mit  der  o;- Achse  den  entgegengesetzten 
Winkel  bilden  müssen,  wie  der  entsprechende  Radius  ab  oder 
ac  mit  der  w- Achse,  und  ebenso  Fig.  71. 

findet  man  die  Richtung,  mit 
der  der  Strahl  ins  Unendliche 
geht  aus  dy/dx  =  —  tang  y. 
Den  Punkt  b  in  der  ^er- Ebene 
kann  man  in  den  Koordinaten- 
anfangspunkt legen,  indem  man 
js  =  0  annimmt  für  w  =  h   Der 

Punkt  c  in  der  xr-Ebene  ist  aber  durch  a  und  y  bestimmt.  Man 
erhält  aus  (11)  durch  Integration: 


+  1 


(U) 


^6 


J  ^1      +  w?i  —  2 


dwi 


cos  yi  Wi 


af  1' 


— 1 


wobei  der  Integrationsweg  im  Innern  des  Halbkreises  W^  ver- 
laufen muß,  und  weder  den  Punkt  0  noch  den  Punkt  g^  be- 
rühren darf. 

Sind  die  festen  Wände  mit  ihren  Endpunkten  in  der  ^-Ebene 
gegeben,  so  ist  dadurch  zunächst  a  direkt  bestimmt,  und  aus 
(14)  erhält  man  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  y  und  ä. 
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Das  Integral  (14)  kann  man  etwa  über  den  in  der  Fig.  72 
mit  1  bezeichneten  Weg  nehmen.  Man  kann  es  statt  dessen 
aber    auch    nach    dem    Cauchyschen    Satze    über    den    Weg  2 

Fig.  72. 


-OD Kl 31 -».OD 


nehmen,  und  ein  um  den  Punkt  g^  herumgeführtes  Integral 
hinzufügen.  Man  erhält  so,  wenn  man  der  Einfachheit  halber 
A  =  1  setzt  [Bd.  I,  §  51,  (2)]: 

(15)  iSTb  —  ^c  =  —  23r2^i-«  -f     ^ j^ — ^, 

^    ^  '  J  w-r^-\-  Wi  —  2co8yi  u;i"  +  i 

wo  jetzt  das  Integral  über  den  Weg  (2)  zu  nehmen  ist  Dieses 
Integral  kann  aber  in  ein  geradliniges  verwandelt  werden,  das 
von  —  1  bis  —  00  und  dann  von  +  oo  bis  -|- 1  geht  Macht 
man  die  Substitution 

(16)  ^^'i  =  T' 

so  geht  t  auf  reellem  Wege  von  —  1  bis  -|- 1  und  man  erhält 
nach  (9): 


(17)     Zb  —  Zc  =  —  2ytie-'Y  —  j 


+  1 

t<'-^dt. 

li  t  +  t-^—  2C08- 

a 


Hierin  ist  die  Potenz  <**  für  positive  Werte  von  t  reell  und 
positiv  zu  nehmen,  während  fe^^*  für  negative  t  reell  und 
positiv  ist  [nach  (16),  weil  we-^**"^  auf  dem  Radius  ac  (Fig. 69) 
positiv  ist].  Man  kann  demnach  das  Integral  (17)  auch  so  zer- 
legen : 

(18)  ^r^  —  ;er<.  =  —  2xie-'*Y 

1  1 

-  j '-^'  i^-^dt  +  e-^^<\         '-'"        t-^dt, 

S  f  4-^1  —  2  cos  ^  i  ^4-<-i+2cos-i- 

und  durch  Trennung  des  reellen  von  dem  imaginären  Bestandteil : 
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1 


Xb  —  Xc  =^  —  2«ßiny  4~  cosa^r  j t^^-^dt, 


;  e  +  ^-1  4-  2  C08  -i- 


1 


(19)  -f ^ — V-^dt, 


0  ^  +  *-i  —  2  cos  -i- 

a 


1 


yj,  —  yc  =  —  2  3rcosy  —  sina^r  I t^-^dt 

•[  e  4-  <-i  +  2  cos  ^ 

a 

§  191. 
Besondere   Fälle. 

Im  allgemeinen  lassen  sich  die  Integrationen,  auf  die  wir 
im  vorigen  Paragraphen  die  Aufgabe  zurückgeführt  haben,  nicht 
weiter  reduzieren.  Ist  aber  a  =  m/n  eine  rationale  Zahl,  so  er- 
hält man  aus  §  190  (11),  wenn  man  h  =  l  setzt,  und  die  Sub- 
stitution 

(1)  Wi  =  e-" 

macht: 

(2)  z  =  —  n\ t^-'dt, 

'  m 

also  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  t  Der  Ausdruck 
durch  Logarithmen  wird  aber  um  so  komplizierter,  je  größer  die 
ganzen  Zahlen  m  und  n  sind. 

Um  den  einfachsten  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir  a  =  1, 
also  w  =  n  =  1,  w  =  Wi  =  t-\  und  erhalten  durch  Integration 
mittels  Zerlegung  in  Partialbrüche  (jg  =;  e*^): 

(3)  g  =  —  t-  glog{t  —  9)  —  r^\og{t  —  sr'). 

und  hieraus  erhält  man  die  Gleichungen  für  die  freie  Grenze, 
wenn  man  t  =  e-*^  setzt 

Aus  §  190  (19)  ergibt  sich  für  diesen  Fall: 

(4)  Xb —  Xc  =  —  2  —  ^siny  —  2cosylogtang  -|, 

yb—  yc  =  —  2yccosy, 

und  es  ist  also,  wenn  y  zwischen  0  und  n/2  liegt,  yb  <^  jfej  und 
wenn  y  zwischen  n/2  und  n  liegt,  yb  >  ye»     Für  y  =  n/2  ist 

B  le  mann- Web  er,  Partielle  Differentialgleiohnngeu.    II.    6.  Aufl.         g2 
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yi,  =  yc.  Die  Differenz  Xt  —  Xe  wird  f ür  y  =  0  positiv  unendlich 
und  ■  ist  negativ  für  y  =  x/2  und  auch  für  y  =  n/4:.  Die 
Fig.  73,  74  zeigen  die  Art  der  Strömung,  von  denen  die  erste 
etwa  für  y  ==  3r/4,  die  zweite  für  y  =  ä/2  gilt 

FiR.  73.  Fig.  74. 


Der  Grenzfall  y  =  0  (ebenso  y  =  tc)  bedarf  noch  einer  be- 
sonderen Betrachtung;  in  diesem  Falle  bleibt  nur  eine  ins 
Unendliche  verlaufende  freie  Grenze  übrig.  Betrachten  wir  der 
Einfachheit  halber  nur  den  Fall  a  =  1 ,  so  können  wir  das 
Resultat  aus  der  Formel  (3)  ableiten: 

(5)  ^  =  _<_2log(<-l)  =  -i-21ogi:=i^. 

Solange  w  reell. ist  und  zwischen  0  und  1  liegt,  ist  jer  =  a:  +  *y 
reell,  und  x  geht  von  —  oo  zu  -j-  oo.  Ist  u?  zwischen  0  und 
—  1  gelegen,  so  erhält  man  den  Wert  von  ;2f,  wenn  man  einen 
Halbkreis  im  positiven  Sinne  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  und 
findet  also 

X  = 2  log ,      V  =  2  Ä. 

"jf  Wenn  w  von  —  0  bis  —  1  geht,  so  geht  x  von  -|-  oo    bis 

1  —  2  log  2 ,  und  y  bleibt  konstant  =  2  ä.  Setzen  wir  endlich 
w  =^  el^^j  so  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  freien  Grenze: 

x  =  —  cos^  —  21og  ^2  sin  -V 

y  =        sin  #  +  sr  -|-  '^. 

Für  ^  =  7c  wird  y  =  2n;  und  x  =  l  —  2  log  2 ,  und  für 
^  =  0  wird  o;  =  -f-  00  und  y  =  n.  Die  Strömung  wird  durch 
Fig.  75  veranschaulicht.  ^ 

Fig.  75.  Fig.  76. 


a- 


Fügt  man    das   Spiegelbild    dieser  Strömung  an   der  Ebene 
1/  =  0  hinzu,  so  kann  man  die  feste  Grenze  ab  weglassen  und 
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erhält  so  den  yon  Helmholtz  zuerst  behandelten  Fall  (Fig.  76), 
wo  ein  Flüssigkeitsstrom  aus  einem  unendlichen  Behälter  in  einen 
von  zwei  parallelen  Wänden  begrenzten  Kanal  einströmt. 


§  192. 
Beispiel  HI. 

Wir  betrachten  noch  einen  Fall,  in  dem  die  Geschwindigkeit 
im  ganzen  Felde  nirgends  verschwindet  Wir  nehmen  für  die 
Fläche  W  ein  Viereck,  das  von  zwei  konzentrischen  Kreisbögen 
und  zwei  Kadien  begrenzt  ist. 

Die  Fig.  77  bis  80  zeigen  die  Gestalt  der  Fläche  W  und 
ihre  Abbildung  auf  die  Flächen  X  und  X^  und  endlich  die 
Fig.  77.  Fig.  7a 

^  e i 1 g 


e 


% 


Xi 


Fig.  79. 


% 


e 


g 


Fig.  80. 


Fig.  8h 


xw' 


wahre  Strömung  durch  die  Abbildung  in  der  jer-Ebene.  Es  strömt 
hier  ein  aus  dem  Unendlichen  kommender  Strahl  in  einen  trichter- 
artig verengten  Kanal,  den  er  mit  vergrößerter  Geschwindigkeit 
wieder  verläßt.  Die  analytische  Lösung  des  Problems  verlangt 
die  Abbildung  des  Vierecks  TT  auf  eine  %a-Halbebene.  Wenn  man 
diese  hat,  so  kann  man  durch  eine  lineare  Substitution  mit 
reellen  Koeffizienten 

32* 


500  Zweiandzwanzigater  Absohnitt.  §192. 

^'  -  Ox,  +  D 
erreichen,  daß  den  Punkten  0  und  oo  in   der  ;|ri- Ebene  die  ge- 
gebenen Punkte  g  und  e  entsprechen.    Dann  erhält  man  %  =  log  Xi 
und  jer  durch  Quadratur. 

Wir  beschränken  die  Aufgabe  nicht  wesentlich,  wenn  wir 
annehmen,  daß  die  begrenzenden  Bögen  von  W  Halbkreise  seien, 
weil  wir  durch  die  Substitution  w  =  w^  andere  Fälle  auf  diesen 
zurückführen  können. 

Eine  solche  Halb -Ringfläche  wollen  wir  so  auf  eine  ^-Halb- 
ebene  abbilden,  daß  den  Punkten  ab  cd  die  Punkte 

e  =  +l,  +1/X,  — 1/x,  —1 

entsprechen,  worin  x  ein   echter  Bruch  ist  (Fig.  81,  82).     Diese 
Abbildungsaufgabe  ist  nahe  verwandt  mit  der,  die  wir  im  §  150 

Fig.  82. 


-±         -1  0  +1  .± 

des  ersten  Bandes  behandelt  haben,  und  läßt  sich  wie  diese 
durch  Theta -Funktionen  lösen.  Wir  S  wollen  hier  aber  einen 
anderen  —  gewissermaßen  den  umgekehrten  —  Weg  einschlagen, 
indem  wir  nicht  t  als  Funktion  von  u;,  sondern  w  als  Funktion 
von  t  darzustellen  suchen. 

Wenn  die  Abbildung  gelungen  ist,  so  ist  w  als  Funktion  von 
t  für  die  obere  ^-Halbebene  bestimmt.  Wir  setzen  diese  Funktion 
dadurch  auf  die  untere  Halbebene  fort,  daß  wir  konjugiert 
imaginären  Werten  <,  t'  von  t  konjugiert  imaginäre  Werte  w»,  w' 
von  u)  entsprechen  lassen.  Dadurch  ist  w  für  alle  Werte  von  t 
bestimmt.  Diese  Funktion  ist  in  der  ganzen  ^Ebene  stetig,  mit 
Ausnahme  der  den  Kreisbögen  entsprechenden  Strecken 

(-1,    +1)     und     (-1/X,     00,     +1); 

auf  diesen  ist,  wenn  r^  und  r^  die  Radien  der  Kreise  sind: 

ww'  =  r^    und     wiv'  =  r/. 
Es  ist  also,  wenn  wir  längs  der  reellen  ^-Achse,  wobei  r^  und 
r^  konstant  bleiben,  differentiieren : 

dlogu; dlogw' 

dt      ~  d^' 
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und  folglich  ist 

(!)  fJfi£)'=  *(o 

in  der  ganzen  ^-Ebene  stetig  und  mithin  eine  rationale  Funk- 
tion von  L 

Da  w  in  der  ganzen  ^- Ebene  nicht  yersch windet,  so  kann 
0(t)  nur  in  den  Stellen  unendlich  werden,  in  denen  dw/dt  un- 
endlich wird,  und  dies  kann  nur  eintreten  in  den  Verzweigungs- 
punkten ±  1,  ±  l/x.  Es  ist  aber  z.  B.  die  Entwickelung  von  w 
in  der  Umgebung  des  Punktes  1  von  der  Form: 

w  —  r,=  ^l  —  t  [a,  +  Ol  (1  -  0  +  •••]i 
worin  a^  von  Null  verschieden  ist,  weil   einem  halben  Umlaufe 
in  der  ^- Ebene   um  den  Punkt  1   ein  Viertel  Umlauf   um   den 
Punkt  a  in  der  ii;-Ebene  entspricht.    Daraus  aber  ergibt  sich,  daß 

^^      ^  dt 

für  ^  =  1   endlich  bleibt.     Da  Ähnliches  für  die  anderen  drei 
Punkte  6,  c,  d  gilt,  so  folgt,  daß 

(2)  (l  —P)  (1  —  xH^)0{t) 
in  der  ganzen  ^- Ebene  endlich  und  stetig  ist. 

Für  t  z=  CO  hat,  wie  aus  der  Symmetrie  hervorgeht,  w  den 
Wert  iVa,  und  da  dieser  Punkt  kein  Verzweigungspunkt  ist,  so 
beginnt  die  Entwickelung  von  w  —  ir^  nach  fallenden  Potenzen 
von  t  mit  der  —  Iten  Potenz,  folglich  die  von  dw/dt  mit  der 
—  2ten  Potenz,  und  die  von  0(t)  mit  der  — 4ten  Potenz  von  t. 
Die  Funktion  (2)  ist  also  im  Unendlichen  endlich,  und  muß  daher 
gleich  einer  Konstanten  C^  sein. 

Wir  erhalten  folglich  aus  (1): 

(3)  d}ogw_ G 

<^i  V(l  —  t»)  (1  —  xH») 

Zur  Bestimmuiig  der  Konstanten  C  und  x  und  einer  additiven 
Konstante  der  Integration  hat  man  die  zusammengehörigen  Werte 

t  =  +  1,  «-"  =  i  »"u 

Dazu  kommt  noch,  wie  man  wieder  aus  der  Symmetrie  schließen 
kann,  das  zusammengehörige  Wertepaar 

(5)  t  =  Oj  w  =  ir^. 
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Demnach  erhalten  wir: 

i 


(6)  log^=cf,  ^* 

^  '  »n  J  V(l  — 1>)  (1  —  xH*) 

Setzt  man  noch  in  üblicher  Weise 


J  }/(i-t»)  a  —  x»t»y 


dt 

5  \{l-P){l-x»i^) 
(7)  i. 


iK' 


_  f  <^* 


J  V(l  -  t^)  (1  -  xH») 

und  bestimmt  die  Vorzeichen  so,  daß  K  und  JT'  positiv  sind, 
so  folgt  aus  (4)  und  (6): 


(8) 


iCK'=  log  ^^, 


also: 

(9)  ?^=log^,,         e     i^    =r^  =  g 


K  ^^  r»'  r 


s 


In  der  Bezeichnungsweise  der  elliptischen  Funktionen  ¥drd 
nach  (6) 

(10)  t  =  sinam  ^-^  log  j^  j , 

woraus  man  Ausdrücke  für  t  durch  logii?  mit  Hilfe  der  Theta- 
Funktionen  erhalten  kann. 

Hat  man  so  die  Abbildung  der  Fläche  W  auf  die  ^- Ebene 
gefunden,  so  erhält  man  Xi  als  lineare  gebrochene  Funktion  von 
t  und  endlich  %  und  z  nach  §  190  (1)  und  §  188  (9). 


Dreiundzwanzigstej  Abschnitt. 

Fortpflanzungr  von  Stößen  in  einem  Oase. 


§  193. 
Thermodynamik. 

Die  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  §  163,  164  ge- 
nügen allein  noch  nicht,  die  unbekannten  Funktionen  zu  be- 
stimmen. Denn  wir  haben  zur  Bestimmung  der  fünf  Funktionen 
w,  v,  w,  9,  p  nur  vier  Gleichungen  [bei  Voraussetzung  der  Euler- 
schen  Form  die  Gleichungen  §  164  (2)  (4)].  Es  muß  anderswoher 
noch  eine  Gleichung  kommen,  die  man  in  einer  Relation  zwischen 
Druck  und  Dichtigkeit  sucht  Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  hilft 
man  sich  dadurch,  daß  man  die  Dichtigkeit  konstant  nimmt. 
Bei  der  Bewegung  yon  Gasen  spielt  aber  gerade  die  Dichtigkeits- 
änderung  eine  wesentliche  Rolle.  Die  Dichtigkeit  hängt  außer 
von  dem  Druck  noch  von  der  Temperatur  ab,  und  wenn  wir 
auch  zwischen  Druck,  Dichtigkeit  und  Temperatur  das  Boyle- 
Mariotte-Gay-Lussacsche  Gesetz  haben,  so  wird  eben  hier- 
durch noch  eine  weitere  unbekannte  Funktion,  die  Temperatur, 
eingeführt  und  bei  einer  allgemeinen  Behandlung  des  hydro- 
dynamischen Problems  müßte  auch  noch  die  Wärmeleitung  be- 
rücksichtigt werden.  Ob  hier  mit  einiger  Annäherung  noch  die 
Gesetze  der  Wärmeleitung  in  festen  Körpern  angewandt  werden 
könnten,  ist  sehr  fraglich.  Zum  mindesten  müßte  die  Leitfähig- 
keit der  Gase  für  Wärme  als  Funktion  der  Dichtigkeit  betrachtet 
werden,  worüber  wir  wiederum  kein  Gesetz  kennen. 

In  manchen  Fällen  kann  man  mit  einer  gewissen  Annäherung 
die  Temperatur  als  konstant,  d.  h.  die  Wärmeleitung  als 
unendlich  groß  annehmen  und  dann  gibt  uns  eben  das  Boylesche 
Gesetz  die  gesuchte  «Abhängigkeit  zwischen  Druck  und  Dichtigkeit. 
In  anderen  Fällen,  z.  B.  in  dem  Fall  schneller  Luftscbwingungen, 
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wird  man  mit  der  entgegengesetzten  Annahme  der  Wirklichkeit 
näher  kommen,  nach  der  bei  solchen  Bewegungen  überhaupt  kein 
Wärmeaustausch  stattfindet,  der  Vorgang  also,  wie  man  sich 
ausdrückt,  adiabatisch  ist  Unter  dieser  Voraussetzung  ge- 
winnt man  die  noch  fehlende  Gleichung  aus  der  Thermo- 
dynamiki). 

Bezeichnen  wir  mit  p  den  Druck,  mit  q  die  Dichtigkeit,  mit 
T  die  Temperatur  in  Zentesimalgraden  von  dem  sogenannten 
absoluten  Nullpunkt,  d.  h.  von  — 273^  an  gerechnet,  mit  jR  eine 
Konstante,  so  gibt  uns  das  Bojle-Gay-Lussacsche  Gesetz  die 
Beziehung : 

(1)  p  =  BTq 

oder,  wenn  v  =  l  ;q  das  spezifische  Volumen  ist: 

(2)  pv  =  MT. 

Hiemach  ist  der  Zustand  des  ruhenden  Gases  durch  zwei 
der  Größen  T,  jp,  q  oder  v  bestimmt 

Wenn  dem  Gase  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  d  Q  zu- 
geführt wird,  so  ist  dQ  eine  lineare  Funktion  der  zwei  unab- 
hängigen Differentiale,  aber  kein  vollständiges  Differential.  Man 
kann  also  nicht  von  einem  Wärmeinhalt  Q  als  Funktion  des 
Zustandes  des  Gases  reden.  Dagegen  ist  nach  dem  zweiten 
Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  der  Quotient 
dQ:T  ein  vollständiges  Differential  einer  Funktion  S,  die  die 
Entropie  genannt  wird: 

(3)  dS  =  -f  =  ^dp+-dv, 
und  nach  (2)  hat  man 

^*^  T  ~  p   ^    V 

Um  dS/dp  und  dS/dv  zu  bestimmen,  nehmen  wir  einmal  p  kon- 
stant, also  dj>  =  0,  das  andere  Mal  v  konstant,  also  rfv  =  0, 
und  erhalten: 

dpQ  =  v^^dpT=c,d^T, 
d,.Q  =  p^d,T=c„d,T, 

^)  Über  eine  neue  Anschauung  über  die  Grundbegriffe  der  Thenno- 
dynamik,  besonders  des  Begriff  es  der  Wärmemenge,  sehe  man  die  Abhandlung 
von  Oaratheodory:  „Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Thermo- 
dynamik, Mathematische  Annalen,  Bd.  67  (1909). 
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dS 

V  —  — 
dv 

^'. 

dS 

Cv 
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wenn 

(5) 

gesetzt  ist.  Es  sind  dann  Cp  und  c«  die  Wärmemengen,  die  er- 
forderlich sind,  um  in  der  Masseneinheit  die  Temperatur  bei 
konstantem  Druck  und  bei  konstantem  Volumen  um  einen  Grad 
zu  erhöhen  und  heißen  die  spezifischen  Wärmen  bei  kon- 
stantem Druck  und  bei  konstantem  Volumen.  Nach  Ver- 
suchen Yon  Regnault  sind  die  beiden  spezifischen  Wärmen  von 
Druck  und  Temperatur  unabhängig,  also  Konstanten  des  Gases. 
Ihr  Verhältnis 


(6)  *  =  r' 


das  in  der  Folge  eine  besonders  wichtige  Rolle  spielt,  hat  nach 
den  neuesten  Versuchen  von  Massen  u.  a.^)  für  atmosphärische 
Luft  und  wahrscheinlich  auch  für  alle  zweiatomigen  Gase  den 
Wert  1,405. 

Für  die  Entropie  erhält  man  hiemach: 

(7)  -^-  =  dS=  c^dlogp  +  Cpdlogv 

=  Cp(dlogp  -|-  fcrflogt;)  =  Crd\og{p'i^) 
und  folglich: 

(8)  S  =  Cy  \ogpv^  -|-  const. 

Die  zugeführte  Wärmemenge  d  Q  wird  zum  Teil  zur  Tempe- 
raturerhöhung, zum  Teil  zur  Arbeitsleistung  verwandt.  Die  Er- 
fahrung rechtfertigt  bei  idealen  Gasen  die  Annahme,  daß  die 
zugeführte  Wärme  eine  andere  Energievermehrung  als  die  Tem- 
peraturerhöhung und  die  äußere  Arbeit  nicht  bewirkt  2).  Wenn 
also  zunächst  die  Temperatur  bei  konstantem  Volumen,  also 
ohne  Arbeitsleistung,  um  d  T  erhöht  wird,  so  ist  dazu  die  Wärme- 
menge c^dT  erforderlich,  der  übrige  Teil  der  Wärme  wird  auf 
die  Arbeitsleistung  gegen  den  Druck  verwendet  und  diese  Arbeit 
ist  pdv.  Wenn  wir  also  die  Wärmemenge  in  mechanischem  Maße 
messen,  so  ist  nach  dem  ersten  Hauptsatz  der  mechanischen 
Wärmetheorie : 


0  Ann.  de  cLim.  et  de  phys.,  111.  8er.»  T.  53. 

')  Biemann    beruft    sich    zur   Beehtfertigung    dieser   Annahme    auf 
Versuche  von  Begnault  und  Joule. 
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(9)  dQ=pdv  -{-CvdT 

und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  aus  (7)  den  Wert  yon  d  Q 
substituiert : 

pdv  =  —  CvdT "{-  {Cvdlogp  -{-  Cpdlogv)Ty 

und  wenn  man  aus  (4)  den  Wert 

dT=  T(d\ogp  +  dlogv) 

entnimmt : 

pdv  =  {Cf  —  Cv)  Tdlogv, 

also,  wenn  man  dv  ^=^  vdlogv  setzt: 

pv  =  (Cp  —  c„)T 
und  folglich  nach  (2): 

Wird  dem  Gase  die  Wärmemenge  d  Q  und  die  Arbeit  dA  zu- 
geführt, so  wächst  die  Energie  des  Gases  um 

de  =  dQ  +  dA, 

und  da  die  zugeführte  Arbeit  — pdv  ist,  um 

de  ^=  dQ  —  pdv 
und  nach  (9): 

(10)  de  =  c^dT. 

Die  Energiezunahme  ist  also  allgemein  mit  der 
Temperaturerhöhung  proportional. 

Nach  (10)  ist  de  ein  vollständiges  Differential  und  man 
kann  daher  eine  Funktion  c,  die  mit  der  Temperatur  propor- 
tional ist,  als  Energie  des  Gases  erklären. 

Ist  der  Vorgang  adiabatisch,  d.  h.  geht  er  ohne  Wärme- 
abgabe Yor  sich,  %o  ist  dQ  -=  0  und  folglich : 

(11)  de  =  — pdv. 

Es  ist  dann  auch  dS  =  0  und  folglich  S  konstant 

Wir  können  daher  einen  adiabatischen  Vor- 
gang auch  als  Vorgang  konstanter  Entropie  (isen- 
tropisch)  bezeichnen. 

Nach  (8)  ist  unter  dieser  Voraussetzung: 

(12)  'px^  =  a2 

eine  Konstante,  oder  mit  Einführung  der  Dichtigkeit  q: 

(13)  p  =  a^gK 
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Wenn  man  die  additive  Konstante  in  (8)  gleich  Null  setzt, 
80  ergibt  sich  für  die  Entropie: 

(14)  S  =  c„logaa, 
und  für  die  Temperatur: 

(15)  RT  =  pv  =  a^^fc-i, 

und  endlich  für  die  Energie  nach  (11)  und  (13): 

(16^  e  —  c  r  — ^'^'"'—        P 

(Ib)  ,_c,i_^_^____. 

Dieser  Ausdruck  e  bezieht  sich  auf  die  Masseneinheit.  Es 
ist  danach  die  Energie  der  Masse  m  vom  Volumen  v 

(17)  "^'=k-^i- 

Diese  Begriffsbildungen,  die  aus  der  Betrachtung  ruhender 
oder  langsam  bewegter  Gase  gewonnen  sind,  werden  nun  auf 
jeden  Bewegungsvorgang  angewandt. 

§194. 
Differentialgleichungen  für  ebene  Luftwellen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Problemen  der  Bewegung  gas- 
förmiger Flüssigkeiten,  in  denen  die  Dichte  q  als  eine  ge- 
gebene Funktion  des  Druckes  betrachtet  wird. 

Die  Differentialgleichungen,  die  in  diesem  Falle  die  un- 
bekannten Funktionen,  nämlich  die  Dichte  und  die  Komponenten 
der  Geschwindigkeit,  bestimmen,  sind  nicht  linear,  und  ihre 
Integration  bietet  daher  große  Schwierigkeiten.  Es  sind  zwei 
Wege  eingeschlagen  worden,  um  diese  Differentialgleichungen  zu- 
gänglich zu  machen,  und  physikalisch  verwendbare  Resultate 
daraus  zu  ziehen.  Bei  dem  ersten  werden  die  Geschwindigkeiten 
und  die  Dichtigkeitsänderungen  der  Gasteilchen  als  unendlich 
klein  angesehen,  und  man  führt  durch  diese  Annahme  die  Diffe- 
rentialgleichungen auf  lineare  zurück,  die  in  speziellen  Fällen  eine 
Integration  gestatten,  durch  die  dann  die  wahren  Vorgänge  mit 
einer  gewissen  Annäherung  dargestellt  werden.  Die  mathe- 
matischen Hilfsmittel,  die  hierbei  anzuwenden  sind,  sind  wesent- 
lich dieselben,  die  wir  im  fünfzehnten  Abschnitte  auf  die  elektro- 
magnetischen Schwingungen  angewandt  haben,  und  wir  gehen 
hier  nicht  mehr  darauf  ein. 
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Mathematisch  yon  weit  höherem  Interesse  ist  der  Weg,  den 
uns  Riemann  eröffnet  hat,  der  in  gewissen,  besonders  einfachen 
Fällen  die  allgemeinen  Differentialgleichungen  ohne  Vemach* 
lässigung  integriert  hat^).  Wir  versuchen,  im  folgenden  ein  Bild 
und  einige  spezielle  Anwendungen  dieser  Untersuchungen  zu  geben. 

Die  vereinfachenden  Voraussetzungen,  die  wir  machen,  sind 
die  folgenden.  Wir  sehen  zunächst  von  der  Wirkung  äußerer 
Kräfte,  wie  z.  B.  der  Schwerkraft,  gänzlich  ab.  Der  Einfluß 
solcher  Kräfte  wird  in  der  Tat  bei  Vorgängen,  wie  es  die  Schall- 
schwingungen in  der  Luft  sind,  unmerklich  sein. 

Wir  nehmen  femer  an,  daß  alle  Bewegungen  nur  parallel 
mit  der  or-Achse  erfolgen  (longitudinale  Wellen)  und  daß  der  Be- 
wegungszustand in  allen  Punkten  einer  Ebene,  die  auf  der  o;- Achse 
senkrecht  steht,  derselbe  sei,  daß  also  Geschwindigkeit  und 
Dichtigkeit  nur  von  einer  räumlichen  Koordinate  x  abhängen. 
Wir  brauchen  hierbei  diese  Ebenen  nicht  als  unbegrenzt  anzu- 
nehmen, sondern  es  paßt  diese  Annahme  auch,  sofern  man  von 
der  Reibung  des  Gases  an  den  Wänden  absieht,  auf  die  Be- 
wegung der  Luft  in  zylindrischen  Röhren,  z.  B.  in  Orgelpfeifen. 

Von  dem  Einflüsse  einer  Begrenzung  in  der  2:-Richtung  sehen 
wir  gleichfalls  ab,  denken  uns  also  die  Röhre,  in  der  eine  solche 
Bewegung  vor  sich  geht,  als  unendlich  lang. 

Wenn  wir  den  Vorgang  als  adiabatisch  voraussetzen,  so  ist 
nach  §  193  (13): 

(1)  p  =  a^Q\ 

und  damit  ist  die  Anzahl  der  unbekannten  Funktionen  mit  der 
Anzahl  der  Gleichungen  in  Übereinstimmung  gebracht. 

Dann  ergeben  sich  aus  §  164  (2)  und  (4)  für  diie  unbekannten 
Funktionen  w,  q  und  p  die  Differentialgleichungen: 

8ti  du      .  _  _  j_  ßp 

öt  '^  ^  dx        ~        Q  dx 

^'^  dlogQ    ,        8logp  du 

dt     ^         dx  dx 

*)  über  die  Fortpflanznng  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 
weite. Abhandlungen  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  VIII, 
1860.  Biemanns  Werke,  zweite  Auflage,  S.  156.  Vgl.  ein  Beferst  von 
Christo  ff  el,  Fortschritte  der  Physik  15,  123. 

Unabhängig  von  Biemann  und  ungefähr  gleichzeitig  ist  eine  Unter- 
suchung von  Earnshaw  (Philosophical  Transactions  1860),  die  das  Problem 
in  ähnlicher  Weise  angreift,  aber  nicht  so  weit  führt.  Ein  Versuch  einer 
Verallgemeinerung  ist  von  Lipschitz  gemacht  (Grelles  Journal  100,  1885). 
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Nimmt  man  für  ^  =  0  die  Funktionen  u  und  log  q  als  Funk- 
tionen Yon  X  als  gegeben  an,  so  erhält  man  aus  (I)  die  Diffe- 
rentialquotienten du/dt^  dlogg/dt  für  ^  =  0  gleichfalls  als 
gegebene  Funktionen  yon  x,  und  durch  fortgesetzte  Differentiation 
nach  t  kann  man  auch  die  höheren  Differentialquotienten  bilden. 
Demnach  kann  man  unter  der  Voraussetzung  des  Tajl ersehen 
Lehrsatzes  diese  Funktionen  nach  Potenzen  von  t  entwickeln  und 
die  Entwickelungskoeffizienten  sind  eindeutig  bestimmt.  Die  Fjin- 
deutigkeit  der  Lösung  ist  hierdurch  aber  nur  so  weit  erwiesen, 
als  diese  Voraussetzungen  zutreffen,  und  wenn  Unstetigkeiten 
eintreten,  so  wird  es  in  der  Tat  unter  Umständen  mehrere  Zu- 
stände geben,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe  formal  genügen, 
wenn  auch  von  diesen  yoraussichtlieh  nur  einer  physisch  mög- 
lich ist. 

§  195. 

Fortpflanzung  von  Unstetigkeiten. 

Aus  den  Differentialgleichungen  (I)  sind  u  und  q  als  Funk- 
tionen von  X  und  t  zu  bestimmen,  wenn  diese  Größen  in  einem 
Augenblick  ^  =  0  als  Funktionen  von  x  gegeben  sind.  Sind 
diese  Anfangswerte  stetige  Funktionen  von  x^  so  werden  sie 
sich  zunächst  diesen  Differentialgleichungen  gemäß  ändern,  aber 
es  wird,  wie  wir  später  noch  sehen  werden,  in  den  meisten  Fällen 
eintreten,  daß  sie  im  Laufe  der  Zeit  in  unstetige  Funk- 
tionen von  X  übergehen.  Von  da  an  genügen  dann  die  Diffe- 
rentialgleichungen allein  nicht  mehr,  um  den  ferneren  Verlauf 
der  Funktionen  zu  bestimmen.  Es  muß  für  diesen  Fall  durch 
besondere  Betrachtungen  das  Gesetz  der  Fortpflanzung  der  Un- 
stetigkeiten ermittelt  werden. 

Es  sei  also  zur  Zeit  t  bei  x  =  ^  eine  Stelle,  wo  sich  die 
Funktionen  u  und  q  unstetig  ändern  und  wir  nehmen  zu- 
nächst an,  daß  sich  eine  solche  Unstetigkeitsstelle 
einheitlich,  d.  h.  ohne  sich  in  mehrere  Unstetigkeits- 
stellen  zu  teilen,  mit  der  Zeit  fortbewege.  Das  Gesetz 
dieser  Fortbewegung  ist  aufzustellen,  und  dies  gelingt  durch  Be- 
trachtungen, die  denen  ganz  analog  sind,  aus  welchen  die  Diffe- 
rentialgleichungen selbst  abgeleitet  worden  sind. 

Wir  bezeichnen  mit  ti^,  q^  die  Werte  der  Funktionen  ti,  g 
für  X  =  ^  —  0  und  mit  Wj»  9%  die  Werte  derselben  Funktionen 
an   der  Stelle  £  -|~  ^*     ^^  Zeitelemente  dt  habe  sich  die   Un- 
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Fig.  83. 


stetigkeitssteile  um  die  Strecke  d|  fortbewegt  Die  erste  der 
aufzustellenden  Bedingungen  drückt  die  Kontinuität  der  Masse 
aus.  Wir  betrachten  einen  der  ^e:- Richtung  parallelen  Zylinder 
(Xi  x^)  vom  Querschnitt  ci,  der  die  Stellen  |  und  ^  -{-  d^  in  sich 
enthält,  von  beliebiger,  aber  unendlich  kleiner  Höhe  rr,  —  x^ 
(Fig.  83).  Durch  die  Grundfläche  co  bei  x^  fließt  in  der  Zeit  dt 
die  Gasmasse  Ui  Qi  cndt  in  den  Zylinder  ein,  und  durch  die  End- 
fläche CO  bei  x^  fließt  die  Gasmasse 
u^Q^mdt  aus.  Der  Gewinn  an  Masse 
in  dem  ganzen  Zylinder  ist  daher 
0*1  Pi  —  u^Q^(Qdt 
Ist  df  positiv,  so  bleibt  die  Dich- 
tigkeit Q  zwischen  x^  und  i  (bis  auf 
eine  unendlich  kleine  Größe)  ungeändert  gleich  q^  und  ebenso 
zwischen  ^  -\-  d^  und  x^  gleich  q^.  In  der  Strecke  d|  ist  aber 
die  Dichtigkeit  von  q^  ^^  Q\  gestiegen,  und  demnach  muß  die 
zugeströmte  Masse  gleich 

(Pi  —  9%)^di 
sein.    Hieraus  ergibt  sich  die  erste  Bedingung: 


I 


'i 


g^r 


Xg 


->x 


0) 


^i9i 


dl 


-  *<2  ^2  =  {Q\   —    ^0  37  1 

die  auch  für  negative  d|  unverändert  gültig  bleibt 

Die  Geschwindigkeiten   der  Gasmasse   sind  (bis  auf  unend- 
lich kleine  Größen)  in  dem  Zylinder  (ar^  x^  ungeändert  geblieben, 
abgesehen  von  der  Schicht  ä|. 
Setzen  wir 

(2)  "  =  «-§'        • 

SO  ist  V  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  ein  Gas- 
teilchen, das  die  Geschwindigkeit  u  hat,  gegen  die  Unstetigkeits- 
stelle  hin  bewegt  i).  Die  Bedingung  (1)  läßt  sich  dann  auch  so 
schreiben : 

(3)  Q^V^   =(^2^2, 

oder  auch,  weil  t?2  —  v^  =  u^  —  %  ist: 

(4)  (p,  —  Q^)y,  =  Q^{u^  —  u^), 

und  es  ist 

Q^V^odi  =  Q^ViCi^dt  =  ft 

*)  V   hat  hier   eine   andere   Bedeutung  wie    oben,   wo   es,  wie   in   der 
Thermodynamik  üblich,  das  spezifische  Volumen  bedeutete. 
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die  Gasmasse,  die  in  der  Zeit  dt  ia  der  positiven  Richtung  durch 
die  Unstetigkeitsstelle  während  deren  Bewegung  Ton  |  nach  ^-^d^ 
hindurchgedrungen  ist. 

Die  Geschwindigkeit  dieser  Gasmasse  ist  von  tf^  in  Uj  über- 
gegangen, und  sie  hat  also  die  Geschwindigkeitszunahme  u^  —  Uj 
=  v^  —  Vj  erfahren.  Die  Kraft,  die  diesen  Geschwindigkeits- 
unterschied bewirkt  hat,  ist  aber  der  Druckunterschied 

(l>i  —  Pü)  «»• 
Nach  einem  Grundgesetz  der  Mechanik  ist,  wenn  eine  Stoß- 
kraft während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  auf  eine  Masse  wirkt, 
das  Produkt  aus  der  Kraft  und  der  Zeit  gleich  dem  Produkte 
aus  der  Masse  und  dem  Geschwindigkeitszuwachse ,  und  es  ist 
also  aus  (3)  und  (4) 

(Pl   —  Pi)<i^dt  =  (Vj  Vi)QiViC0dt, 

woraus  sich  die  zweite  Bedingung  ergibt: 

(5)  Pi—Pi  =  K  —  «?i)  Qi  Vi  =  (wj,  —  Wi)  9i  Vi. 

Die  Bedingung  (1)  heißt  die  Kompatibilitätsbedingung, 
(5)  die  Impulsbedingung. 

Es  kommt  eine  dritte  Bedingung  hinzu,  die  wir  die  Energie- 
bedingung nennen  wollen. 

Nach  §  193  ist  die  auf  die  Masseneinheit  bezogene  äußere 
und  innere  Energie  eines  bewegten  Gasteilchens: 

und  folglich  ist  der  Energieverlust  der  Masse  /l(,  im  Zeitelement  dt^ 
beim  Durchdringen  der  Unstetigkeitsfläche: 

[j«-W)+(r^(a-a)]^ 

Die  Arbeit,  der  dieser  Energieyerlust  entspricht,  besteht  nun 
darin,  daß  die  vordere  Fläche  der  Schicht  fi  gegen  die  Druck- 
kraft p^cD  um  U2dt  verschoben  ist  und  die  hintere  Fläche  in 
der  Richtung  des  Druckes  PiCj  um  ii^dt  Die  Gesamtarbeit,  die 
geleistet  ist,    findet  sich  daher: 

(^2 1*2  —piUi)a>dt. 
Der  Satz  von  der  Energie  gibt  also: 

und  dies  ist  die  Energiebedingung. 
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Wenn  wir  q^v^  aus  (4),  (5),  (6)  eliminieren,  so  erhalten  wir 
zwei  Bedingungen,  die  nnr  noch  die  Unstetigkeiten  von  u,  j),  q 
enthalten,  nicht  mehr  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Un- 
Stetigkeitsfläche.    Schreibt  man  nämlich  (4)  und  (5)  in  die  Form : 

(Pi  —  9a)  Vi  Qi  =  Qi  C^aK  —  ^1)1 
(Pi  — -P2)  =(^2  -  Wi)pit?n 

80  erhält  man  durch  Multiplikation: 

(9i  —  93)  CPi  —  JPa)  =  Qi  Q%  («2  —  «<l)^ 
und  wenn  man  (6)  mit  Uj  —  t^  multipliziert  und  (5)  benutzt: 

|^u,3  _  1*^2  4.  _>_  ^|i -^  ?i^  j  (p^ 

Ordnet  man  diese  Ausdrücke,  so  erhält  man  die  gesuchten 
Bedingungen : 


IL 


Eliminiert  man  (u,  —  u,)*   und   hebt  p^  —  p^  heraus,    so 
ergibt  sich: 
/•7X  Pi  _  (fe  4-  1)  g,  —  (fc  —  1)  e, 

^^  !>,- (Ä4-i)p»-(Ä-i)(>i  • 

wodurch  das  Verhältnis  p^ :  p^  durch  das  Verhältnis  Qi :  p2  aus- 
gedrückt werden  kann. 

Mit  der  Unstetigkeit  von  p  und  g  ist  eine  Unstetigkeit  in 
der  Temperatur  yerbunden,  für  die  man  aus 

(8)  RT=^ 

Q 

{q\  II  —  PlR3  —  g2[(fe+l)(>i  —  (k  —  l)Q^] 

^^  T,        p^Qi        Qi[{k+l)92-{k-l)Qi] 

erhält.  Da  die   Temperatur  weder  Null,  noch   unendlich  oder 

negativ  werden  kann,  so  folgt  hieraus: 

fc-1  ^  £1  ^  fe  +  l 
k-j-l^  Q^^  k  —  l 

Wenn  wir  jetzt  mit  Hugoniot  die  Annahme  machen,  daß 
die  Konstante  a  in  dem  Poisson sehen  Gesetz  zu  beiden  Seiten 
der  Unstetigkeitsstelle  verschiedene  Werte  habe,  also 
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sei,  80  ergibt  sich  aus  (7),  wenn  wir  zur  Abkürzung 

setzen : 

Ol  _  ik_±t)q-J]c--i) 

o»-(fc+.l)-(fc«-l)g^  ' 
und  nach  §  193  (14)  folgt  hieraus  für  die  Entropie: 

(10)  ^-^*  =  log  |,  =  -fclog3  +  log[(Ä  +  1)3  _  (Ä  -  1)] 

-  log  [(fc  +  1)  -  (*  -  1)  «]. 
Dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  g  =  1  ist  und  seine 
Derivierte  in  bezug  auf  q  ist 

h(q  —  1)«  (k»  —  1) 
2  [(3  +  1)*  -k'{q-  m ' 
also  positiv  wenigstens  solange  als    * 

Es  wächst  also  Si  —  /Sg  mit  q  und  es  ist 

^1  —  Sa  >  0,    wenn    3  >  1,     Pi  >  921 
Si  —  /Sj  <  0,        „        q<  1,     pi  <  c>2. 

Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Unstetigkeitsstelle 
erhalten  wir  aus  (3)  und  (5): 

(11)  '  f  QiJQx  —  Q^y 

und  in  diesen  beiden  Ausdrücken  muß  das  Vorzeichen  nach  (3) 
übereinstimmen.    Aus  (11)  erhält  man  endlich  durch  (2): 


III. 


^  _  „   +  l/g» (Pi  —P») 
dt  *  —  f  Qi{Qi—9a) 


=  ti   +  l/p'  (^1  ~  P«) 

*~r  p»(9i— pj)' 

woraus  folgt,  in  Übereinstimmung  mit  der  ersten  Gleichung  II: 


(12) 


f  Qi  Qi  KQi  —  Qi) 


Grelten  die  oberen  Zeichen,  so  ist  d^/dt  größer  als  u^  und 
1^2  und  die  Unstetigkeitsstelle  bewegt  sich,  relativ  zu  der  Gas- 

Biemann-Weber,  Partielle  Difl erentialgleichangen.    II.    6.  Aufl.         3g 
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masse,  in  der  Richtung  der  positiven  o^^-Achse.  Aus  (12)  folgt, 
daß  Ui  —  u^  und  Qi  —  g^  das  gleiche  Zeichen  haben.  Wir 
nennen  in  diesem  Falle  die  Unstetigkeit  einen  vorwärts 
schreitenden  Stoß,  womit  nicht  gesagt  sein  soll,  daß  di;dt 
positiv  sein  müßte. 

Gelten  in  III.  die  unteren  Zeichen,  so  sprechen  wir  in 
demselben  Sinne  von  einem  rückwärts  schreitenden  Stoße. 
In  diesem  Falle  haben  u^  —  Ug  und  (f^  —  q^  entgegengesetzte 
Zeichen.    Wir  haben  hiemach  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 

Vorwärts  schreitende  Stöße: 

1.  Wi  —  t^a  >  0,    Qi  —  Pa  >  0,    Verdichtungsstoß, 

2.  Ui  —  «2  <  0,    Qi  —  Pa  <C  0,    Verdünnungsstoß. 

Rückwärtsschreitende  Stöße: 

.    3.    Wj  —  %  >  0,     Qi  —  Pa  <C  0,     Verdichtungsstoß, 
4.    Uj  —  t*a  <C  0,    Qx  —  C>a  >  ö,    Verdünnungsstoß. 

In  den  Fällen  1.,  3.  bewegen  sich  die  Gasteilchen  zu  beiden 
Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  gegeneinander,  und  die  dich- 
teren Teile  folgen  den  weniger  dichten  (in  der  Richtung  des 
Fortschreitens  des  Stoßes).  Es  werden  die  Gasteile,  die  von  dem 
Stoße  erreicht  werden,  eine  plötzliche  Verdichtung  erfahre^. 

In  den  Fällen  2.  und  4.  bewegen  sich  die  Gasteilchen  zu 
beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  auseinander.  Im  Fort- 
schreiten des  Stoßes  erfahren  die  G asteile  eine  plötzliche  Ver- 
dünnung. 

Bei  einem  vorwärts  schreitenden  Stoß  treten  die  Gasteilchen 
nach  rückwärts,  also  von  2  nach  1,  durch  die  Stoßstelle  hindurch. 
Nach  dem  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
muß  hierbei  die  Entropie  wachsen.  Also  muß  q^  >  q^  sein 
[nach  (10)].  Ebenso  ergibt  sich,  daß  bei  einem  rückwärts  schreiten- 
den Stoß  pi  <C  (>2  sein  muß. 

Verdünnungsstöße  können  also  nicht  vorkommen. 

§  196. 

Erste  Partikularlösung. 

Wir  beginnen  mit  einem  speziellen  Fall,  aus  dem  Lord  Rayleigh 
seinen  Einwand  gegen  die  Riemann sehen  Bedingungen  her- 
geleitet hat. 
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Die  Differentialgleichungen  §  194  I.  sind  offenbar  erfüllt,  wenn 
wir  ti,  9,  p  konstant  annehmen.  Die  Konstanten  können  aber, 
wenn  Unstetigkeit  vorhanden  ist,  in  verschiedenen  Intervallen 
verschieden  sein.  Wir  nehmen  eine  ruhende  Unstetigkeitsfläche 
bei  £  =  0  an.  Dadurch  wird  der  von  dem  Gas  erfüllte  Raum 
in  zwei  Teile,  Ti,  rj,  zerlegt  und  es  sei 

inti:a:<0    w  =  t*i,    Q  =  Qi,    p  =  Pi, 
in  Tj :  X  >>  0     w  =  tij,     p  =  p^,    p  =  p^. 

Können  wir  mit  diesen  Annahmen  den  Bedingungen  II,  lU  §  195 
genügen  ? 

Zunächst  ergibt  sich,  wenn  wir  d^/dt  =  0  setzen  und  in 
III.  das  obere  Zeichen  nehmen: 


—i/f. 


(P1—P2) 


u^  =  —  l/^^(^i~^^)^ 

wodurch  zugleich  die  erste  Bedingung  II  (1)  und 

(2)  PiWi  =  p,M, 

befriedigt  ist,  und  wenn  wir  zwischen  pi^  Qi^  P2^  9%  ^^^  zweite 
Relation  II  festsetzen: 

(3)  \{Pi  +  P2)  iQi  —  Qi)  =  j^zirj  {Pi  Q2  —  P2QO1 

so  sind  alle  Bedingungen  der  Aufgabe  befriedigt 

Wenn  die  Quadratwurzel  in  (1)  das  positive  Zeichen  hat,  so 
fließt  das  Gas  in  der  Richtung  der  abnehmenden  x^  und  wir 
haben  bei  o:  =  0  einen  zwar  absolut  ruhenden,  relativ  zur  Gas- 
masse aber  vorwärts  schreitenden  Stoß,  und  wenn  q^  >>  q^  ist, 
einen  Verdichtungsstoß. 

Wir  betrachten  eine  Gassäule  r  vom  Querschnitt  cd,  die  im 
Augenblick  t  von  x^  bis  X2  reicht  und  die  Unstetigkeitsfläche 
enthält,  also: 

(4)  a;i  <  0  <  x^. 

Wenn  man  will,  kann  man  sich  die  Gasmasse  in  eine  Röhre 
eingeschlossen  denken,  die  bei  x^  und  x^  durch  zwei  Stempel  ab- 
geschlossen ist,  die  sich  mit  den  Geschwindigkeiten  t<^,  u^  be- 
wegen. Hat  diese  Gasmasse  in  einem  Augenblick  den  hier 
angenommenen,  durch  die  konstanten  Werte  u^,  Qi^Pi]  u^,  P21JP3 
charakterisierten   Bewegungszustand,   dann   kann  dieser  Zustand 

33* 
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erhalten  bleiben.    Wenn  wir  0  =  1  setzen,  so  erhalten  wir 
für  die  äußere  (hier  kinetische)  Energie: 

(5)  Ä  =  -\x,Q,u;  +  \x,Q,ui  (Bd.  I,  §  127); 
für  die  innere  Energie: 

(6)  B  =  -yx_+P«^«  [§  193  (16)]; 

für  die  Arbeit  der  äußeren  Druckkräfte: 

(7)  C  =  p,Ui—p^u^. 

Verschiebt  sich  Xi  und  x^  im  Zeitelement  dt  um  dx^  und  dx^^ 

so  ist 

dxi  =r  u^idt^         dx^  =  u^dt 

—  Qidxi  =  —  Q^dx^  =  dii 

die  in  dem  Zeitelement  dt  durch  jeden  Querschnitt,  also  auch 
durch  die  Unstetigkeitsfläche  hindurchgedrungene  Gasmasse.  Aus 
(5),  (6)  und  (7)  folgt,  daß 

dÄ  =  \d^(u!  —  ui), 

Cdt=.d^  f^-^'Y 

woraus  nach  (1),  (3)  der  Satz  von  der  Energie: 

(8)  d{A-\-B)=  Cdt 
folgt. 

§  197. 

Zweite  Partikularlösung. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  der  Druck  p  eine  beliebige  Funk- 
tion (p(q)  der  Dichtigkeit  sei,  von  der  nur  angenommen  zu 
werden  braucht,  daß  sie  mit  q  zugleich  wachse,  daß  also  ihr 
DiSerentialquotient  (p'{q)  positiv  sei.  Es  ist  dann  auch  für  irgend 
zwei  Werte  91,  q^  von  q  nach  dem  Mittelwertsatz 

VI  —  V» 

positiv. 

Wir  wollen  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  L  für 
die  Bewegung  des  Gases: 
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du    .du  ,.  V  dlogQ 

^^  dlogQ     ■  dlogQ  ^  du 

dt      "^         dx  dx 

unter  der  speziellen  Annahme  zu  geniigen  suchen,  daß  u  eine 
Funktion  von  q  allein  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  er- 
geben die  Gleichungen  (1): 

dti_  / 81ogp  aiogp \  ,,  .ölog£ 

dlog^V    dt      ^"^     dx    J  ^  ^^^     dx    ' 

8logg    ,       alogp    _  du     81ogy 

dt     "^        dx  dlogQ     dx    ' 

und  daraus  folgt,  wenn  nicht  q  konstant  ist: 

Wir  führen  eine  Funktion  f(Q)  durch  die  Gleichung  ein : 

(4)  /  (9)  =  jV7(^d  log  (., 

worin  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  und  die  Integrations- 
konstante irgendwie  festgelegt  ist  Es  wird  z.B.  für  das  Boyle sehe 
Gesetz  (p  {q)  =  a^Qi 

(5)  f(Q)  =  a  log  9, 
oder  für  das  Poissonsche  ^{q)  =  a^Q^\ 


k— 1 


(6)  /^(«?)  =  |^9- 

Dann  ergibt  sich  aus  (3),  wenn  wir  mit  C  eine  Konstante 
bezeichnen : 

(7)  u  =  ±  fis)  +  C, 

worin  jedes  der  beiden  Zeichen  zulässig  ist  Für  das  obere  wird 
u  mit  wachsendem  q  wachsen,  für  das  untere  abnehmen.  Der 
eine  Fall  geht  in  den  anderen  über,  wenn  die  a;- Richtung  ent- 
gegengesetzt genommen  wird,  und  beide  Fälle  sind  also  nicht 
wesentlich  verschieden. 

Führen  wir  nun  diese  Annahme  in  die  zweite  Gleichung  (2) 
ein,  so  ergibt  sich: 
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worin  das  Vorzeichen  mit  dem  Vorzeichen  in  (7)  übereinstimmen 
muß.    Führen  wir  hierin  die  Funktion 


(9)  n=u±^ip'{Q)  =  ±f{(f)±i<p'i9)-\-C 

ein,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  (8)  mit  dti / d  log  q  multiplizieren, 
für  fj  die  Differentialgleichung: 

Hierin  ist  tj  eine  gegebene  Funktion  von  9,  die  unter  den 
beiden  Annahmen  (5)  und  (6)  die  Ausdrücke  erhält: 

(11)  r,  =  ±a{\ogQ-\-l}-\-C, 

(12)  r,=±afktt^g->--^C. 

Daraus  wird,  wenn  77  gefunden  ist,  q  erhalten,  und  dann 
ergibt  sich  u  aus  (7). 

Die  Differentialgleichung  (10)  ist  von  derselben  Form  wie 
die,  die  wir  im  §  199  und  §  200  des  ersten  Bandes  diskutiert 
haben.    Man  erhält  ihr  allgemeines  Integral  in  der  Form: 

(13)  fi  =  F(x  —  rit), 

worin  F  das  Zeichen  für  eine  willkürliche  Funktion  ist  oder  auch 

(14)  x  =  rit-^G(ri), 

wenn  G  die  ümkehrung  von  F,  also  gleichfalls  eine  willkürliche 
Funktion  ist 

Zur  Veranschaulichung  denken  wir  uns  x  und  t  als  recht- 
winklige Koordinaten  in  einer  Ebene,  und  verlangen,  daß  ri  als 
Funktion  des  Ortes  in  der  den  positiven  Werten  von  t  ent- 
sprechenden Halbebene  bestimmt  werde.  Dann  können  wir  der 
Gleichung  (13)  den  Ausdruck  geben,  daß  jedem  konstanten 
17  eine  Gerade  (14)  entspricht,  daß  also  die  Funktion  17 
einen  konstanten  Wert  ri\  den  sie  in  einem  Punkte  x\  t' 
hat,  auf  einer  geraden  Linie  von  der  Gleichung 

(15)  X—  rj't^  x'  —  fi'i' 

unverändert  behalten  soll.  Auf  dieser  Geraden  erhält 
sich  nach  (9)  auch  ein  konstanter  Wert  q*  von  q,  und  also 
nach  (7)  auch  ein  konstanter  Wert  u*  von  u. 

Bildet  diese  Linie  mit  der  ar-Achse  den  Winkel  ^';  so  ist 

rj'  r=  cotang  ^'. 
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Diese  Gerade  ist  also  um  so  stärker  gegen  die  ^r-Achse  ge- 
neigt, je  größer  ti'  ist 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  17  =  i^^  auf  der  d? -Achse 
gegeben.  Konstruieren  wir  also  von  jedem  Punkte  x^  dieser  Achse 
aus  eine  Gerade  unter  dem  durch 

cotang  do  =  7?o 
bestimmten  Winkel,  so  bleibt  der  gegebene  Wert  i^o  ^^  dieser 
Geraden  erhalten  und  17  ist  in  jedem  Punkte  eindeutig  bestimmt, 
solange  sich  nicht  zwei  solche  Geraden  in  einem  Punkte  schneiden. 
Dies  tritt  auf  der  Seite  der  positiven  i  niemals  ein,  wenn  170  eine 
mit  wachsendem  x  wachsende  Funktion  ist,  und  dann  ist  also  17 
eindeutig  und  allgemein  bestimmt  In  anderen  Fällen  werden 
die  Geraden  für  positive  i  eine  Enveloppe  haben,  die  nach  (14) 
durch  die  beiden  Gleichungen 

x=        G{ri)-riG'(ri) 
dargestellt  ist,  und  die  Lösung  ist  nur  in  dem  außerhalb  der 
Enveloppe   gelegenen  Stücke   der  ar^-Ebene  eindeutig  bestimmt 

Fig.  84. 


Im  Innern  der  Enveloppe  würde  unser  Verfahren  zwei  verschie- 
dene Werte  von  1^  geben,  und  in  diesem  Teile  der  Ebene  sind 
also  u  und  q  noch  nicht  bestimmt.  Wir  können  im  allgemeinen 
nicht  einmal  sagen,  daß  in  diesem  Stücke  die  Voraussetzung,  .daß 
u  eine  Funktion  von  q  ist,  noch  aufrecht  erhalten  werden  kann. 
Wir  wollen  noch  den  besonderen  Fall  betrachten,  daß  ij  auf 
der  X-Achse  eine  gegebene  Unstetigkeit  bei  a?  =-  0  hat,  und 

für  ^  =::  0,        X  <i  0    sei    7^  =  1^1, 
„    ^  =  0,        x>0     „      n  =V%^ 
dabei  wollen  wir  annehmen,  daß  rj^  und  772  Konstanten  seien, 
und  daß  die  anfängliche  Unstetigkeit  so  beschaffen  sei,  daß  die 


520 


Dreiundzwansigster  Abschnitt. 


§197. 


in  dem  PoissoD  sehen  Gesetz  vorkommende  Konstante  a  in  beiden 
Teilen  denselben  Wei-t  hat  Dies  ist  nur  dadurch  möglich,  daß 
in  dem  Anfangszustand  eine  durch  §  193  (15)  bestimmte  Unstetig- 
keit  der  Temperatur  angenommen  wird. 

Wir  haben  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

Erste  Annahme  t^j  <C  i?». 
Bestimmen  wir  die  Funktion  ij  durch  Konstruktion  der  ge- 
raden Linien  (15),  so  erhalten  wir  zwei  Gerade  (0,  1)  und  (0,  2), 

deren  Neigungswinkel  0-1, 0-2  gegen 
die  rc-Achse  durch 

cotang-ö^i  =  i/i, 
cotangO'2  =  7^2 
bestimmt  sind  (Fig.  85).     Es   ist 
ri  konstant  =  i^i  in  dem  Sektor 
( —  00 , 0, 1)  und  =  1^2  in  dem  Sektor 
00  (2, 0,  +  00  ).  In  dem  Sektor  (1, 0, 2) 
bleibt  ri  noch  unbestimmt. 
Man  findet  aber  sehr  leicht  (vgl.  Bd.  I,   §  202),   daß  man 
der  Differentialgleichung   (10)  in  diesem  Sektor  durch  die  An- 
nahme 


(16) 


(17) 


X 


ri  =  --  =  cotang  d 

V 


genügt,  und  diese  Werte  von  tj  schließen  sich  an  den  Linien 
(0,  1)  und  (0,  2)  stetig  an  die  konstanten  W^erte  i^i,  1^2  ^^-  Hi^r 
können  wir  also  eine  für  die  ganze  Halbebene  stetige  Lösung 
finden.    Nach  (8)  ist 

und  dies  ist  nach  §  164(1)  die  Änderung  von  log  9,  auf  die 
Zeiteinheit  berechnet,  die  ein  bestimmtes  Gasteilchen  erleidet 
Nach  (9)  ist  aber  log^  eine  Funktion  von  1;,  und  es  ist 


dlogQ 
und  daraus  folgt  nach  (18): 


d  logg 
dt 


=  +  W  (q)  ' 


dlogQ 


-y<p'iQ) 


ex 


dx 


v?«)  +  ^ 


I 
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folglich,  wenn  r^  durch  (17)  bestimmt  ist: 

dIogQ 1 


dt  ^(^    ^    rflogV<3P'(p) 


/  rflogVy-(p)\ 

V^      d\ogQ     ) 
also  nach  dem  Boyleschen  Gesetz: 

d  log  p 1 

di     ■"  ""T 

und  nach  dem  Po isson sehen  Gesetz: 

d  log  p 2       ^ 

'~dr~  "~  ■"(Ä  +  l)^' 

in  beiden  Fällen  ist  also  d\o%^jdi  negativ,  d.  h.  die  Dichtigkeit 
nimmt  in  jedem  Gasteilchen  ab,  und  es  breitet  sich  also  von 
der  Unstetigkeitsstelle  eine  stets  breiter  werdende  Verdünnungs- 
welle aus,  deren  vorderes  und  hinteres  Ende  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Damit  dieser  Bewegungszustand  möglich  sei,  können  die  An- 
fangswerte Ui,  (»1,  ti2)  9s  i^cht  ganz  willkürlich  gegeben  sein, 
sondern  es  muß  zufolge  der  Gleichung  (9),  die  in  dem  ganzen 
Sektor  (1,0,2)  und  also  auch  an  dessen  Grenzen  erfüllt  sein  muß: 

1?«  =  ",  +  V9' (Ps)  =  ± /'(P»)  ±  1^9^  +  C, 
also 

(20)  t*i-%  =  +  [/'(9i)-/'(92)] 

und  außerdem  wegen  i?i  <  '^s- 

(21)  ti,  -  Wa  <  t(V^^)  -  V^^)) 

sein. 

Für  das  Poissonsche  Gesetz  haben  wir: 

(22)  _  «,-«,  =  ±  [/'(pO  -  f{fiü\ 

also  ist,  da  2/(Ä  —  1)  >  1  ist,  nach  beiden  Annahmen  Ui  —  u^ 
negativ  und  für  den  Fall  der  oberen  Zeichen  ^^  kleiner  als  ^si 
für  den  Fall  der  unteren  q^  größer  als  i^^. 

Die  Gasteilchen  werden  sich  also  an  der  Unstetigkeitsstelle 
voneinander  entfernen;  die  Unstetigkeit  löst  sich  auf,  und  es 
geht  von  ihr,  je  nachdem  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen 
gelten,  eine  vorwärtsschreitende  oder  eine  rückwärts - 
schreitende  Verdünnungswelle  aus. 
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Damit  ist  wieder  nicht  gemeint,  daß  diese  Welle  im  ab- 
soluten Räume  vorwärts  oder  rückwärts  schreitet,  sondern  nur, 
daß  die  Verdünnung  im  Fortschreiten  die  vor  ihr  oder  die  hinter 
ihr  liegenden  Gasmassen  ergreift. 

Zweite  Annahme  1^1  >  i?2. 

In  diesem  Falle  würde  die  Konstruktion  mit  den  geraden 
Linien  in  dem  Sektor  (1,  0,  2)  zwei  verschiedene  Werte  von  1? 
ergeben.  Dieser  Widerspruch  kann  nur  dadurch  gelöst  werden, 
daß  von  der  Unstetigkeitsstelle  eine  Unstetigkeitslinie,  also 
ein  Verdichtungsstoß,  ausgeht,  der  den  Bedingungen  des  §  195 
genügen  muß.  Diesen  Fall  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen 
allgemeiner  erledigen,  und  brauchen  daher  hier  nicht  näher 
darauf  einzugehen. 

§  198. 
Das  Riemannsche  Beispiel. 

Diese  Resultate  gewähren  die  Mittel,  um  das  von  Riemann 
gegebene  Beispiel  (Art.  7  der  Riemann  sehen  Abhandlung,  ge- 
sammelte Werke,  S.  168)  allgemein  durchzuführen.  Die  Rie- 
mannsche Annahme  besteht  darin,  daß  zur  Zeit  t  =  0  zwei 
Gasmassen  mit  den  konstanten  Geschwindigkeiten  und  Dichtig- 
keiten Ui^  Qi\  %,  Q2  ^^  einer  Ebene  :t;  =  0  zusammenstoßen. 
Wir  werden  im  folgenden  für  alle  Annahmen  über  diese  Größen 
eine  Lösung  der  Differentialgleichungen  finden,  die  für  t  =  0 
stetig  in  diesen  Anfangszustand  übergeht,  und  die  überall,  wo  sie 
unstetig  ist,  den  im  §  195  entvä ekelten  Gesetzen  gehorcht. 

Zur  Erleichterung  der  Anschauung  behalten  wir  die  Darstellung 
von  X  und  t  durch  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Ebene  bei. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erhalten  wir  aus  der  einfachen 
Bemerkung,  die  teils  evident  ist,  teils  sich  aus  den  Betrachtungen 
des  vorigen  Paragraphen  ergibt,  daß  die  allgemeinen  Differential- 
gleichungen I.  des  Problems  in  einem  Teile  der  rc^- Ebene  be- 
friedigt sind,  wenn 

a)  u  und  q  konstant  sind, 

b)  die  beiden  Gleichungen 


X 


worm  ^ 


f{Q)  =  j  V?T9)dlog  9,  [§  197  (4),  (7),  (9),  (17)] 
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zugleich  befriedigt  sind^  und  wir  zeigen  nun,  daß  sich  alle  Mög- 
lichkeiten unter  den  folgenden  vier  Fällen  unterbringen  lassen. 

I.  Zwei  Verdichtungsstöße: 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdichtungsstöße  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit, der  eine  Torwarts,  der  andere 
rückwärts. 

Vor  dem  einen  Verdichtungsstoße  bleiben  die  konstanten 
Werte  lig,  q^^  hinter  dem  anderen  die  konstanten  Werte  Uj,  q^^ 
zwischen  diesen  herrschen  konstante 
Werte  w',  q'  der  Funktionen  w,  ^,  die 
noch  zu  bestimmen  sind. 

Sind   li,  Is  die  Abszissen   dieser 
Verdichtungsstöße»  so  ist  (Fig.  86): 


(1)  ^! 

-^  =  cotang  ^j. 

Nach  §  195  (UI)  ergeben  sich  hierfür  die  Bedingungen: 


(2) 


cotang^,  =  «,-|/|^^ 

f  Q   9  -  Qi 
cotang  *,  =  «.  +  l/^  '^r=^ 


-+m 


—  P% 


-92' 

und  zugleich  muß,  da  wir  Verdichtungsstöße  haben,   q'  größer 
als  9i  und  q^  sein.    Demnach  ergibt  sich  aus  (2): 


tL.    -  -. 

4/ 

-  w  - 

-  p>)  (y  - 

-pO 

*n 

y 

p'pj 

4i/    — 

i/(p'- 

-  p,)  (p'  - 

-Pa) 

(3) 

«*'  —  tij  = 

r         9  92 

und  daraus  durch  Addition: 
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(4) 


+ 


fjL 


Qt)  {P'—Pi) 


mit  positiven  Quadratwurzeln.  Man  bemerkt  nun,  daß  die 
Funktion 

wenn  p  mit  q  zugleich  wächst,  ebenfalls  mit  q  wächst  Es  wächst 
also  die  rechte  Seite  von  (4)  zugleich  mit  9'  und  es  folgt,  daß, 
wenn  die  Gleichung  (4)  erfüllbar  sein  soll: 

i.  ^^  _  ^,  >ÄEMl£rEE) 

r        9i92 

sein  muß.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  gibt  es  einen  und  nur 
einen  Wert  Ton  q\  der  größer  ist  als  der  größte  der  beiden  g^y  q^ 
und  der  der  Bedingung  (4)  genügt.  Hat  man  q\  so  findet  man  aus 
einer  der  beiden  Gleichungen  (3)  den  zugehörigen  Wert  von  u'. 

Es  ist  hier  u^  —  u^  positiv ;  es  müssen  sich  also,  damit  dieser 
Fall  eintrete,  zu  Anfang  die  beiden  Gasmassen  einander  ent- 
gegen bewegen,  und  zwar  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  eine  von 
den  Anfangswerten  der  Dichtigkeit  abhängige  Grenze  über- 
schreiten muß. 

Aus  den  zweiten  Darstellungen  von  cotang  ^1 ,  cotang  ^3  in 

(2)  ergibt  sich: 

cotang  d'2  >  cotang  0"i, 

wie  es  in  der  Fig.  86  angenommen  ist 

Als  Grenzfall  ist  noch  der  zu  erwähnen,  wo 


(5)  u,-u,=  j/^-^ 


—  92)  (Pi  —P2) 


9i  92 

ist.  Ist  dann  9i>  9%^  so  geniigen  wir  den  Bedingungen  (3), 
wenn  wir  q*  =  ^1,  u'  =  u^  setzen,  und  es  bleibt  also  nur  ein 
vorwärtsschreitender  Verdichtungsstoß  übrig.  Ist  aber 
^1  <  92»  80  bleibt  nur  der  rückwärts  schreitende  Ver- 
dichtungsstoß. 

Damit  aber  diese  Lösung  auch  der  Energiebedingung  genüge, 
muß  noch  eine  Relation  zwischen  den  Anfangswerten  jT^,  T^  der 
Temperaturen  bestehen.  Ist  nämlich  T'  die  (konstante)  Temperatur 
in  dem  Räume  zwischen  den  beiden  Stößen,  so  folgt  aus  §195  (9): 
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^1  _g'[(fc  +  i)Pi-(fe-i)pT 

T'  -  Qt  [{k -j-  l)  Q' -  (h  -  l)  Q,y 

T'  _  Q,  [(k -\-  l)  Q'  -  (k  -  1)  Q,] 
T,  -   Q'  [{k -^  l)  (f,  -  {k  -  l)  Q'Y 

woraus  durch  Multiplikation: 

r(i\    ^1  -  9»  [(fc+l)P.-(fc-l)p']-[(*+l)(>'-(fe-l)g«] 

W       T,-  Q,  [(k-\-l)Q'-(k-l)(f,U{k+l)Q,-(k-l)if'y 

was  sich  wegen  (4)  auf  eine  Beziehung  zwischen  2\,  T^,  q^^  pg, 
f*i  —  tij  reduziert.  Nehmen  wir  den  besonderen  Fall  q^  =  p,, 
nehmen  also  an,  daß  sich  die  ursprüngliche  Unstetigkeit  nur 
auf  die  Geschwindigkeit,  nicht  auf  die  Dichte  bezieht,  so  ergibt 
sich  2\  =  Tg,  so  daß  auch  die  anfängliche  Unstetigkeit  in  der 
Temperatur  wegfällt  Zwischen  den  beiden  Stößen  steigt  dann 
die  Temperatur  auf  den  größeren  Wert  T'- 

IL  Zwei  Verdünnungswellen. 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdünnungswellen,  die  eine  Torwarts,  die 
andere  rückwärts. 

Wir  lassen  vom  Nullpunkt  (Fig.  87)  vier  gerade  Linien 
1,  2,  3,  4  unter  den  Winkeln  ^i,  d-^^  ^si  ^4  g^^n  die  positive 
^-Achse  auslaufen  und  neh- 
men an,  in  dem  Sektor 
( —  00,  0,  1)  seien  m,  q  kon- 
stant gleich  den  gegebenen 
Anfangswerten  Ui,  q^^  ebenso 
in  (4,  0,  -f  00 )  gleich  Wj,  ^j, 
in  (2, 0,  3)  seien  ti,  q  gleich- 
falls konstant  =  u',  q\  aber 
noch  zu  bestimmen.  In  den 
Sektoren  (1,  0,  2)  und  (3,  0,  4)  werden  die  Funktionen  u,  q  nach 
b)  bestimmt,  und  zwar  so,  daß  u,  q  im  ganzen  Gebiete  stetig  sind. 

Es  ist  also,  wenn  C  und  C  Konstanten  sind: 


— OD 


"».Pj 


+  00 


in  (—  oo,  0,  1) 
in  (1,  0,  2) 
(7)     in  (2,  0,  3) 

in  (3,  0,  4) 
in  (4,0, +  00) 


X 


«  =  «1,  Q  =  Qu 

u  =  u' 


» 


Q  = 


Q  =  Pa- 


t 


ti  =r  U 
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Unstetigkeiten  kommen,  außer  auf  der  rc-Achse  {t  =  0),  nicht 
mehr  vor,  und  die  Poissonsche  Konstante  a^  hat  daher  in  dem 
ganzen  Raum  denselben  Wert.  Damit  dies  möglich  sei,  muß  die 
Temperatur  T  zn  Anfang  nach  §  195  (9)  die  durch 

Tj  _  /-  x*-i 


^a        XqJ 


bestimmte  Unstetigkeit  haben,  und  wiederum  wird  nur  in  dem 
besonderen  Falle,  daß  die  anfängliche  Unstetigkeit'  nur  in  der 
Geschwindigkeit,  nicht  in  der  Dichtigkeit  liegt,  die  Temperatur 
im  ganzen  Raum  zu  Anfang  gleich  sein.  Wäre  diese  Bedingung 
für  die  Anfangstemperatur  nicht  erfüllt,  so  müßte  man  in  den 
verschiedenen  Sektoren  verschiedene  Werte  von  a  annehmen, 
und  unsere  Annahme  wäre  nicht  statthaft. 

Die  Forderung  der  Stetigkeit  an  den  Linien  (0  1),  (0  2),  (0  3), 
(0  4)  ergibt  nun  folgende  Bedingungen : 

1.  t*,  =  -f{Q,)  +  C  =      Vy^  (pQ  +  cotang  »,, 

(g)      2.  u'  =  -f  (()')  +  C  =      Vy^  (q')  +  cotang  ^„ 

3.  ti'  =       f  (pO  -f  C  =  -  i<p'(9')  +  cotang  »,, 

4.  tia  =       f{Q2)  +  C*  =  —  Vy'C^a)  +  cotang  ^4, 
und  aus  diesen  acht  Gleichungen  sind  die  acht  Unbekannten 

C,     C,    u\    9',    ^1,    ^2,    ^8,    &, 
zu   ermitteln.      Wir  eliminieren  zunächst  die  Konstanten    C,  C 
und  erhalten: 
(Q)  «'  +  f(Q')  =  «1  +  f(90, 

^' -  fiQ')  =  ^.  -  fiQ»), 
und  daraus: 

(10)  U^-U,  =  2/(^0  -  f(Q,)  -  f{Q,y 

Da  es  sich  hier  um  Yerdünnungswellen  handelt,  so  ist  q^ 
kleiner  als  der  kleinere  der  beiden  Werte  p^,  q^-  Es  ist  aber 
der  Differentialquotient  

(11)  f'i9)=^ 

positiv  und  daher  f(Q)  eine  mit  abnehmendem  q  abnehmende 
Funktion.     Es  folgt  also  aus  (10): 

jj      ^  —  ^h  <  fiQü)  —  f(Qi)  <  0,    für  Q,  >  pa. 
Ml  —  Wa  <  f{9i)  —  f{Q2)  <  0,      r,     Q2>  Qiy 

also  ist  «1  —  U2  negativ  und  dem  absoluten  Werte  nach  größer 
als   eine  von   den   Dichtigkeiten   abhängige   Größe.      Es   müssen 
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sich  also  hier  die  Gasteilchen  zu  Anfang  an  der  Unstetigkeits- 
stelle  voneinander  entfernen.  Wenn  das  Boylesche  Gesetz  gilt, 
so  ist  f(Q)  =  a  log  Q  und  kann  also,  wenn  q  klein  genug  ist, 
unter  jeden  Wert  heruntersinken. 
Wenn  also  die  Bedingung  II. 
erfüllt  ist,  so  gibt  die  Gleichung 
(10)  für  jeden  Wert  von  n^  —  Wj 
einen  und  nur  einen  Wert  von  p'  i). 
Wenn  q*  bestimmt  ist,  so 
erhält  man  aus  einer  der  beiden 
Gleichungen  (9)  den  zugehörigen 
Wert  von  i*',  der  zwischen  Wj 
und  Ü2  liegt,  und  die  Gleichungen  (8)  ergeben  die  Cotangenten 
der  Winkel  -ö-j,  ^g»  ^si  ^^4»  d.  h.  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der  Grenzen  der  Verdünnungswellen.    Man  findet  daraus 

cotang  -Ö-j  —  cotang  O-j  =  m'  —  ti^  -f-  Vg>'  (p,)  —  V^'  (p') , 
(12)  cotang  O-g  —  cotang  d-^  =  2  V9'(p')» 


—  00 


"a,  (?2 


+  00 


cotang  ^4  —  cotang  ^j  =  u^  —  u'  +1/9'  (pj)  —  Vg>'(p')» 
und  diese  Differenzen  sind,  wie  es  sein  muß,  alle  positiv^).    Die 
Linien  1,  2,  3,  4  folgen  also  in  der  Weise  aufeinander,  wie  es 
die  Fig.  88  angibt 

III.  Ein  Verdichtungsstoß  und  eine  Verdünnungs- 
welle. 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  läuft  ein 
Verdichtungsstoß  nach  vorwärts  und  eine 
Verdünnungswelle  nach  rückwärts. 


*)  Bei  der  Poisson  sehen  Annahme  (p(Q)  =  a*  ^  wird 

2a\k     -2  - 

und  nähert  sich,   weil   Ä;  >-  1  ist,    mit  abnehmendem   q  der   Grenze   Null. 
Demnach  hat  die  Gleichung  (10)  nur  dann  eine  positive  Wurzel  q\  wenn 

«*i  —  We  >  —  fM  —  /"((►,) 
ist.  Nähert  sich  u,  — u^  dieser  Grenze,  so  nähert  sich  q'  der  Grenze  Null, 
und  es  treten  Verhältnisse  ein,  bei  denen  sich  unter  Voraussetzung  des  adia- 
batischen Zustandes  die  Temperaturen  dem  absoluten  Nullpunkt  nähern 
würden.  Hier  ist  zweifellos  die  Annahme  eines  adiabatischen  Vorganges 
nicht  mehr  zulässig. 

')  Wenigstens  wenn  nicht  nur  (jp(q),  sondern  auch  ^'(^)  als  eine  mit 
g  wachsende  oder  mit  wachsendem  q  nicht  abnehmende  Funktion  voraus- 
gesetzt wird,  wie  es  bei  beiden  spezieUen  Annahmen  über  (p(q)  der  Fall  ist. 
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Wir  ziehen  in  der  a;f-Ebene  drei  Gerade  unter  den  Winkeln 
^11  ^99  '^8  S^S^i^  di^  o; -Achse.  Die  Gerade  (0  3)  entspricht  dem 
Verdichtungsstoße,  der  Sektor  (1,  0,  2)  der  Yerdünnungswelle. 

Es  sei 

in  dem  Sektor  ( —  oo,  0,  1)  :  w  =  Wj,    ^  =  p^  constant, 

«      .  .      (1,0,2)         :u  =  -f(Q)+C=)/Vi9)  +  J. 

„     „  >j      (2,  0,  3)         :  w  =  w',    Q  =  q'  constant, 

„     „  „      (3,  0,  Qo)        :  u  =  tij,    9  =  pa  constant. 

An  (0  1)  und  (0  2)  sollen  u  und  q  stetig  sein,  an  (0  3)  ist 
nach  §  195  lU: 

und  nach  §  195  (7)  (Energiebedingung): 

Die  Stetigkeit  an  (0  1),  (0  2)  verlangt: 

u^  =  —f  (pi)  -j-  C  =  Vqp'  (p.)  +  cotang  8-„ 
«'  =  -  /■((•')  +  C  =Vy^  +  cotang»,, 

und  da  es  sich  um  einen  Verdichtungsstoß  und  eine  Yerdünnungs- 
welle handelt,  so  muß  Qt  <^  g'  <Z  9i  sein. 
Aus  (18)  und  (15)  ergibt  sich: 

«1  -  «'  =fi9')  -  fiQiY, 

«'  —  Mj  =  (q'  —  o,)  V-,  ^'~-^'-   . 
(16)  *        ^*^         ^'^  r  g  Pa  (g'  —  Qt) 

_  l/(p'  —  9»)  O'  —  i'a) 
und  daraus: 


(H)    «. -«.  =  f{9')-n9.)  +  y(?:- ?^)  (^-'-i»«). 

Man  sieht,  wie  im  Falle  I,  daß  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  von  (17)  zugleich  mit  q'  wächst  und  er  wächst  also,  wäh- 
rend q'  von  ^2  bis  q^  geht,  von  einer  unteren  zu  einer  oberen 
Grenze.    Soll  also 
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(18)  9»<9'<9i 

sein,  so  muß 


sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  gibt  es  einen  und 
nur  einen  der  Gleichung  (17)  genügenden  Wert  von  q'.  Ist  p' 
gefunden,  so  ergibt  eine  der  Gleichungen  (16)  den  zugehörigen 
Wert  von  u'  und  schließlich  erhält  man  aus  (13)  und  (15)  die 
Winkel  ^j,  ^j,  d"^.    Es  ergibt  sich  aus  (15): 

cotang^,  -  cotang  ^,  =  f{Q,)  -  f{Q')  +  YVJjÖi)  -  Y^W)^ 
also  positiv  und  aus  (13)  und  (15): 

cotang^,  -  cotang^,  =  V^V)  +  V^  i?^''!^ ^ 

19     Q  —  Pj 

also  ebenfalls  positiv.  Es  folgen  also,  wie  wir  angenommen  haben, 
^1)  ^21  '^8  ^^^  links  nach  rechts  aufeinander. 

Hier  ergibt  sich  der  Grenzfall  einer  einzigen  rückwärts- 
laufenden Verdünnungswelle,  wenn 

und  folglich 

Aus   der  Energiebedingung  folgt  noch  eine  Relation  für  die 
Anfangstemperaturen    T^,    Tg.     Hier    kann    nämlich    die    Kon- 
stante a^  in  der  Poisson sehen  Formel  p  =  a^Q^  zwei  verschiedene 
Werte,  a^  in  ( —  oo,  0,  3)  und  a?  in  (3,  0,  4"  °^)  haben. 
Es  ist 

also: 

?L  =  2\  (Q^^-^ 

und  die  Formel  (14)  gibt: 

Ol  _  /^V  (k-{'l)Q'-(Jc-l)Q, 

a/~\pV   (fc+l)P2-(^--l)p" 
also  * 

n<i\  ^1  _  e*i-'  9*  (^  +  1)  e'  -  jk  -  i)  q, 

^    ^  T,~     P'»     (fc+i)p,-(&-i)p" 

und  in  (15)  ist  unter  /  (q)  die  Funktion 
zu  verstehen. 

Ri emann- Weber,  Partielle  DiffareDtialgleichongen.    IL    fi.  Aufl.         3^ 
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IV.  Der  Fall  eines  rückwärtslaufenden  Verdichtungs- 
.stoßes  und  einer  vorwärtslaufenden  Verdünnungs- 
welle ist  von  dem  Fall  III  nicht  wesentlich  ver- 
schieden.   Er  ergibt  sich,  wenn  die  Ungleichungen 


r  VI  V2 

Qi  <  Q» 

bestehen. 

Die  hier  besprochenen  Fälle,  die  sich  unter  der  Annahme 
ergeben  haben,  daß  die  Anfangswerte  der  Funktionen  ii,  q  in 
zwei  Abteilungen  je  die  konstanten  Werte  Ui,  Qi;  ti,,  q^  haben, 
geben  auch  das  Verhalten  in  der  Nähe  irgend  einer  Unstetig- 
keitsstelle  im  ersten  Augenblick,  also  für  unendlich  kleine 
Werte  von  x  und  ^,  wenn  w,,  Qi\  t*a,  ?a  die  Werte  von  w,  q  zu 
beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  x  =  0  bedeuten,  auch  wenn 
die  Anfangswerte  von  u  und  q  sonst  nicht  konstant  sind.  Es 
laufen  von  einer  solchen  Unstetigkeitsstelle,  je  nach  den  Werten 
von  ^il,  q^  ;  Mj,  q^^  zwei  Verdichtungsstöße,  zwei  Verdünnungswellen 
oder  ein  Verdichtungsstoß  und  eine  Verdünnungswelle  aus,  die 
aber  im  allgemeinen  nicht  konstante  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten haben. 

Die  Integration  ist  in  diesen  allgemeinen  Fällen  zurzeit  noch 
nicht  möglich,  weil  es  sich  um  die  Erfüllung  von  Grenzbedin- 
gungen an  Kurven  handelt,  die  nicht  von  vornherein  gegeben 
sind,  sondern  selbst  zu  den  Unbekannten  des  Problems  gehören. 

Es  hat  sich  aber  hier  aus  der  Energiebedingung  eine  kom- 
plizierte Bedingung  für  die  anfänglichen  Temperaturen  ergeben, 
die  erfüllt  sein  müßte,  wenn  die  Riemann sehen  Resultate  gültig 
sein  sollten.  Was  geschehen  würde,  wenn  anfangs  die  Tempe- 
raturen beliebig  gegeben  wären,  darüber  kann  ich  nichts  sagend). 

Nur  in  dem  Falle,  daß  die  anfängliche  Dichtigkeit  beider- 
seits gleich  und  die  Unstetigkeit  nur  in  der  Geschwindigkeit  liegt, 
ist  das  Resultat  einfach.  Die  anfängliche  Temperatur  ist  dann 
gleichfalls  beiderseits  gleich,  und  es  laufen  von  der  Unstetigkeits- 
stelle zwei  Verdichtungsstöße  aus,  wenn  die  beiden  Gasmassen 
aufeinanderstoßen  (Fall  I,  Ui  —  Wg  >  0)  oder  zwei  Verdünnungs- 

*)  Sollte  es  nicht  zu  erweisen  sein,  da£  diese  Bedingungen  für  die 
Temperaturen  befriedigt  sind,  wenn  die  Unstetigkeiten  im  Verlauf  einer  adia- 
batiscben  Bewegung  aus  einem  stetigen  Zustand  entstanden  sind? 
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wellen,  wenn  die  Gasmassen  sich  voneinander  entfernen  (Fall  II, 
1*1  —  «1  <  0).  Für  die  Fälle  III,  IV  bleibt  hier  kein  Raum,  weil 
sich  da  Wj  —  u^  =  0  ergeben  würde. 

§199. 

Znrückführnng  partieller  Differentialgleichungen 
'erster  Ordnung  auf  lineare  Gleichungen. 

Die  Integration    des   Problems    der   Luftschwingungen,    die 

Riemann  gegeben  hat,  beruht  auf  der  Möglichkeit,  die  Diffe- 
rentialgleichungen §  194  (I)  auf  lineare  Gleichungen  zurück- 
zuführen, und  es  zeigt  sich  also  auch  hier  wieder,  daß  alle  unsere 
Methoden  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen  nur 
bei  linearen  Gleichungen  Erfolg  haben. 

Wir  wollen  hier  die  Möglichkeit  dieser  Zurückführung  etwas 
allgemeiner  erörtern,  wobei  sich  die  Ursache  ergeben  wird,  wes- 
halb eine  Verallgemeinerung  dieses  Verfahrens  bis  jetzt  nicht 
zum  Ziele  geführt  hat. 

Wir  nehmen  an ,  es  seien  u^ ,  Ug  zwei  gesuchte  Funktionen 
der  unabhängigen  Variablen  oi^,  x^^  und  zu  ihrer  Bestimmung 
seien  zwei  lineare  und  homogene  Gleichungen  zwischen  den  vier 
partiellen  Ableitungen  du/dx  gegeben: 

W^ir  können  diese  Differentialgleichungen  im  Jac ob i sehen 
Sinne  linear  nennen  (Bd.  I,  §  66),  wenn  die  J7i,  üi',  ...  ge- 
gebene Funktionen  der  vier  Variablen  U|,  u^,  x^  x^  sind.  Die 
Eigenschaft  linearer  Differentialgleichungen,  die  für  die  Integra- 
tion so  besonders  förderlich  ist,  daß  man  nämlich  aus  partiku- 
laren Integralen  durch  Addition  allgemeinere  zusammensetzen 
kann,  haben  sie  aber  nur  dann,  wenn  die  Koeffizienten  {J^,  üa,  ... 
nur  Ton  den  Variablen  a;i,  x^  abhängen,  und  wir  nennen 
sie  also  nur  dann  linear  im  engeren  Sinne,  in  dem  wir  dieses 
Wort  bisher  meist  gebraucht  haben. 

Nun  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  aber  auf  solche 
lineare  Gleichungen  im  engeren  Sinne  auch  dann  noch 
zurückführen,    wenn    die  Koeffizienten    I/i,  C7J,   ...    nur 

34* 
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▼on  den  Variablen  u^,  u,,  nicht  Ton  den  a^,  x^  abhängen, 
und  in  diesem  Falle  befinden  sich  die  Differentialgleichungen 
§194  (I).  Die  Zurückführung  beruht  einfach  auf  der  Ver- 
tauschung der  abhängigen  und  unabhängigen  Variablen.  Es  ist 
nämlich 

'^"^  =  8^  '^^'  +  ei.  '''^*' 

und  durch  die  Auflösung  dieser  in  bezug  auf  dxi^  dx^  linearen 
Gleichungen  erhält  man,  wenn  man 

setzt : 


(2) 


(3) 


• 

dXi  dx^       dXi  dx^ 

1  . 

Jdx^  — 

^dx^  = 

8^/«^+8^''«'- 

Daraus  ergibt  sich: 

8«*! 

8m,              dx^ 8t*| 

dx^^             du2             dx^ 

8tia                dx^              dUi 

Substituiert  man  die  hieraus  folgenden  Werte  der  Differential- 
quotienten du/dx  in  die  Differentialgleichungen  (1),  so  läßt  sich 
der  Faktor  zJ  wegheben  und  man  erhält: 

p  _jjdx,_        dx,  dx,  _ 

dU2  dUi  dWa  oui 

Hierin  sind  nun  die  tii,  u^  die  unabhängigen  Variablen  und 
x^^  X2  Funktionen  von  ihnen.  Da  nach  der  Voraussetzung  auch 
die  Koeffizienten  U^  U'  nur  von  t^,  u^  abhängen,  so  sind  die 
Differentialgleichungen  linear  im  engeren  Sinne,  und  dies  ist  der 
Fall  der  von  Riemann  integrierten  Gleichungen. 

Man  sieht  aber  zugleich,  daß  dieser  Weg  nicht  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Anzahl  der  abhängigen  und  der  unabhängigen 
Variablen  größer  als  2  ist,  weil  dann  auf  der  rechten  Seite  der 
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Formeln,  die  den  Formeln  (2),  (3)  analog  sind,  nicht  mehr  ein- 
fach die  Differentialqnotienten  du/dx^  ...,  sondern  gewisse  aus 
diesen  gebildete  Determinanten  auftreten. 

§200. 
Stetiger  Anfangszustand. 

Diese  allgemeinen  Prinzipien  wenden  wir  nun  auf  den  be- 
sonderen Fall  der  Differentialgleichungen  der  Luftschwingungen 
an.  Die  Resultate,  die  sich  dann  ergeben,  sind  aber  nur  so 
lange  ausreichend,  als  der  Zustand  des  Gases  in  bezug  auf  Ge- 
schwindigkeit und  Dichtigkeit  stetig  ist  Es  ergeben  sich  zwar 
daraus  Kennzeichen  für  das  Eintreten  von  Unstetigkeiten,  und 
von  da  an  gelten  dann  die  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  der 
Unstetigkeiten,  die  sich  in  der  Differentialgleichung  §  195  (III) 
ausdrücken.  Aber  selbst  die  Aufstellung  dieser  Differential- 
gleichung würdp  erst  dann  möglich  sein,  wenn  diese  Probleme 
in  allgemeiner  Form  gelöst  wären.  Diese  Differentialgleichung 
spielt  die  Rolle  einer  Grenzbedingung,  für  die  aber  der  Ort  der 
Gültigkeit  nicht  von  yomherein  gegeben  ist,  sondern  selbst  zu 
den  Unbekannten  des  Problems  gehört  Hier  können  wir  nur 
in  ganz  speziellen  Fällen,  zu  denen  das  Beispiel  des  §  198  gehört 
(TgL  auch  Bd.  I,  §  201,  202),  die  Lösung  finden. 

Es  sei  also  jetzt  p  =  (p(^Q)  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  des 
Druckes  von  der  Dichtigkeit  ^,  und 

(1)  f(Q)=j^^^)d  logg. 

Wir  führen  mit  Riemann  die  beiden  neuen  Variablen  r,  s 
ein  durch  die  Gleichungen: 

(2)  fiQ)-\-u  =  2r,  f(Q)  =  r-\-s, 

f  {q)  —  ti  =  2  s.  u  •=  r  —  8. 

Der  in  §  197  diskutierte  besondere  Fall  tritt  ein,  wenn  in 
einem  Gebiete  der  Variablen  x^  t  eine  der  beiden  Funktionen 
r,  s  konstant  ist; 

Die  Anfangswerte  Uq,  Qq  nehmen  wir  als  gegebene  Funktionen 
von  X  an.  Es  sind  daher  auch  die  Anfangswerte  ^o^  ^o  gegebene 
Funktionen  von  x^  und  wenn  wir  also  zur  Veranschaulichung  die 
Werte  von  r  und  s  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer  Hilfs- 
ebene betrachten,  so  wird  der  Anfang  durch  eine  in  der  rs-Ebene 
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gelegene  gegebene  Kurve  C  dargestellt,  deren  Koordinaten  als 
Funktionen  der  einen  Variablen  x  gegeben  sind. 

Aus  (2)  sind  f(Q)  und  u,  und,  weil  /*(p)  eine  mit  q  wach- 
sende Funktion  ist,  auch  u  und  g  selbst  eindeutig  durch  r  und  s 
bestimmt.  Die  Kurve  C,  die  den  Anfangszustand  repräsentiert, 
wird  also  nur  dann  zweimal  durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn 
Wo  und  Qq  beide  zugleich  für  zwei  verschiedene  Werte  von  x 
denselben  Wert  annehmen. 

Es  sind  nun  zunächst  aus  den  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §  194  (I): 

du    .        du  ,  .  .dlogQ 

(3) 

dlogQ  dlogQ  ^_dU 

dt      ~^        öx  ~  dx 

Differentialgleichungen  für  r  und  s  abzuleiten.  Es  ergibt  sich 
aber  aus  (1)  und  (2): 

,  .  dx  '^  ^*'''  dx  ^  dx'  dx  '"''  W  dx  dx' 
(4) 

und  wenn  man  die  zweite  Gleichung  (3)  mit  V9'(p)  multipliziert 
und  zur  ersten  addiert  oder  von  ihr  subtrahiert,  so  folgt  nach  (4) : 

(5) 

11 = -  («  -  V^,)  |i. 

Hieraus  ergibt  sich: 

dr  =  ^[dx  -  (u  -\-  i^\Q))dtl 

(6)  „  

ds  =  ^[dx-{u--\/cp'iQ))dt]. 

Um  eine  klare  Anschauung  zu  gewinnen,  denken  wir  uns 
für  den  Augenblick  r  und  s  als  Funktionen  von  x  und  t  be- 
stimmt und  begrenzen  in  der  a:^- Ebene  auf  der  a:- Achse  eine 
Strecke  a/3,  in  der  die  Differentialquotienten  du/dx  und  ds^ldx 
keinen  Zeichenwechsel  haben;  wir  wollen  beispielweise  annehmen, 
daß  längs  aß 
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(7) 


dro 


>0. 


8Sr 


<0 


dx  ^   ''     dx 

sei,  also  daß  Vq  yon  a  nach  ß  wächst,  während  So  abnimmt. 
Die  Gleichung 

r  =  const 

stellt  uns  in  der  a:^-Ebene   eine  Kurve   dar,   und   nach  (6)  ist 
längs  dieser  Kurve 

8s 


(8) 


dx  =  {u^\q>\Q))dt,    ds  =  2^^^)dt, 


und  ebenso  ist  für  eine  Kurve  s  =  const. 


(9) 


dx  =  ( 


u 


dr 


]f^))dt,    dr  =  -2^]/q>'(Q)dt 


Beschränken  wir  unsere  Betrachtungen  auf  ein  Flächenstück, 
in  dem  dr/dx  und  ds/dx  von  Null  verschieden  sind,  so  zeigt 
sich  aus  (7),  (8),  (9),  daß,  wenn  wir  dt  positiv  nehmen,  s  auf 
der  Kurve  r  =  const.  und  r  auf  der  Kurve  s  =  const  abnehmen, 
und  zugleich  zeigen  die  Gleichungen  (8),  (9),  daß  das  Verhältnis 
dx/dt,  d.  h.  die  Gotangente  des  Neigungswinkels  der  Kurven- 
richtung gegen  die  o;- Achse,  in  einem  Punkte  auf  der  Kurve 
r  ■=  const.  größer  ist,  als  auf  der  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Kurve  s  =  const.  Es  kann  also  keine  Berührung  dieser  beiden 
Kurven  stattfinden.  Ziehen  wir  also  die  Kurven  r  =  const  und 
s  =  const.  von  jedem  Punkte  der  Strecke  aß  aus,  so  erhalten 
wir  zwei  Kurvenscharen,  die  sich  in  der  Weise  durchschneiden, 
wie  es  die  Fig.  89  zeigt,  und  die  zusammen  ein  Dreieck  a/)£ 
erfüllen,    dessen  beide  in   a,  /J  Fiiy.89 

endigenden  Seiten  die  Gleichun- 
gen 

(10)       r  =  r\        s  =  ,9' 


-  X 


haben  mögen,  worin  r'  der  Wert 
von  fo  in  a,  s'  der  Wert  von  Sq 
in  ß  ist 

Dieses  Dreieck    können   wir 
nun   durch  ein  anderes  Dreieck  ^ 

in  der  rs-Ebene  abbilden,  bei  dem  die   Linie   aß  einem  Stück 
der  Kurve  C  entspricht,  und  in  dem  die  Kurven 

r  =  const,    s  =  const 
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durch  gerade  Linien,  parallel  den  Koordinatenachsen,  dargestellt 
werden,  wie  die  Fig.  90  zeigt.  Der  Punkt  £  hat  in  dieser  Figur 
die  Koordinaten  r',  s'.  Wenn  man  in  der  Fig.  89  die  Strecke  aß 
weiter  ausdehnt,  so  daß  z.  B.  dSo/dx  sein  Zeichen  wechselt,  dann 


Fig.  90. 


u 

II 


I 


8  =  g' 


ß 


Fig.  91. 


würde  die  Kurve  C  zwischen  a  und  ß  ein  Maximum  oder 
Minimum  haben  (Fig.  91).  Dann  wird,  wie  wir  nachher  noch 
sehen  werden,  im  allgemeinen  die  Integrationsmethode,  die  wir 
anwenden  wollen,  versagen. 


§201. 
Einführung  von  r  und  s  als  unabhängige  Variable. 

Die  Biemannsche  Integrationsmethode  beruht  auf  der  Ein- 
führung von  r  und  s  als  unabhängige  Variable.  Um  dies  bequem 
auszuführen  setzen  wir  zunächst  die  Gleichungen  §  200  (6)  in 
die  Form 


dr 


(1) 


dr  =  ^{d  [a;  -  («  +  V«p' (9))  (]  +  td  (u  +  y«p'(p))) 


Die  Funktionen  u  -f-  ^(p'(q)^  u  —  j/y'  (q)  sind  nun  nach  den 
Formeln  §  200  (2): 

M  =  r  —  s,         \^(p'(Q)dlogQ  =  r  -i-  s 

als  Funktionen  von  r  und  s  darstellbar,  und  es  ist 

du du 

ä7  ~   '    87  —  ~  ^' 
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(2) 


d  Vy'(p)  _  rflogV«)P'(9)  w-773  8  log  9  ^  ^ilogVy'((>) 
8r       ~      dlogQ       ^^^^^     dr  dlogg      ' 

und  deoselbfin  Wert  hat  d'^(p'iQ)/ds. 

TiiftniAOii  ist 

,  («  -V?(S)= -  ("«£>-.).,-  (Mi)+,)  .., 

und  wenn  man  also  dies  in  (1)  substituiert  und  dann  die  Koeffi- 
zienten Yon  dr,  ds  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  setzt,  so 

ergeben  sich  die  folgenden  vier  Gleichungen: 

^  ~85l  8?  +^V     älogQ       +Vj 

_  8s  (8[a:-(ti-V^Xp))^J        .  /dlogV^  \1 

8  [x  -  (u  +Mp))  ^]  ^      ^/diog  Vy^)  _  A 

85  \     r^^logp  / 

8r  "•     V      dlog(>  / 

Aus  (3)  folgt: 
'ö\x-{u-+-}/V(Q))t]    ,    d[x-iu^i^^))t\_ 

Diese  Gleichung  besagt,  daß 

das  Yollständige  Differential  einer  Funktion  yon  r  und  s  ist,  und 
daß  wir  also,  wenn  wir  diese  Funktion  mit  w  bezeichnen,  setzen 
können : 

(4) 

Für  diese  Funktion  w,  die  nach  der  Definition  nur  bis  auf 
eine  additive  Konstante  bestimmt  ist,  ergibt  sich  nun  aus  einer 
der  Gleichungen  (3)  eine  lineare  Differentialgleichung.  Es 
ist  nämlich  nach  (4) 


(3 
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(5)  _,V^),=|^  +  |2. 

und  man  erhält  also  aus  jeder  der  Gleichungen  (3): 

8«w \ /rflogyy^(^)  _    \  /div    .    dt€\ 

drds~  2Y^\Ö)\     d^ogQ  Aö^         öS/' 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 

(6)  _1         (^iogV^^_A^^ 
setzt, 

Da  nun  m  eine  gegebene  Funktion  von  q^  also  auch 
von  r  +  s  ist,  so  haben  wir  hier  eine  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  für  die  unbekannte  Funktion  tv. 

Unter  Voraussetzung  des  Boy  leschen  Gesetzes  <p(Q)  =  a^Q  ist 

(8)  -  =  -21;' 

also  konstant. 

Für  das  Poissonsche  Gesetz  <p{q)  =  u^q''  erhält  man: 

/^(P)  =  jfcZTT  9       =»•  +  «, 

m9)  =  <^\k9  "    =-2-(''  +  s),         dlogg      =-T-' 

woraus 

/o^  ^  —  3 

(^>  "*  =  2Tfc-Tr(r--M)  • 

Durch  Einführung  der  Funktion  w  mittels  (4)  und  (5) 
nehmen  auch  die  beiden  Gleichungen  (2)  eine  einfachere  Ge- 
stalt an: 

1  — ^/?^_5_     J        /aflogV<]P^(p)    ■     \  /dw  .  dw\] 

_.  ^ds_jd^jw 1        /dlog^(p'(Q)        \  (dw.duA] 

dx\ds^      2V97(^\     äiogQ      '^   jKdr'^dsJf 

Diese  Gleichungen  zeigen,  daß  drdx  und  ds/dx  nicht  ver- 
schwinden, wenn  die  Differentialquotienten  d^iv'dr^^  d^w/ds^  end- 
lich sind,  und  daß  dr/dx  oder  ds/dx  unendlich  werden,  wenn  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 
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dr^ 


2V^\     älogQ       '^yKdr^dsJ 


d^ L  _  /d  log  V^X^)  _r,.\{dw_,dw\^ 

befriedigt  ist.     Diese  Gleichungen   geben    die  kritischen  Werte 

Yon  r  und  $,  in  denen  die  Lösung  unstetig  zu  werden  anfängt. 

Für  den  Anfangszustand,  also  für  ^  =  0,  erhält  man  aus  (4): 


{^\    -0,  (^^\     --X 


und  es  sind  also  an  der  Kurve  G  die  beiden  Differential- 
quotienten von  w  als  Ortsfunktionen  gegeben. 

Ist  dann  w  bestimmt,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  zwei 
Integrale  zwischen  den  vier  Variablen  ar,  ^,  p,  w  oder  x^  i^  r^  ^ 
und  damit  sind  dann  auch  die  Kurven  r  =  const.,  s  =:  const. 
(in  der  Fig.  91)  bestimmt 

§  202. 

Integration  der  Differentialgleichung. 

Die  Differentialgleichung,  um  deren  Integration  es  sich  jetzt 
handelt,  ist 

mit  den  Nebenbedingungen,  daß  an  der  Kurve  C 

^  "^  dr  ds 

gegebene  Funktionen  der  Stelle  sind.     Es  ist  daher  auch  w  selbst 
auf  der  Kurve  C  bis  auf  eine  additive  Konstante  gegeben. 

An  dieser  Differentialgleichung  hat  Biemann  zuerst  die 
Methode  der  Integration  entwickelt,  die  wir  schon  früher  kennen 
gelernt  und  im  §  90  auf  die  Theorie  der  schwingenden  Saite 
und  im  §  125  auf  die  elektromagnetischen  Schwingungen  an- 
gewandt haben  ^). 


^)   Die   im    §  125   (2)   gegebene   Form   der  Telegraphengleichung    geht 
durch  die  Substitution 

t  =  a(8  -\-  r),  X  =■  c{8  —  r) 

geradezu  in  die  Gleichung  (1)  für  ein  konstantes  m,  also  für  dasBoylesche 
Gesetz,  über. 
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Wir  wenden  den  Gauß sehen  Integralsatz  in  der  Form  an: 

worin  17,  V  irgend  welche  stetige  Funktionen  sein  können,  und 
das  Doppelintegral  sich  auf  irgend  ein  Flächenstück  der  rs-Ebene, 
das  Liinienintegral  auf  der  rechten  Seite  auf  die  Begrenzung 
dieses  Flächenstückes,  in  positivem  Sinne,  bezieht  (Bd.  I,  §  41). 
Wir  bezeichnen  mit  v  eine  einstweilen  noch  unbestimmte 
Funktion  von  r  und  s  und  setzen 

(4)  U  =  v(^-^^—  mw^     F  =  —  w  ^^  +  mv^' 

Dadurch  erhalten  wir: 
dU       dV 

dr  "i    'äs 

/  d^v     I    dmv    .    dmv\ 
\878s  +  "aT  +  "öTy ' 


,    ^  .  l  d^w  /dw    ,    dwV] 


w 


,drds    '      8r     '      8s 
und  wenn  wir  also  für  v  jetzt  die  Differentialgleichung  festsetzen 


(5) 


drds 
so  folgt  aus  (1)  und  (5): 


,    dmv    .    dmv       ^ 


dr 


ds 


dr  ^  ds        "' 


und  die  Formel  (3)  ergibt: 


(6) 


j[^  ("^  ~  *"*")  <**  +  «'  (e^  +  ♦"•') ^^]  —  <^' 


'     « 

Fig.  92. 

N^ 

II 

kl 

/? 

1 

8  =  8'               ** 

(7) 


/{"( 


cw 

d~s 


worin  das  Integral  in  der  rs-Ebene  über 
die  Begrenzung  eines  Flächenstückes  er- 
streckt werden  kann,  in  dessen  Innern  die 
Funktionen   ff,  V  stetig  sind. 

Das  Integral  (6)  erstrecken  wir  jetzt 
über  das  Flächenstück  «,  /J,  |  (Fig.  92) 
und  erhalten,  da.  dr  auf  a£  und  ds  auf 
T  ß^  verschwindet: 

mwj  ds  -|-  w  (^ 1-  mv\  dr\  = 


a 
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Nun  ergibt  sich  durch  partielle  Integration: 


a 


und.  hierdurch  erhält  (7)  die  Form : 

(8)     (VW)^  —  {Vw)a\=  J  ^  (g7  +  ^A  ^^  +  j  ^'  (37  +  ^y  ^^ 

a  (i 

s 

a 

und  wenn  wir  nun  der  Funktion  v  die  Grenzbedingungen  auf- 
erlegen: 

an  a  |,  d.  h.  für  r  ==  r' : 

(9)  .  li  +  "»"  =  0, 
an  /J{,  d.  L  für  s  =  s': 

(10)  |£  4-  m«  =  0, 

im  Punkt  f ,  d.  h.  für  r  =  r',  s  =  5' 

(11)  v  =  l, 
so  kommt: 

(12)  w^  =  (vw)a  H-    \lv  (^ wu;jd5  +  u;(^ — |-  mv\  dr  >• 

a 

Damit  ist  die  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  der  Funktion  v 
zurückgeführt  Denn  wenn  1;  bestimmt  ist,  so  ist  w^  durch  die 
Formel  (12)  durch  die  Werte  dargestellt,  die  to  und  dw/ds  an 
der  Kurve  C  haben. 

Die  Funktion  v  ist  aber  durch  eine  ganz  ähnliche  Differential- 
gleichung, wie  w  selbst  [Gleichung  (5)],  bestimmt.  Die  Grenz- 
bedingungen für  V  [(9),  (10)  und  (11)]  sind  aber  wesentlich  ein- 
facher, als  die  für  «;,  da  sie  gar  nichts  mehr  enthalten,  was  sich 
auf  die  Kurve  C  bezieht.  Es  ist  daher  die  Funktion  v  für  alle 
möglichen  Anfangszustände  dieselbe. 
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§  203. 
Bestimmung  der  Funktion  v. 

Es  bleibt  uns  also  noch  übrig,  die  Funktion  t;  zu  bestimmen, 
die,  wenn  r  ^  r\  s  ^  s^  ist,  der  Differentialgleichung 

^^  drds^    dr    ^    ds 

genügt,  mit  den  Grenzbedingungen 

t: — \-  mv  =  0        für  r  =  /, 

OS 

(2)  dv    .  A        *••  / 

^  ^  - — \-  mv  =  0        für  fi  =  s', 

er 

V  =  l        für  r  =  r'y  s  =  $\ 
Wir  betrachten  die  beiden  speziellen  Fälle: 

a)  m  =  —  jr—    (Boylesches  Gesetz) 

]^ 3  X 

ß)  m  =  -^r-r, TT"? — i — N  =  -    (Poissonsches  Gesetz), 

^^  2(/c  —  1)  (r  +  s)        <J 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

*  —  3  1  1 


A  = 


2(A— 1)         2        A-1' 

(4)  r  -f-  s  =  <y 

setzen.  Es  ist  also  m  entweder  konstant  oder  eine  Funktion 
von  6  allein. 

Um   die  Bedingungen  für  die  Funktion   v  zu  vereinfachen, 
setzen  wir 

(5)  V  =  e''V, 

worin  v  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Funktion  von  r  und  s 
ist.  Führen  wir  diese  Annahme  in  die  Grenzbedingungen  (2) 
ein,  so  erhalten  wir: 

dV 
ds 

dV 


dr 


M(niJ^^\  r=0    für  r  =  r', 
_|-  Li  _^  I^W  =  0    für  s  =  s'. 
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Wenn  wir  also 

a 
^  —  \mda 

V  =  —    j  wdtJ,         t?  =  6    ^'  V 

o' 

setzen,  so  werden  diese  beiden  Bedingungen  einfach : 

8s 
(6) 


=  0    f ür  r  =  r', 


y^  =  0    f ür  s  =  s', 

und  zugleich  ist  V  =  l  für  <J  =  <J',  wenn  wir  <y'  =  r'  -f"  ^' 
setzen. 

Die  Bedingungen  (2)  reduzieren  sich  also  nach  (6)  darauf, 

(7)  daß  V  konstant  gleich  1  sein  soll  an  den  beiden 

Schenkeln  des  Winkels  u^ß. 

Wir  haben  noch  aus  der  Differentialgleichung  (1)  durch  die 
Substitution  (5)  eine  Gleichung  für  V  abzuleiten,  und  die  ein- 
fache Rechnung  ergibt: 

(8)  _?!^  +  f^"»  _  ^.  W  =  0. 

^  ^  drds    '    \d6  ) 

Diese  Gleichung  soll  nun  für  das  Innere  des  Quadranten  (x|/3, 
d.  h.  für 

r  >  /,        s  >  s' 

so  integriert  werden,  daß  sie  an  der  Grenze  dieses  Gebietes  den 
konstanten  Wert  1  erhält. 

Wir  wollen  eine  neue  Variable  z  durch  die  Gleichung  ein- 
führen: 

(9)  z  =  \L{s-ä)  (r-r'), 

worin  \i  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  6  ist  Die 
Funktion  z  ist  für  t  ^:=^  r*  und  für  s  =  s',  also  an  der  Grenze 
des  Gebietes  =  0,  und  hat  im  Innern  des  Gebietes  das  Vor- 
zeichen von  fi.  Nach  (6)  und  (7)  ist  also  F  so  zu  be- 
stimmen, daß  es  für  jgr  =  0  den  konstanten  Wert  I 
erhält 

Wir  machen  den  Versuch,  der  Differentialgleichung  (8)  durch 
eine  Funktion  Fyon  z  allein  zu  genügen.  Wenn  wir  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Differentialquotienten  nach  r  und  s 
bilden,  so  ergibt  sich: 
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dV     _    dV     /d  log  li  1     \ 

dr      —rflog^V    ä6     "^  r—rO' 

ör  8s  ~  dIog;ff2  \^    ciö     "•    r  — rV  \    rfö  ~     '    s  —  sy 

d  V    d«  log  fi 
"^  ri  logj^     rfcya    ' 

und  die  Gleichung  (8)  geht  also  in  folgende  über : 

d'^V    (d  log ft  1     \  /dbgfi  1     \ 

•   fl(logie?«\    d6      '^  r  —  r')\   dö       '    s— sy 

'    d  log^gr     dö»      ^    Vdö  /  ' 

oder,  indem  man   die  beiden  Klammem  im  ersten  Gliede  aus- 
multipliziert und  js/^  für  (r  —  r')  (s  —  s')  einführt: 

Dies  geht  in  eine  lineare  Differentialgleichung  für  die  Funk- 
tion Füber,  wenn  man  ft  so  bestimmen  kann,  daß  die  Verhält- 
nisse der  Koeffizienten  der  drei  Glieder  nur  yon  £r,  nicht  mehr 
yon  ö  abhängig  sind.  Man  erhält  so,  wenn  c,  Cj,  c^  Konstanten 
sind,  die  drei  Bedingungen: 

du,         ...  dii(a  —  ö')  /dm  A 

wodurch  (10)  in 

übergeht. 

Im  allgemeinen,  d.  h.  für  eine  beliebige  Funktion  m,  lassen 
sich  die  drei  Gleichungen  (11)  nicht  zugleich  befriedigen,  wohl 
aber  unter  den  beiden  Annahmen  a),  ß).  Nehmen  wir  zunächst 
nach  dem  Boy  leschen  Gesetz  m  konstant  (=  —  1/2  a)  an,  so 
ist  nach  der  dritten  Gleichung  (11)  ^(6  —  ö')  eine  lineare  Funk- 
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tion  Yon  ö^  und  da  nach  der  zweiten  Gleichung  (11)  auch  log  li 
nur  eine  lineare  Funktion  von  ö  sein  kann,  so  muß  ii  konstant 
sein.  Diese  Eonstante  kann  willkürlich  genommen  werden,  und 
wenn  wir  sie  gleich  m^  setzen,  so  ergibt  sich: 

c  =  0,        Ci  =  0,        Cj  =  —  1. 

Es  folgt  also  für  V  die  Differentialgleichung: 

1      d^V 
(13«)  -  :n-^,  -  F  =  0, 

Nehmen  wir  femer  nach  der  Poisson sehen  Annahme 


so  wird 


ö  ' 


dm  „  A+A2 

dö  (ja 


und  die   zweite  Gleichung  (11)  zeigt,  daß   fi  mit  einer  Potenz 
von  ö  proportional,  also,  wenn  h  und  b  Konstanten  sind, 

^  =  bö^. 
Nach  dieser  Annahme  geben  die  Gleichungen  (11): 

h  =       c  (A  -f-  A2), 

bö^^^  [h{ö  —  ö')  +  ö]  =  _  c,  (l  +  k% 

aus  deren  letzten  man  schließt,  daß  h  =  —  1  sein  muß.    Dann 
folgt,  wenn  man  noch  b  =  —  l/ö'  setzt,  was  frei  steht, 

l  =  -c(A  +  A2), 
l=-^i(^  +  A2), 
1=C2(A4-A«). 

Die  Gleichung  (12)  gibt  also  nach  Multiplikation  mit  A-j-A«: 

('«      3^  (7 -O-JW:^ +  (*  +  ""'=<'• 

^       (r  — rO(g  — sQ 
"'""       (^  +  s)(^'  +  s')' 
Die   beiden   Differentialgleichungen    (13«)   und   (13^)    lassen 
sich  explizite  so  darstellen: 

Bie mann- Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    II.    6.  Aufl.         35 
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(14^)        ^(1  -*)  ^  +  (1-2;.)  ^+  A(l  +  A)F=  0. 

Die  erste  dieser  Oleichungen  wird  auf  die  Differential- 
gleichung der  Besselschen  Funktion  J  [Bd.  I,  §  72  (13)] 

da;*    '    X  da;    ' 

zurückgeführt  durch  die  Substitution  4  ;er  =  —  a;*.     Sie  hat  also 
nur  eine  Lösung,  die  für  ^er  =  0  endlich  bleibt,  und  man  erhält 

(15.)       F=|:  ^'~ff[^~:^"  [Bd.  I,  §  71  (1)]. 

Die  Gleichung  (14^)  stimmt  mit  der  Differentialgleichung  der 
hypergeometrischen  Reihe  [§  5  (6)]: 

^(1-;.)^+ [y-(a  + /S  +  1)^]  II'- «^F=  0 
Überein,  wenn  man 

setzt.    Auch  diese  Gleichung  hat  nur  eine  Lösung,  die  bei  ^  =  0 
endlich  bleibt,  und  man  erhält 

(15)    F=i^(A+i,  -A,  1.  -g::-^\^'-;]), 

und  hiermit  ist  also  die  Integration  vollendet 

§  204. 
Das  allgemeine  Biemannsche  Beispiel. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  Geschwindigkeit  und 
Dichtigkeit  zu  Anfang  nur  in  einem  endlichen  Bereich  (a,  /J) 
variabel  sind.  Außerhalb  dieses  Bereiches  sollen  beide  Größen 
konstant,  aber  zu  beiden  Seiten  verschieden  sein.  Es  sei  also, 
wenn  Ui,  p^,  ti2,  ^^  Konstanten  sind, 

fn  ^  =  ^11        (>  =  9i         für  t  =  0,        a;  <  a. 

In  dem  Intervall  a  <;  a;  <  /5  sollen  m,  (»  zu  Anfang  variabel 
sein  und  sich  in  a  und  /3  stetig  an  die  konstanten  Werte  9,9  ^1 
und  (»2)  ^a  anschließen.     Wir  setzen  wie  früher 
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und  nehmen,  wie  in  §  200,  an,  daß  r  im  Intervalle  aß  wächst, 
während  s  abnimmt. 

Dann  muß  r^  <  r^,  Si  >  «a,  folglich  nach  (2) 

also 

t*i  —  t«a  <  /*(p«)  —  /"(^i)  <  Ws  —  Wi 

sein,  und  wenn  wir  noch  Qi  >  q^^  also  /^  (p,)  —  /^(pi)  negativ  an- 
nehmen, 80  stimmt  diese  Bedingung  überein  mit  der,  die  wir 
für  den  Fall  11  im  §  198  abgeleitet  haben,  wo  wir  angenommen 
haben,  daß  zwei  Gasmassen  im  Anfang  in  einer  Unstetigkeits- 
fläche  zusammenstoßen,  nämlich  mit  U: 

(4)  u,  —  u,<  f{Q,)  -  f((f,)  <  0, 

und  die  Anfangstemperaturen  Tj,  T,  sind,  wie  dort,  durch  das 

Verhältnis  T^lT^  =  (pi/^f)*"'  bestimmt 

Wir  bestimmen  nun  die  Funktion  w  und  damit  auch  r  und 
s  als  Funktionen  von  x  und  t  nach  der  Methode  der  beiden 
letzten  Paragraphen.  Dadurch  ist  das  Dreieck  a,  /),  £  und  in 
ihm  die  Funktionen  r,  s  bestimmt  (Fig.  89,  §  200),  so  daß 

r  =  r^        an  (a|) 

s==Sj  an  0*1) 
ist.  Außerhalb  dieses  Gebietes  nehmen  wir  r  oder  s  (oder  auch 
beide)  als  konstant  an,  und  erhalten  dann  den  besonderen  Fall, 
dessen  Lösung  wir  im  §  197  dargestellt  haben,  bei  dem  sich  ein 
konstantes  Wertsystem  u,  q  auf  einer  geraden  Linie  erhält,  die 
unter  dem  Winkel 

%•  =  arc  cotg  (w  ±  S^\q)) 
gegen  die  o?- Achse  geneigt  ist    Hierbei  gilt  das  obere  Zeichen 
für  s  =  const,  das  untere  für  r  =  const    Wir  bestimmen  dann 
t*',  9'  aus  den  Gleichungen  r'  =  ri,  s'  =  Sj  oder,  explizite: 

und  diese  Gleichungen  stimmen  mit  §  198  (9)  überein.  Wir 
konstruieren  nun  in  der  xf- Ebene  vier  gerade  Linien  (al),  (|2), 
(|3),  (/J4)  unter  den  Winkeln  -^j,  ^„  Og,  ^4  gegen  die  positive 
o^-Achse,  indem  wir 

86* 
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(6) 


cotg  ^8  =  ti'  +  V^' ((>').    cotg  ^,  =  ti,  +  V<p'(92) 
setzen  (Fig.  93),  und  machen  über  die  Funktionen  u,  q  folgende 

Annahme : 

in  ( —  00  al)  ist  w  =  Wi,       q  =  q^^ 

in     (2  I  3)    ist  m  ==  w',      q  =  9', 

in  (4  /3  -[-  ^  )  ist  w  =  Wg,       Q  =  Qil 

außerdem  setzen  wir  ein  Wertpaar  u,  (>,  das  in  einem  Punkt  von 
(£/3),  etwa  in  fc,  stattfindet,  auf  einer  geraden  Linie  11  ^i'  unver- 
ändert fort,  die  unter  dem  Winkel  -9"  =  arc  cotg  {u  +  V^j'  (q)) 
geneigt  ist;  und  ebenso  erhalten  wir  die  Werte  t^,  9,  die  in 
einem  Punkt  v  von  (a  £)  stattfinden,  konstant  auf  einer  Geraden 
V  v'  unter  dem  Winkel  arc  cotg  (w  —  y<jp'  (9)). 

Fig.  93. 


Dadurch  sind  die  Werte  von  u,  9  so  weit  eindeutig  bestimmt, 
als  nicht  verschiedene  dieser  geraden  Linien  iipi'  oder  vv*  ein- 
ander schneiden,  solange  also  diese  Linien  keine  Enveloppe 
haben.  Diese  Enveloppen  geben  Anlaß  zu  Verdichtungsstößen, 
die  sich  noch  der  Theorie  entziehen. 

Unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  aber  ist,  wie  wir 
schon  im  §  198,  II  gesehen  haben,  Q'<iQ2<^9i  ^°d  ^1  <**'<% 
und  infolgedessen 

-^1  >  'ö'a  >  'ö's  >  ^4> 

und  die  Linien  (al),  (f2),  (|3),  (ff  4)  divergieren  also,  und  wenn 
wir  noch  annehmen,  daß  u  —  V<)P'(^)  von  «  bis  g  und  u  -{-  )/(p'  (q) 
von   I  bis  ß  stetig  wächst^),  so  werden  sich  die   Geraden  (ftf*') 

^)  Dies  ist,  wenigstens  für  das  Boy  lösche  Gesetz,  eine  Folge  der 
übrigen  Annahmen ,  nach  denen  s  von  «  bis  ^  abnimmt  und  r  von  I  bis  /} 
wächst.     Denn  nach  dem  Boy  leschen  Gesetze  ist  u  +  V  a^' (q)  =r  —  «+a. 
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(vv')  nirgends  schneiden  nnd  die  Wellen  werden  also  stetig  und 
der  Differentialgleichung  gemäß  yerlaufen. 

Wir  erhalten  genau  den  Fall  §  198,  II,  wenn  wir  aß  un- 
endlich klein  werden  lassen,  und  wir  bekommen  daher  dasselbe, 
mögen  wir  eine  Unstetigkeitsebene  annehmen  oder  einen  allmäh- 
lichen Übergang  in  einem  schmalen  Gebiet 

Die  anderen  möglichen  Annahmen,  die  man  an  Stelle  von 
(3)  setzen  kann,  führen  aber  zum  Teil  zu  Unstetigkeitsstößen, 
und  unsere  Formeln  sind  nur  so  lange  anwendbar,  als  noch  keine 
solche  Stöße  eingetreten  sind^). 

§205. 

Anfängliche  Gleichgewichtsstörung 
in  einem  endlichen  Intervall. 

Da  hier  zu  beiden  Seiten  der  Strecke  aß  Geschwindigkeit 
und  Dichtigkeit  verschieden  sind,  so  wird  man  diesen  Fall  nicht 
eigentlich  so  charakterisieren  dürfen,  wie  es  bei  Biemann  ge- 
schieht, daß  die  anfängliche  Gleichgewichtsstörung  auf  das  Inter- 
vall (aß)  beschränkt  sei.  Die  Annahme,  die  diese  Bezeichnung 
verdient,  würde  darin  bestehen,  daß  für  x  <i  a  und  x  >  /J  der 
Anfangswert  von  u  gleich  Null  und  der  yon  q  gleich  der  normalen 
Dichtigkeit  der  Luft  (>o,  die  man  etwa  gleich  1  setzen  kann,  sei, 
und  daß  nur  für  das  Intervall  aß  die  Anfangswerte  yon  u  und 
Q  davon  verschieden  seien.  Hier  werden  aber,  wenn  wir  die  An- 
fangswerte als  stetig  betrachten,  die  Differentialquotienten  dr^/dx 
und  dSo/dx  irgendwo  in  dem  Intervall  (aß)  gleich  Null,  und 
daher  reicht  die  Integrationsmethode  des  §  202  in  diesem  Falle 
nicht  mehr  aus. 

Um  eine  ungefähre  Anschauung  des  Sachverhaltes  zu  geben, 
wollen  wir  annehmen,  es  sei  zu  Anfang  die  Geschwindigkeit 
überall  gleich  Null,  und  in  dem  Intervall  (aß)  habe  q  einen  von 
^0  yerschiedenen  konstanten  Wert  Qi.  Es  ist  also  der  Anfangs- 
wert von  9  bei  a  und  ß  unstetig,  und  wenigstens  für  einen  gewissen 
Zeitraum  lassen  sich  die  Bewegungen  nach  §  198  bestimmen.  Sie 
sind  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Strecke  (aß)  symmetrisch 
und  der  Anfangszustand  genügt  den  Bedingungen  §  198111  oder  IV. 

^)  Im  Artikel  4  der  Biemann  sehen  Abhandlnng  sind  die  Linien  a|, 
ß^  irrtümlich  als  gerade  Linien  angenommen.  Hierauf  hat  Christoffel  in 
dem  erwähnten  Bericht  in  den  „Fortschritten  der  Physik"  aufmerksam 
gemacht. 
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§205. 


Wir  nehmen  außerdem  die  im  §  198  (19)  angegebene  Bedingung 
für  die  Temperaturen  als  erfüllt  an.  Ist  Qi  "^  q^^  herrscht  also 
ia  aß  eine  anfängliche  Verdichtung,  so  laufen  von  den  Unstetig- 
keitsstellen  a,  /3  je  ein  Verdichtungsstoß  nach  außen  und  eine 
Verdünnungswelle  nach  innen  (in  bezug  auf  aß).  Ist  pj  <  Qq, 
also  eine  anfängliche  Verdünnung  vorhanden,  so  laufen  die  Ver- 
dünnungswellen  nach  außen  und  die  Verdichtungsstöße  nach 
innen,  wie  es  die  Fig.  94  und  95,  die  in  der  ^^-Ebene  zu  denken 
sind,  veranschaulichen.  Die  Theorie  gibt  aber  die  Bewegung 
des  Gases  nur  so  lange,  bis  die  nach  innen  laufenden  Wellen 
zusammenstoßen.  Von  da  an  müßte  man  den  augenblicklichen 
Zustand  als  einen  neuen  Anfangszustand  betrachten  und  könnte, 
wenigstens  im  zweiten  Falle,  wq  bei  y  eine  Unstetigkeit  in  bezug 


auf  die  Geschwindigkeit  eingetreten  ist,  in  derselben  Weise  noch 
etwas  weiter  gehen. 

Es  laufen  dann  von  y,  d.  h.  von  x  =  0  aus,  zwei  weitere 
Verdichtungsstöße  aus,  die  man  als  die  reflektierten  der  gegen- 
einander laufenden  Stöße  betrachten  kann.  Von  nun  an  laufen 
also  nach  jeder  Seite  hin  eine  Verdünnungswelle  und  ein  Ver- 
dichtungsstoß, und  dazwischen  tritt  Gleichgewicht  ein.  Der  Ver- 
dichtungsstoß kann  die  Verdünnungswelle  einholen,  und  dann 
treten  wieaer  neue  Verhältnisse  ein,  die  wir  nicht  weiter  ver- 
folgen können.  Weniger  einfach  liegen  die  Verhältnisse  in  dem 
ersten  Falle,  wo  Qi  >  Qq  ist. 

Wenn  wir  die  Geschwindigkeit  u  und  die  Schwankungen 
der  Dichtigkeit  q  um  einen  mittleren  Wert  Qq  als  unendlich 
kleine  Größen  betrachten,  so  werden  die  CotÄUgenten  in  (6)  §  204 

alle  nur  unendlich  wenig  von  +  V9>'(^o)  abweichen,  und  es  ist 
also   c  =  )/q)'  (qq)  als  die  Fortpflanzungsgeschwiadigkeit  der  Luft- 
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welle  zu  betrachten.    Für  das  Boylesche  Gesetz  ergibt  dies  den 
Wert  c  =3  a,  während  man  für  das  Poissonsche  Gesetz 

erhält    Um  a  zu  eliminieren,  wendet  man  das  Gasgesetz  an: 

also  nach  der  Poissonschen  Voraussetzung: 

a2^J~i  =  RT 
und  folglich 

(1)  c  =  ^kRT. 

Nach  Riemanns  Berechnung  (Gesammelte  Werke,  S.  158) 

stimmt  dieser  Ausdruck  sehr  gut  mit  den  Beobachtungen  über 

die  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  überein. 

Nimmt  man 

k  ±=  1,4101 

und  für  atmosphärische  Luft  bei  Null  Grad  Celsius 

ÜT=  783750000, 

so  erhält  man  aus  (1): 

c  =  332  44, 

also  332,44  m  in  der  Sekunde. 

Wir  schließen  mit  der  historischen  Bemerkung,  daß  die  Zu- 
rückführung  der  Differentialgleichung  für  die  Luftschwingungen 
auf  eine  lineare  Gleichung  schon  Ampere  bekannt  gewesen  ist. 
Auf  S.  177  der  zweiten  Abhandlung  über  partielle  Differential- 
gleichungen im  Journal  de  l'ecole  polytechnique  (Cahier  XVIII, 
t  XI,  1820)  gibt  er  dazu  einen  Weg  an,  den  wir  im  Anschluß 
an  die  Ton  Riemann  gebrauchte  Bezeichnung  kurz  so  darstellen 
können: 

Wenn  man  unter  Voraussetzung  des  Boyleschen  Gesetzes 

(.)  .  =  ||,...^,  =  _||_|g£)' 

setzt,  BO  reduzieren   sich  die  beiden  Gleichungen  §  194,  I  auf 
die  eine 

Ton  der  Ampere  ausgeht    Er  setzt  dann: 
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dy 

dt 

8y 

dt 


und  nach  (2)  und  §  200  (2)  stimmen  dann  a,  ß  mit  —  r,  —  s 
überein. 

Es  wird  femer  eine  Funktion  17  definiert  durch 

ri=y-(ß^a)x-  [a^ß  +  «)  -  l(ß  -  ay]t, 

die  nach  §  201  (4)  mit  Riemanns  — w  übereinstimmt,  und  für 
die  sich  die  partielle  Differentialgleichung 

dotdß       da       dß 
ergibt,  in  genauer  Übereinstimmung  mit  der  Gleichung  §  202  (1). 

§  206.  * 
Die  Energie  des  Gases. 

Die  aus  dem  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  ab- 
geleitete Energiebedingung,  §  195  (6),  ist  bei  Riemann  nicht  be- 
nutzt, und  in  der  Torigen  Auflage  dieses  Werkes  bin  ich  der  Rie- 
mann sehen  Darstellung  gefolgt. 

Riemann  hat  unter  der  Voraussetzung  eines  adiabatischen 
Vorganges  das  Poissonsche  Gesetz  p  =  a^p*  für  die  Ab- 
hängigkeit des  Druckes  Ton  der  Dichtigkeit  hergeleitet,  und 
kommt  dadurch  im  Falle  unstetiger  Bewegung  zu  Resultaten,  die 
mit  dem  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  nicht  übereinstimmen. 
Die  Annahme  eines  konstanten  Wertes  Ton  a*  =  j>p— *  führt  zu 
einem  Gesetz,  das  man  die  Erhaltung  dar  Entropie  nennen 
könnte  (§  193).  Es  zeigt  sich  also,  daß  die  beiden  Gesetze,  das  der 
Erhaltung  der  Energie  und  der  Entropie,  nicht  immer  miteinander 
yerträ^^lich  sind,  daß  beim  Durchgang  eines  Gasteilchens  durch  eine 
Unstetigkeitsstelle  entweder  ein  Verlust  an  Energie  oder  ein 
Gewinn  an  Entropie  stattfinden  muß.  In  der  Riemannschen 
Darstellung  ist  das  Energieprinzip  preisgegeben,  während  Hugo- 
niot^),  Zemplen^)  u.  a.  die  Erhaltung  der  Entropie  fallen  lassen. 


^)  Hugoniot,  Journal  de  l'^cole  polytechnique,  Cahier  58,  1889. 
')  Zempl^n,  Enzyklopädie  der  mathematiflchen  Wissenschaften,  Bd.  lY, 
S.  3,  1905. 
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In  betreff  der  Frage,  welche  Ton  beiden  Annahmen  die  rich- 
tige ist,  muß  man  sich  klar  machen,  daß  beide  Annahmen  nur 
Annäherungen  an  die  Wirklichkeit  darstellen.  Das  Energieprinzip 
setzt  eine  reibungslose  Bewegung  voraus,  während  das  Entropie- 
prinzip jede  Wärmeleitung  ausschließt.  Beides  entspricht 
nicht  der  Wirklichkeit  Es  kommt  dazu,  daß  wir  ohne  weiteres 
die  Gesetze,  wie  sie  bei  ruhenden  idealen  Gasen  gelten,  auf 
bewegte  Gase  angewandt  haben.  Ist  es  doch  sogar  zweifelhaft, 
ob  bei  bewegten  Gasen  noch  das  Bojlesche  und  Gay-Lussacsche 
Gesetz  gilt.  Es  wäre  denkbar,  daß  der  Ausgleich  zwischen  Druck, 
Volumen  und  Temperatur  eine  gewisse  Zeit  braucht,  die  noch 
nicht  yerstrichen  ist,  wenn  ein  neuer  Zustand  eintritt. 

Die  hydrodynamischen  Gleichungen  zeigen,  daß  auch  aus 
einem  stetigen  Vorgang  im  Verlauf  der  Bewegung  Stöße  ent- 
stehen können.  Diese  werden  sich  in  der  Natur  schwerlich  glatt 
fortpflanzen;  es  wird  sich  vielmehr,  ähnlich  wie  bei  brandenden 
Wasserwellen,  eine  Region  turbulenter  Bewegungen  einstellen, 
wie  sie  z.  B.  die  Versuche  von  Mach  an  fliegenden  Projektilen 
zeigen  *). 

Nach  alledem  scheint  es  geboten,  die  Frage  auch  noch  vom 
Standpunkt  der  Riemannschen  Theorie  zu  betrachten,  nach  der 
(1)  p  =  a^Q^ 

mit  einem  konstanten  Wert  von  a,  der  für  die  ganze  Gasmasse 
für  alle  Zeit  gilt  Wir  nehmen  also  den  Vorgang  streng  adiaba- 
tisch an,  auch  bei  Unstetigkeiten. 

Wenn  wir  die  Eul  er  sehen  Gleichungen  für  eine  bewegte 
Gasmasse  der  Reihe  nach  mit  u^  i;,  w  multiplizieren  und  dann 
addieren,  so  ergibt  sich,  wenn  wir,  wie  in  §  164  (2),  mit  d/dt 
die  Differentiation  nach  der  Zeit  für  ein  bestimmtes  Gasmolekül 
bezeichnen,  also 

d  d     .        9     ,        d     .         d 

setzen,  und  mit 

(2)  [72  =  ^^2  ^^2  ^  ^2 

das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  bezeichnen: 

(3)  1  ^'_x«-rt,-z«,  =  -i(«^+t,|i?  +  «,|^). 

^  ^    2    dt  Q  \    dx   ^      dy  ^       dzj 

*)  Mach,  Populär- wiasenschaftliche  Vorlesangen.  Leipzig,  J.  A.  Barth, 
1903. 
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Ist   V  die  Kräftefunktion,  die   wir  als  bloße  Funktion  des 
Ortes  Toraussetzen,  also  dV/dt  =  0  annehmen,  so  ist 

^_dV     y_aF    y_dr 

und  daher  nach  (3): 

u\  d(\ü^—V)  l  /    dp    .      dp    .        dp\ 

^  ^  dt  Q  \    dx    ^      dy    ^       02/ 


dy 

Es  sei  dm  ein  bewegtes  Massenelement  und  dv  das  von  ihm 
erfüllte  Volumen,  also 

(5)  dm  =r  Qdxy 

so  daß  dm  von  der  Zeit  unabhängig,  dt  aber  mit  der  Zeit  yer- 
änderlich  ist. 

Wir  multiplizieren  die  Gleichung  (4)  mit  dm  und  integrieren 
über  einen  beliebigen  Teil  m  der  bewegten  Masse,  der  im  Augen- 
blick t  den  Raum  r  einnimmt.  Dieser  Raum  ist  durch  eine  an 
Gestalt  und  Lage  mit  der  Zeit  yeränderliche  Fläche  0  begrenzt 
deren  Elemente  wir  mit  do  bezeichnen. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(6)  JO^'^  V)dm  =  A, 
so  ergibt  sich  aus  (4)  und  (5): 

Die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  formen  wir  um  nach  dem 
G  au  ß  sehen  Satze.  Bezeichnen  wir  mit  U  den  Geschwindigkeits- 
vektor, mit  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  an  das  Ele- 
ment do^  und  mit  ün  die  Komponente  Ton  U  in  der  Richtung  it, 
so  ist 

==  1  p  diy  \ldr-{-\p  Undo, 
Nach  §  164  (5)  ist 


Q   dt 


und  daher 


(9)  jj,divUdr  =  -j^^dm. 
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Da  nun  nach  unserer  Annahme  p  eine  Funktion  <p(q)  von  q 
ist,  so  führen  wir  eine  neue  Funktion  ^  (q)  ein,  indem  wir 
setzen : 

(10)  '^(*)  =  j^' 

und  68  ergibt  sich,  weil  dm  von  der  Zeit  anabhäagig  ist,  ans  (9) 

jpdiTUdr  =  ——\^(Q)dm, 

und  wenn  wir  also 

(11)  B  =  U{Q)dm, 

(12)  C={p  Undo 
setzen : 

(13)  ^(^i+^  =  a 

Hier  ist  nun  A  die  äußere  Energie  der  Gasmasse  m,  die 

sich  aus  der  kinetischen  Energie  \\ü^dm  und  der  potentiellen 

Energie  — f  Vdm  der  inneren  Yolumkräfte  zusammensetzt  B  ist 
die  innere  Energie,  die  sich  im  Verlauf  der  Bewegung  in  der 
Gasmasse  tn  angehäuft  hat,  und  Cdt  ist  die  Arbeit  der  gegen 
die  Oberfläche  0  wirkenden  Druckkräfte  im  Zeitelement  dt 

Hiemach  ist  (13)  der  Ausdruck  für  den  Satz  Ton  der  Er- 
haltung der  Energie. 

Nach  der  Annahme  (1)  ergibt  sich: 

(14)  *(9)=|^. 

was  mit  dem  Ausdruck  e  für  die  innere  Energie  übereinstimmt 
der  im  §  193  aus  der  Thermodynamik  hergeleitet  ist  Wir 
setzen  also: 

*  (9)  =  ^, 
und  nennen  e  die  innere  Energie  der  Masseneinheit  des  Gases. 

§  207. 
Energieyerlust  durch  Stöße. 

Um  die  Energie  eines  Massenelementes  dm  zu  bestimmen, 
setzen  wir  dm  =  \  und  erhalten: 

(1)  ^  =  J  C^«  -  F, 

(2)  5  =  ^(9)  =  6. 
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Das   Oberflächenintegral   C  müssen  wir  erst  in  ein   Raum- 
integral   zurückyerwandeln,    indem    wir   nach    dem    Gauß sehen 

Satze 

p  Undo  =  —  I  AiypVid' 


1 


setzen,  und  da  dm  :=  Qdv  ist,  so  ergibt  sich; 

C  =  —  1  diYpU 


Nun  ist: 


Q  q\   dx^     dy^     dtj 


und  folglich: 


oder 


dp    .      dp    .       dp       dp       dp 

dx^     dy^     dB        dt         dt' 

,.    ..  1   dQ 

div  U  = j4 

9  dt 

p  p  dQ         \  dp         l  dp 


(3)  ^^^  =  -#.-  +  -^- 

^    ^  dt    Q      ^      Q    Ot 

Der  Energiesatz  wird  also,  auf  das  Element  dm  angewandt: 
Hiemach  setze  ich: 


(4)  0  =   1   f^2  _  F  +  6   +    ^ 


p 

-r  ' 
dS  _  l  dp 


^^^  dt  ~  Q  dt 

und  nenne  &dm  die  Gesamtenergie  des  Elementes  dm. 

Bei  einer  stationären  Bewegung  ist  dp /dt  =  0  und  folglich 
&  konstant.    Im  allgemeinen  ergibt  sich: 

t 

(6)  @_®,  =  jl||d^ 

und  dies  ist  eine  andere  Form  des  Satzes  von  der  Energie.    Das 
Integral  nach  der  Zeit  ist  hier  so  zu  verstehen,  daß  in  dem  Inte- 


§207.  EnergieverluBt  durch  Stöße.  557 

granden  dp/Qdt  die  Koordinaten  x,  y^  z  des  Massenelementes  dm 
als  Funktionen  der  Zeit  angesehen  werden. 

Die  Formel  (6)  ist  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  richtig^ 
daß  die  Funktion  ®  keine  sprungweise  Änderung  erfährt.  Wenn 
aber  dm  im  Verlaufe  der  Bewegung  eine  Unstetigkeitsfläche 
passiert,  in  der  JJ  und  ^  eine  plötzliche  Wertänderung  erleiden, 
dann  muß  zu  Formel  (6)  noch  eine  Ergänzung  hinzutreten.  Die 
Funktion,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  unter  dem  Integral- 
zeichen steht,  ist  zwar  dann  gleichfalls  unstetig;  das  Integral 
selbst  aber  ändert  sich  trotzdem  stetig.  Auf  der  linken  Seite 
aber  erhalten  wir  einen  Zusatz,  und  es  ergibt  sich,  wenn  @i,  %^ 
die  Werte  von  0  unmittelbar  vor  und  nach  dem  Eintritt  in 
die  Unstetigkeitsfläche  bedeuten: 

i 

(7)  ®  -  00  +  (01  -0a)  =J-^  ||de. 

Es  tritt  also  durch  die  Unstetigkeit  ein  Energieverlust 
von  der  Größe  ^0  =  ©j  —  ©a  ein,  wofür  wir,  da  F  eine  stetige 
Funktion  des  Ortes  ist,  nach  (4)  auch  setzen  können: 

(8)  ^0  =  \{Vl-  0?)  +  e,  -  e,  +fl  -  f  - 

Es  ist  ein  allgemeines  Gesetz  der  Mechanik  (Satz  von  Gar- 
not), daß  bei  einem  mechanischen  Systeme,  bei  dem  durch  die 
Bedingungen  des  Systems  eine  plötzliche  Änderung  der  Ge- 
schwindigkeit notwendig  ist,  immer  ein  Verlust  an  Energie  ein- 
tritt. Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  die  Systembedingungen  selbst 
nicht  von  der  Zeit  abhängig  sind,  weil  diese  sonst  als  Energie- 
quellen wirken  würden.  Wenn  beispielsweise  ein  starrer  (un- 
elastischer) Körper  auf  eine  feststehende  starre  Unterlage  auf- 
fällt und  da  zur  Ruhe  kommt,  so  wird  seine  ganze  lebendige 
Kraft  vernichtet.  Hat  aber  die  Unterlage  eine  gegebene  Be- 
wegung, so  kann  selbst  ein  ruhender  Körper  durch  sie  in  Be- 
wegung gesetzt  und  ihm  so  Energie  mitgeteilt  werden. 

In  der  gewöhnlichen  Mechanik  starrer  Körper  sucht  man 
diesen  Ausfall  an  Energie  durch  die  Annahme  von  Wärmeerzeugung^ 
Schallschwingungen  u.  dgl.  zu  decken.  Bei  den  unstetigen  Gas- 
bewegungen müssen  wir  die  Kompensation  in  den  oben  erwähnten 
turbulenten  Vorgängen  suchen,  die  sich  der  Berechnung  entziehen. 

Um  diese  Betrachtungen  auf  die  eindimensionale  Bewegung 
eines  Gases  anzuwenden,  müssen   wir  zunächst  die  Möglichkeit 
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au88chließ6D,  daß  die  Unstetigkeitsfläche  selbst  als  Energiequelle 
wirkt.  Wir  erreichen  dies  dadurch,  daß  wir  der  ganzen  Gas- 
masse eine  solche  Bewegung  erteilen,  daß  die  Unstetigkeitsfläche 
wenigstens  in  dem  Augenblick  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
Null  hat,  in  dem  das  Teilchen  dm  über  diese  Stelle  hinweggeht, 
und  dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  wir  an  Stelle  der  absoluten 
Geschwindigkeit  u  des  Gasteilchens  die  relative  Geschwindigkeit 
gegen  die  Unstetigkeitsfläche,  v  =  u  —  d^/dt^  setzen.  Der  Energie« 
Terlust  ist  dann 

(9)  für  den  Torwärtsschreitenden  Stoß: 

(10)  und  für  den  rückwärtsschreitenden  Stoß: 

Vi         Va 
worin  jetzt  die  Indices  1,  2  sich  auf  die  Stelle  £  —  0  und  £  -|-  0 

beziehen. 

Indem  wir  nun  einen  einheitlich  fortwandemden  Unstetig- 
keitsstoß  annehmen,  setzen  wir  in  der  ersten  dieser  Formeln 
für  v^^v^  die  Werte  aus  §  195  (11)  und  erhalten  für  den  Torwärts- 
schreitenden Stoß: 

Es  genügt  hier,  die  Poissonsche  Annahme 

(12)  p  =  q>{Q)  =  a^Q\        e  =  ^(9)  =  ^^ 

zu  Terfolgen,  aus  der  man  die  entsprechenden  Resultate  für  das 
Boylesche  Gesetz  durch  den  Grenzübergang  A;  =  1  erhalten 
kann.    Aus  (11)  ergibt  sich  durch  Substitution  von  (12): 

L  ^QiQi  '    fc  —  1  "^^^  "^^     ^, 

und  wenn  wir  zur  Vereinfachung 

(13)  ^»  =  ^91 
setzen : 

(u)     ^s='2^  [(»- + 1)  (1  -  >.)  -  » ('^-';-)] 

Setzen  wir 
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80  ist  F'{1)  =  i-«[(Ä;  +  l)A»— Äil»+i  — 1], 

^^!^)  =  Ä(fc+l)A*-(l-A). 

Lassen  wir  k  yon  0  bis  1  gehen,  so  bleibt  der  letztere  Aus- 
druck positiv;  es  wächst  also  X^F^(X)  mit  A,  und  da  ^'(1)  =  0 
ist,  so  bleibt  F^{k)  in  diesem  Interrall  negativ  und  F{X)  nimmt 
mit  wachsendem  k  ab.  Da  nun  JP(1)  =  0  ist,  so  folgt,  daß 
F(k)  in  dem  Intervall  0  <  it  <;  1  positiv  bleibt 

Daraus  folgt,  daß  der  Ausdruck  ^0  positiv  ist,  wenn 

(15)  Qi  <  9i 

ist;  und  da  der  Ausdruck  (11)  für  z/9  sein  Zeichen  wechselt, 

wenn   Pi    mit   q^  vertauscht  wird,  so  wäre  z/9   negativ,  wenn 

9a  >  Qi  wäre. 

Es  ist  also  in  dem  Falle  (9)  der  Verlust  an  Energie  nur 
dann  positiv,  wenn  q^  <C  Qi  ist,  d.  h.  bei  einem  Yerdichtungs- 
stoße.  Ein  Verdünnungsstoß  würde  mit  Energiegewinn  ver- 
bunden sein,  der  nach  dem  Garnot  sehen  Satze  hier  nicht  ein- 
treten kann.  Das  gleiche  ergibt  sich  für  den  Fall  (10),  d.  h.  für 
einen  rückwärtsschreitenden  Stoß. 

Damit  steht  im  besten  Einklänge,  daß  wir  im  §  198  alle 
Fälle  durch  die  Annahme  von  Verdichtungsstößen  erledigen 
konnten.  Verdünnungsstöße  können  zwar  den  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen genügen,  es  gibt  aber  für  diese  Fälle  noch 
eine  zweite  Lösung,  bei  der  keine  Unstetigkeit  vorkommt,  und 
die  mit  dem  Gesetze  der  Energie  nicht  im  Widerspruch  steht 

Nach  der  anderen  Auffassung  würde  ein  Verdünnungsstoß 
einen  Verlust  an  Entropie  zur  Folge  haben  (§  195). 

§  208. 
Das  Beispiel  von  Bayleigh. 

Lord  Rayleigh  ist  bei  seinem  Einwand  gegen  die  Rie  mannsche 
Theorie  der  Verdichtungsstöße  von  dem  im  §  196  betrachteten  Beispiel 
ausgegangen,  bei  dem  der  Zustand  der  Gasmasse  stationär  ist^). 

Nehmen  wir  an,  daß  bei  einer  festen  Ebene  rr  =  |  in 
einer  unendlich  ausgedehnten  Gasmasse  die  konstanten  Werte 
von  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit 

tii,  9i       für  a:<  |, 

%  P2         n    ^  >  f 

^)  Bayleigh,  Theory  of  Sound,  Vol.  II,  p.  41. 
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zusammenstoßen,  so  sind  zunächst  die  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §  194,  I  in  der  ganzen  Masse  befriedigt,  und  um 
auch  den  Riemannschen  Bedingungen  für  die  Unstetigkeits- 
stelle  [§  195  (11)]  zu  genügen,  haben  wir 


f  92  (9i  —  Q2) 
zu  setzen,  und  hieraus  folgt  noch 

(2)  Qi^  =  Q2^2' 

Geben  wir  der  Quadratwurzel  das  positive  Zeichen,  so  fließt 
das  Gas  in  der  Richtung  der  abnehmenden  rr,  und  wir  haben  bei 
X  =  i  einen  zwar  absolut  ruhenden,  relativ  zur  Gasmasse  aber 
vorwärtsschreitenden  Stoß,  der  ein  Verdichtungsstoß  ist,  wenn 
Pi  >  9a  ist. 

Wir  wollen  nun  eine  Gassäule  r  vom  Querschnitt  co  be- 
trachten, die  im  Augenblick  t  von  Xi  nach  X2  reicht  und  ein 
Stück  der  Unstetigkeitsfläche  enthält.    Dann  ist 

Ändern  sich  Xi  und  x^  im  Zeitelement  dt  um  dxi,  dx^^ 
so  ist 

(3)  dxi  =  Midf,        dx^  =  xi^dt^ 
und  wegen  (2)  ist 

(4)  —  fo^-^dxi  =  —  GiQ^dx^  =  (/ft 

die  in  der  Zeit  dt  durch  jede  der  beiden  Endflächen 
von  r  und  folglich  auch  durch  die  Unstetigkeitsfläche 
hindurchgedrängte  Gasmasse. 

Für  diese  Gassäule  wollen  wir  nun  nach  §  206  die  Energie 
berechnen.  Wir  zerlegen  r  zu  diesem  Zwecke  in  zwei  Teile  r, 
und  Ta,  so  daß  r^  von  x-^  bis  |,  r^  von  ^  bis  x^  reicht.  Da  wir 
von  äußeren  Kräften  absehen,  so  ist  F  =  0  und  aus  §  206  (6), 
(11),  (12)  folgt,  da  Un  bei  x  =  x^  den  Wert  Uj,  bei  x  =  x^  den 
Wert  —  Mj  hat: 

(5)  A  =  \^i{Qx{l^  —  x^)(o  +  K92(^3  — S)ö. 

(6)  B  =  91^1(1  —  ^1)0  +  ?2^a(^a  — S)ö7 

(7)  C  =  PiU^G} — jpaWa**'- 

Hieraus  aber  erhält  man  nach  (3)  und  (4): 
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Es  ißt  also  die  Differenz  d(Ä-{-  B)  —  Cdi  nicht  gleich  Null, 
wie  es  nach  §  196  (8)  sein  müßte,  sondern  gleich 

und  dies  ist  nach  §  207  (9)  gleich  — diiJ®.  Wir  nehmen  also 
an  Stelle  der  Formel  §  196  (8): 

(8)  c=^^ta  +  l?^e. 

d.  h.  durch  die  Arbeit  C  des  äußeren  Druckes  muß  nicht  nur 
die  Zunahme  der  Energie  J.  -|-  5,  sondern  auch  noch  der 
Energieverlust  an  der  Stoßstelle  gedeckt  werden. 

Wir  können  uns  den  Vorgang,  wie  wir  ihn  hier  Toraussetzen, 
auch  bei  einer  endlichen  Gasmasse  erhalten  denken,  wenn  wir 
die  Säule  r  in  eine  Röhre  einschließen,  die  bei  x^  und  x^  durch 
zwei  Stempel  abgeschlossen  ist,  die  sich  mit  den  Geschwindig- 
keiten Uj,  tfa  bewegen.  Hat  die  so  abgeschlossene  Gasmasse  in 
einem  Augenblick  den  hier  angenommenen,  durch  die  konstanten 
Werte  Wj,  ^j,  Wg,  Pa  charakterisierten  Bewegungszustand,  dann 
bleibt  dieser  Zustand  erhalten.  Der  Energieyerlust  muß  durch 
die  Kräfte  wieder  ersetzt  werden,  durch  die  die  Bewegung  der 
Stempel  erhalten  wird. 

Wollten  wir  aber  Verdünnungsstöße  annehmen,  so  würde 
eine  Maschine,  wie  die  hier  beschriebene,  imstande  sein,  Energie 
nach  außen  abzugeben,  was  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  steht. 

Der  BewegungsYorgang  unseres  Gases  ist  hier  nicht  um- 
kehrbar. Denken  wir  uns  in  einem  Augenblick  alle  Geschwindig- 
keiten in  die  entgegengesetzten  verwandelt,  so  wird  die  Bewegung 
nicht  in  derselben  Weise  zurückgehen,  wie  sie  vorwärts  gegangen 
ist,  sondern  die  Unstetigkeitsstelle  wird  sich  sofort  auflösen  und 
eine  Verdünnungswelle  ergeben,  wie  wir  in  §198  gesehen  haben. 

Fassen  wir  die  Resultate  unserer  Betrachtung  zusammen, 
so  hat  sich  folgendes  ergeben: 

Unter  Voraussetzung  eines  adiabatischen  Vorganges 
lautet  die  Relation  zwischen  Druck  und  Dichtigkeit 

Riemann-Weber,  Partielle  DifferentialgleichtiDgen.    II.    6.  Aufl.  3g 
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und  darin  ist  a  konstant,  jedenfalls  in  den  Teilen,  in  denen  u 
und  Q  stetig  sind. 

An  einer  Unstetigkeitsstelle  gelten  die  folgenden  Bedingungen 
[§195.  (3),  (5)]: 

(1)  QlVi  =  Q2Vi, 

(2)  Pi—P2  =  (^2  —  Vi)  Ql  ^V 

Beim  Durchgang  durch  die  Unstetigkeitsstelle  findet  ein 
Energieverlust  statt,  der  für  die  Masseneinheit 

beträgt.  Diesem  Ausdruck  kann  man  nach  §  193  (16)  die  Form 
geben : 

(3)  ^9  =  i  «  -  «»  +  r^  (f.  -  f) 

und  wenn  man  diese  Grösse  =  0  setzt,  so  erhält  man  die 
Hugoniotsche  Form  der  Energiebedingung  §  195,  (6).  Ist  aber 
der  Vorgang  isentropisch ,  ist  also  pi  =  a^cj^,  Pa  =  ^^9*»  ^^  ^^^ 
J@  bei  einem  Verdichtungsstoß  stets  positiy,  also  ^®  =  0  nicht 
erfüllbar,  wie  in  §207  nachgewiesen  ist.  Soll  die  Energie  erhalten 
bleiben,  so  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  ^0  =  0  ein  Ton  1 
verschiedener  Wert  des  Verhältnisses  aj  :  aj  [§  195,  (7)}. 

Hiemach  kann  ich  meine  Darstellung  der  Rie mann  sehen 
Theorie  der  Verdichtungsstöße  in  der  Torigen  Auflage,  die  mehr- 
fach angegriffen  worden  ist,  unter  dem  im  §  206  gemachten 
Vorbehalt  aufrecht  erhalten. 

In  einer  neueren  Abhandlung  (Areal  plane  wayes  of  finite 
amplitude,  Proceedings  of  the  royal  society.  Vol.  84,  1910)  ist 
Lord  Rayleigh  auf  die  Frage  zurückgekommen.  Er  gibt  da  den 
Unterschied  zwischen  Verdichtungsstößen  und  Verdünnungsstößen 
zu,  hält  aber  doch  noch  Bedenken  gegen  den  Energieverlust  aufrecht. 
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